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Hierzu  Taf.  I  u.  IL 

Das  Problem  der  Achromasie,  zwei  verschiedenfarbige  Bilder  eines 
ebenen  Objectes  zur  Deckung  zu  bringen ,  lässt  sich  in  zwei  Elementar- 
probleme theilen:  nämlich  entweder  die  Bilder  von  gleicher  Grösse  her- 
zustellen oder  sie  in  eine  Ebene  zu  legen.  Jedes  dieser  beiden  niederen 
Probleme  kann ,  wie  im  ersten  und  zweiten  Abschnitt  der  folgenden  Ab- 
handlung gezeigt'  werden  soll,  für  sich  mittels  einer  Einzellinse  gelöst 
werden,  während  das  vollständige  Problem,  dem  der  dritte  Abschnitt 
gewidmet  ist  und  zu  dessen  Lösung  mindestens  zwei  Linsen  erforderlich 
sind,  durch  die  ersten  unter  neue  Gesichtspunkte  gebracht  wird.  Viertens 
sollen  die  Beziehungen  der  Ersatzflächen  "*,  die  sich  für  zwei  Farben  zu 
Ersatzlinsen  combiniren  lassen,  zu  den  Achromasien  verschiedener  Art 
untersucht  werden. 

Indem  hier  von  der  sphärischen  Aberration  abgesehen  ist,  also  nur 
nahe  der  Axe  verlaufende,  sogenannte  Centralstrahlen  betrachtet  werden, 
dient  zur  graphischen  Darstellung  und  zu  den  bezüglichen  Beweisen  das 
durch  die  Werke  von  Reu  seh**  und  von  Ferraris***  genugsam  be- 
kannte Verfahren,  die  Abstände  in  der  zur  optischen  Axe  normalen  Rich- 
tung unermesslich  zu  vergrössern,  so  zwar,  dass  die  brechenden  sphä- 
rischen Flächen  als  Gerade  erscheinen.  Alsdann  wird  der  gebrochene 
Strahl  construirt,  indem  man  das  durch  den  Einfallsstrahl  abgeschnittene 
Stück  der  Ordinate  des  Krümmungsroittelpunktes  proportional  dem  Brech- 
ungsverhältniss  verlängert  resp.  verkürzt  und  den  Endpunkt  mit  dem  Ein- 
fallspunkt verbindet.     Die   Abstände   in   der  Richtung   der  Axe   werden 


*  Ann.  d.  Phys.  u.  Chem.  N.  F.  XVI,  362  —  365. 

**  Constructionen  zur  Lehre  von  den  Haupt-  und  Brennpunkten  eines  Linsen- 
gjstema.     1870. 

***  Die  Pundamentaleigenschaften    dioptriacher   Instrumente,    übersetzt  von 
F.  Lippich.    1879. 
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positiv  gezählt  vom  ersten  Scheitelpunkte  weg  im  Sinne  der  Lichtbeweg- 
nng,  Krümmungshalbmesser  von  der  Fläche  aus  zum  Mittelpunkte  ge- 
nommen. 


Erster  Abschnitt. 
Zwei  yerschiedenfarbige  Bilder  yon  gleicher  Grosse. 

L  Bedingungen  gleicher  Grösse  verschiedenfarbiger  Bilder.  In  Fig.  1 
sind  Oj  und  o^  Scheitelpunkte,  c^  und  c^  Krümmungsmittelpunkte  zweier 
Linsenflächen,  0^,  0^,  C, ,  C^  die  in  diesen  Punkten  normal  zur  Axe  ge- 
führten Geraden,  n  der  Brechungequotient  des  Linsenmittels  für  eine 
bestimmte  Farbe.  Schneidet  ein  auf  den  Punkt  a^  der  Axe  gerichteter 
Strahl  die  0^  in  6^,  die  C^  in  u^,  so  macht  man  auf  letzterer  c^v^=^c^u^ln^ 
zieht  e^v^  bis  a^  auf  der  Axe,  wodurch  0,  in  e^,  C^  in  tt^  geschnitten 
wird,  zieht  u^a^^  das  C^  in  v^  schneidet,  womit  c^v^  =  n,C2it^  wird,  und 
zieht  e^v^  bis  a^  auf  der  Axe.  Dann  ist  a^  das  erste,  a^  das  zweite, 
d.  h.  das  durch  die  Linse  gegebene  Bild  von  a^.  Für  zwei  verschiedene 
Farben,  z.  B.  roth  und  blau,  im  Texte  durch  die  Zeichen  -,  ^  unter- 
schieden, erhält  man  alle  genannten  Punkte  und  Linien  doppelt,  also 
schliesslich  auch  zwei  Austrittsstrahlen  e^v^  und  e^^sv  ^^^  ^"^^^  Bilder  a^ 
und  Oji  ^^^1  sofern  sie  zu  einem  gemischtfarbigen  Strahle  resp.  Objecto 
conjugirt  sind,  geg^n farbig  genannt  werden  sollen. 

Bezeichnet  man  durch  grosse  Buchstaben  die  Grösse  der  Bilder  in 
den  gleichlautenden  Punkten  resp.  in  den  diesen  entsprechenden  Ebenen, 
so  wird  das  Grössenverhältniss  der  Bilder  —  bekanntlich  gleich  dem  Ver- 
httUniss  deren  Abstände  von  dem  Mittelpunkte  der  sie  conjugirenden 
Fläche  —  durch  folgende  Gleichungen  ausgedrückt: 

jx  I     ^)«/^0  =  ( V'^l^  -K/^o)  =  (<^»«2A2«l)-(<'l«l/<'l"o)  » 

Setzt  man  voraus,  dass  die  beiden  in  a^  und  a^  befindlichen  Bilder  des 
Objects  ÖQ  unter  sich  gleich  gross  werden,  dass  also  A^=^A^,  so  folgt 
hieraus 

2)  Cj  ff jj .  Cj  ajc^  rij  =  Cg  ffj  .  c^  ajc^  «^ . 

Da  nach  der  Construction  c^njc^a^^^^  c^ujc^v^  auch  t\»i/(^^fti=c^fi^/r^v^^ 
so  geht  Gleichung  2)  über  in 

3)  c^  ajc^  v^  =  Ca  a^fc^  v^ . 

Mithin  sind  alsdann  die  Linien  a^v^  und  a^v^  parallel.     Also: 

Zwei  gegenfarbige  Strahlen  werden  parallel,  wenn  die 
ihnen   zugehörigen    Bilder   gleich   gross   sind,    und   umgekehrt: 


Von  F.  Kbsslbr. 


Sind  zwei  gegenfarbige  Bilder  gleich  gross,    so  sind  die  za- 
gehörigen Strahlen  parallel. 

Durch  ein  analoges  Verfahren  ergeben  sich  aus  derselben  Bedingung 
Beziehungen  zwischen  der  Dicke  der  Linse,  dem  zweiten  Krümmungs- 
radius und  anderen  in  Betracht  kommenden  Strecken,  welche  sich  kürzer 
ausdrücken  lassen ,  wenn  man  o^  Cj  =  Tj  ,  OgCg  =  Tg,  o^o^=^  d^  c^  c^  =  t 
setzt,  übrigens  aber  die  Abstände  der  auf  der  Axe  liegenden  Punkte 
vom  ersten  Scheitelpunkte  o^  durch  die  schlichten  Namen  dieser  Punkte 
selbst  bezeichnet.     So  wird  z.  B. 


4) 


{n^n)a^äi  +  (a^  —  a^)d _^  —  n)a^ä^^  (a^'-a^)r^ 


2. 


_  \t 


5) 

6) 


.«öj  — rtöj  («— -l)«!  —  (n  — l)aj 

_^  («flj  —  na^)c^  —-  (n  —  n)a^a^      («  — «)  a^a^  —  («or,  —"«J^'e 
fli  — «1  (^-l^Äi  — (w  — l)«i) 

_  (w  -  r?)ffi  äj  —  [(n  —  l)ä^^(n  —  l)a^']d 

7'     —  -  -   - 


'8 

na.  —  fia 


1       "  "1 


"1  —  ''i 
Diese  Gleichungen  lehren,  dass,  wenn  von  einer  Linse  die  erste  Fläche, 
zwei  gegenfarbige  Brechungsquotienten  und  ein  Objeetpunkt,  mitbin  die 
ersten  gegenfarbigen  Bildpunkte  gegeben  sind,  für  gleich  grosse  gegen- 
farbige zweite  Bilder  die  Dicke  der  Linse  und  der  zweite  Krümmungs- 
radius gegenseitig  lineare  Functionen  sind.  Ist  ^=0  oder  die  Linse 
unendlich  dünn,  so  ist  c^^r^^r^.  Mit  wachsendem  d  nimmt  c^  zu, 
Tg  ab,  so  dass  d=r^  und  ^2  =  0,  wenn 

(«  — l)«i-(w-l)(ii 
ist.      Wächst  d  noch  weiter,  so  wird  Tg  negativ,  d.  h.  die  Linse  biconvex. 

2.  Isometrisclie  Punkte  einer  Linse.  Bezeichnet  man  einen  Object- 
pankt  Oq  für  den  Fall  der  gleichen  Grösse  seiner  zweiten  gegenfarbigen 
Bilder  mit  g,  eben  dadurch  also  auch  dessen  Abstand  von  o^  im  Sinne 
der  Lichtbewegung  und  setzt  die  Werthe  von  a^  und  a^  aus  ihren  Con- 
janctgleichnngen  mit  g,  nämlich 

8)  «1  = »     «i  =  -3 ' 

(ri-l)p  +  ri  {n-l)g  +  r^ 

in  eine  der  beiden  Gleichungen  5  b)  oder  6  a),  so  ergiebt  sich  daraus 
folgende  Gleichung  für  den  Abstand  des  Punktes  g  vom  ersten  Scheitel- 
punkte 

1* 


it,  g^ 


Ueber 


i(rj — Tj)  —  {nn-^d')       d  —  nni 

t}ie  OUAthung  9)  enn^gliebt  en  also,  f6r  zwei  dvrch  ihre  Brechnngs- 
^lUftutnUm  gegebene  Farben  aii«  deo  Dimensionen  einer  Linae  den  Ab- 
nÜMnA  einer  in  jenen  Farben  lencLtenden  Ebene  so  zn  bestimmen,  daw 
di«se  Kbene  mittels  der  Linse  zn  zwei  unter  sieh  gleich  grossen  gegen- 
farbigen Bildern  eonjngirt  ist* 

Denkt  man   die   Lichtbewegnng  in   entgegengesetzter  iüchtnog,  so 

findet  sieb   ein  dem  Pnnkte  g  analoger  Pnnkt  g\  dessen  Abstand  von 

dem  zweiten   Scbeitelpnnkte,   aber  im  Sinne  der  arsprünglichen  Licht- 

b^wegnng  gemessen,  ist 

/      .                       ''•d                         rJd 
10)  /-rf. ^ ^ 


wit(r,— r,)  — (««  — l)d      d—nni 

Die  beiden  Punkte  g  and  g\  wie  ancb  die  ihnen  zugehörigen  Ebenen 
sind  nicht  etwa  anter  einander  eonjngirt,  sondern  jeder  derselben  ist  zu 
zweien  anderen:  g^  and  g^^  resp.  g\  und  g\  so  eonjngirt,  dass  sowohl 
die  in  g^  and  g^  befindlichen  gegenfarbigen  Bilder  anter  sich,  als  auch 
die  in  g\  nnd  g\  unter  sich  gleich  gross  sind.  Man  kenn  diese  Punkte 
g  und  ^'deshalb  „dichromatisch-isometrisch"  oder  auch  innerhalb 
d(^s  vorliegenden  Bereiches  schlechtweg  „isometrisch '^  nennen.  Den 
(iauss^schen  Hauptpunkten  würde  dagegen  nach  einem  von  J.  B.  Lis- 
ting (t  24.  Dec.  1882)  mir  im  März  vorigen  Jahres  brieflich  gemachten 
Vorschlage  die  vielleicht  auch  sonst  schon  gebrauchte  Bezeichnung 
„tautomotrisch**  gewahrt  bleiben.  Letztere  fallen  bei  Linsen  und 
Linsensystemen  Eusammen  mit  den  Knotenpunkten,  den  tautogonalen 
(Listing),  nicht  aber  bei  Systemen,  deren  Anfangs-  und  Endmittel 
ungleich  dicht  sind.  Offenbar  würden  bei  letzteren  also  auch  noch  be- 
sondere  „isogonale**  Punkte   für  zwei  Farben   zu  unterscheiden  sein. 

Die  Oloiohungen  9)  und  10)  sind,  wie  sich  mit  Voraussicht  auf 
(lleicliung  12)  zeigt,  analog  construirt  mit  denen  für  die  Abstünde  der 
llnuptpunkte  einer  Linse  von  ihren  entsprechenden  Scheiteln,  nur  ist  der 
dortige  einsolno  Brechuifgsquotient  hier  durch  das  Product  der  beiden 
gelten  farbigen  ersetzt.  Man  kann  daher  sagen:  Dichromatisch-iso- 
metrisohe  (isogonale)  Punkte  einer  Linse  sind  tautometrische 
(tantogonale)  Pnnkte  einer  congruenten  Linse,  deren  Brech- 
ungsquotient gleich  dem  Producte  aus  den  bezüglichen  bei- 
AiMX  gegf^nfarbigen  Breohungsquotienten  der  ersten  Linse  ist, 
Beispiolswoise  würden  die  Hauptpunkte  einer  Linse  für  fi  =  2,4  (Diamant) 
dieselbe  Lage  haben,  wie  die  isometrischen  Punkte  einer  Glaslinse  für 
ii«ul,&ä60  nnd  ««=  1,5625,  da  in  diesem  Falle  n  =  n,n  wire. 
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3.  Eigensohaften  von  Linsen,   deren  isometrische  Punkte  nnendlioh 
weit  entfernt  sind.     Die  Gleichungen  9)  und  10)  lehren,  dass,  wenn 


11) 


w    -. 


nn  —  l 

ist,  beide  isometrische  Punkte  unendlich  weit  entfernt  sind.  In  diesem 
Falle  ist  also  ein  parallel  der  Aze  einfallender  gemischtfarbiger  Strahl 
zu  zwei  unter  sich  parallelen  gegenfarbigen  Austrittsstrahlen  conjugirt, 
und  die  gegenfarbigen  Brennweiten  werden  einander  gleich. 

Solche  Linsen  haben  bezüglich  der  Lage  ihrer  Hauptpunkte  noch 
besondere  Eigenschaften.  Setzt  man  den  Wertb  von  d  aus  Gleichung  11) 
in  die  bekannte  Gleichung  für  den  Abstand  irgend  eines,  z.  B.  des  ersten 
rothen  Hauptpunktes  h  einer  Linse  vom  ersten  Scheitelpunkte  derselben 
ein»  so  erhftlt  man 

12)  Ä=: ^i^-^ =  ^ 


und  analog 


n(rj  — Tj)  — (/i  — l)rf      n— 1 


nr. 


13)  Ä  =  ^^. 

n-1 

14)  Ä'-^==^, 

n-1 

15)  Ä'-^  =  _!^. 

n-1 
Da  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  12) — 15)  ebenfalls  gewisse 
Brennweiten  einzelner  Linsenflächen  ausdrücken,  so  treten  also  bei  einer 
derartigen  Linse  folgende  Coincidenzen  a^: 

I  rother  Hauptpunkt  der  Linse  mit  II  blauem  Brennpunkt  der  I.  Fläche, 
I  blauer  „  „       „        „     II  rothem  „  „    I.       „ 

n  rother  „  „       „        „      I  blauem  „  ,9  H-      » 

II  blauer  „  „       „        „       I  rothem  „  „  IL      „ 

oder  allgemein:  Ein  farbiger  Hauptpunkt  einer  Linse  mit  un- 
endlich entfernten  isometrischen  Punkten  coincidirt  mit  dem 
gegenfarbigen  und  gegenzahligen  Brennpunkt  der  gleich- 
zahligen  Fläche. 

Diese  Coincidenzen  sind  in  Fig.  2  für  eine  convez-concave  und  iir 
Fig.  3  für  eine  biconveze  Linse  dargestellt  und  zwar,  wie  es  bei  graphi- 
schen Beispielen  in  so  kleinem  Maassstabe  unvermeidlich  ist,  unter  An- 
nahme der  etwas  übernatürlichen  Dispersion  n  =  3/2,  n  =  14/9.  Für  rj  =  30, 
r,=  10  wird  Gleichung  11)  zufolge  rf=35  und,  wenn  man  die  Flächen- 
brennpunkte, resp.  ihre  Abstände  von  o^  mit  b  bezeichnet,  die  Haupt-  und 
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BreoD punkte  der  Liose  n.  s.  w.  desgleichen  mit  A  und  /",  so  werden  hier 
/'=-9,  /'=-7,  ä'=/;j  =  63,  Ä'=^  =  65,  ä  =  6\  =  S4.  A  =  6',  =  1J0 
/=  156,  /=  162,  die  Brennweiten  der  Linse  F=  /'=  — 72  (Fi-.  2).  Die 
Namen  der  Hauptpunkte  sind  (tor  beide  Farben  gemein>cLattIick)  :in 
ihren  Ordinalen  da  eingetragen,  wo  man  diesen  bei  der  gewöhnlichen 
Constmction  zuerst  begegnet:  auf  dem  Durchschnitt^pankte  des  Kintalls- 
nnd  seines  conjngirten  Anstrittsstrahles.  Das  von  hier  noch  in  der  Farbe 
den  Hauptpunktes  auf  die  Axe  gefällte  Loth  trifft  dann  jede>roal  den 
gegen  farbigen  Brennpunkt  der  durch  das  obige  Schema  oder  Gesetz  an- 
gezeigten Fläche.  Die  von  rechts  nach  links  den  Weg  oc  e^  r,  machen- 
den Strahlen,  fernerhin  als  „rilckgehende'^  zu  bezeichnenden  Strahlen 
liefern  i^  und  b^  als  erste  Brennpunkte  der  zweiten  Flache,  h  und  A  als 
erste  EUuptpnnkte   und   f  und   /  als   erste  Brennpunkte  der  Linse,    die 

▼on  links  nach  rechts  auf  oc' e'^  ^  ^  n  ^ i  ^  g^ ^  ^ >^  <1  ^ i^  ^^  Strahlen  aber  ^^ ,  6', 
als  zweite  Brennpunkte  der  ersten  Flache  u.  s.  w.  Ist  dagegen  r^^^^  —  lO, 
so  wird  rf=70,  X'=62  =  40,  i  =  6^  =  42,  /^=  48,  /=  54,  ^'=76,  ^=78, 
Ä  =  ?\  =  84 ,  A  =  V,  =  90 .    F=F=  36  (vergl.  Fig.  3). 

Das  Vorhergehende  lehrt  auch,  dass  die  bekannte  Gleichung  für  die 
Brennweite  einer  Linse,  in  welcher  n  einen  Brechungsquotienten  bedeutet, 


F  = 


(i,-l;[„(r,-r,)  +  («-l)rf] 
und  die  nach  n  aufgelöst  zwar  gewöhnlich,  d.  h.  bei  dünnen  Linsen  nur 
einen  „brauchbaren*'  Werth  hierfür  liefert,  sich  nicht  unter  allen  Um- 
ständen so  verhält.  Setzt  man  in  dieser  Gleichung  beispielsweise  r^  =  10, 
r,  =  3,  c/=l2,  P^-l^m,  so  wird  «  =  1,54925  +  0,01325  oder 
fi=  1,5360,  7t  e=  1,5625,  welche  Werthe  recht  wohl  vorkommen  können. 
Es  ist  also  nicht  richtig,  wenn  man  schlechtweg  sagt,  eine  Linse  aus 
einem  Stttck  könne  nicht  ffir  zwei  Farben  dieselbe  Brennweite  haben. 

4.  bometrisclie  Punkte  eines  Systems  mehrerer  Linsen.  Bezeichnet 
man  die  Fundamental  punkte  und  Brennweiten  eines  Linsensystems  wie 
bisher  bei  Einzellinsen,  den  Abstand  von  h  hinter  h  durch  Jh^  den  von 
h  und  h  hinter  dem  ersten  dichromatisch -isometrischen  Punkte  g  mit  / 
und  y,  so  dass  also  y  —  y^^  /Ih  ist,  habe  sodann  das  rothe  Bild  des 
Punktes  g  den  Abstand  x  vor  R  und  das  blaue  den  Abstand  y  vor  h\ 
so  wird  vermöge  der  Ortsgleichungen  dieser  Bilder 

16)  iF-i){F-^x)  =  F\ 

17)  iF-\.y-^K\){F+y)  =  F\ 

und   wegen  gleicher  Grösse  der  gegenfarbigen  Bilder  nach  der  Grössen* 
gleichung 
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18)  il(y-JK)  =  ylx 

sein.    Ans  diraen  Gleichungen  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  x  und  y 

F.Jh      F.Jh 


19) 


F-F        ^^ 


und  aus  den  mit  Gleichnng  18)  analog  anfznstellenden 

F.Jh 


20)  y 

21)  f'= 


JF 

F.Jh' 
-JF-' 


22)  ?'=^', 

wonach  sich  die  Lagen  der  isometrischen  Pankte  eines  Linsensjstems  aas 
den  Lagen  der  gegenfarbigen  Fundamentalpnnkte  hestimmen  lassen.  Für 
jedwedes  Linsensystem  ist  demnach 

23)  ;/y  =  y7/=F/>, 

24)  y/^=yl/^Jh/zlh\ 

oder  in  Worten:  Die  Abstände  dicbromatisch  -  isometrischer 
Pnnkte  von  ihren  zugehörigen  Hauptpunkten  verhalten  sich 
1.  bei  gleicher  Zahl  (Nummer)  wie  die  Brennweiten  der  ent- 
sprechenden Farben,  2.  bei  gleicher  Farbe  wie  die  Aende- 
rangen   der  Lage   der   entsprechend  gezählten  Hauptpunkte* 

5.  Conttruction  eines  Linsensystems,  dessen  isometrische  Pnnkte 
anendlich  weit  entfernt  sind.  Die  Gleichungen  19)  —  22)  lehren,  dass 
die  isometrischen  Punkte  eines  Linsensystems  unendlich  weit  entfernt 
liegen,  wenn  die  gegenfarbigen  Brennweiten  gleich  sind  und  dabei  die 
gegenfarbigen  Hauptpunkte  nicht  coincidiren.  Zunächst  handelt  es  sich 
also  darum,  das  Linsensystem  so  einzurichten,  dass  die  von  einem  parallel 
zur  Axe  einfallenden  Strahl  herrührenden  gegenfarbigen  Theile  das  System 
parallel  unter  sich  verlassen.  Beschränkt  man  sich  dabei  auf  die  am  häufig- 
sten gebrauchten  Gombinationen  von  zwei  planconvezen ,  mit  ihren  gleich 
artigen  Flächen  nach  derselben  Seite  gewendeten  Linsen  derselben  Glas- 
sorte (Huyghens  Ocular  und  Umkehrungssystem  des  terrestrischen  Fern- 
rohrs), so  lässt  sich  die  Aufgabe  zweimal  variiren.  Man  kann  erstens  das 
System  so  stellen,  dass  die  Endfläche  entweder  convex  oder  plan  ist,  und 
z^w^eitens  entweder  den  Halbmesser  der  sphärischen  Fläche  der  zweiten 
I^inse  oder  den  Abstand  dieser  Linse  von  einem  bekannten  Pnnkte  aus 
den  übrigen  Daten  bestimmen.     Daraus  ergeben  sich  vier  Fälle. 

L  Die  Endfläche  ist  sphärisch  und  deren  Krümmungs- 
halbmesser gesucht     Man  berechnet  ans  den  Daten  die  Orte  der  von 
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der  dritten  Fläche  entworfenen  Bilder  a^  nnd  a^  (Fig.  4,  wo  der  Deut- 
lichkeit halber  die  Bildorte  mit  Fortlassen  des  Buchstaben  lediglich  durch 
die  Indices  bezeichnet  sind),  bestimmt  sodann  die  Lage  des  Divergenz- 
punktes der  beztlglichen  Strahlen,  resp.  dessen  Projection  03,  die  nun 
als  Abscissennnllpunkt  gilt.  Dann  wird  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  4a), 
§  1  der  Abstand  des  Mittelpunktes  c^  der  vierten  Fläche  von  093 

wag  — ««3 

IL  Die  Endfläche  ist  sphärisch  nnd  der  Abstand  der 
zweiten  Linse  gesucht.  Natürlich  müssen  die  Dicke  d^  und  der  Eud- 
halbmesser  r^  der  zweiten  Linse  gegeben  sein.  Sind  alsdann  a,  und  a^ 
die  durch  die  erste  Linse  entworfenen  Bilder  (Fig.  4),  welche  durch  O3 
nach  ^3  und  a^  gebracht  werden,  und  ist  o^  die  Projection  des  Diver- 
genzpunktes der  an  O3  einfallenden  Strahlen,  zugleich  Abscissennull- 
punkt,  während  CD3  die  des  gleichen  der  an  O3  austretenden  Strahlen 
noch  unbekannt  ist,  so  setze  man  «8  —  0)3  =  3?,  «3  — «3  =  ^,  O3 — ©38=2. 
Dann  ist 

26)  z  — a;=:ü(o3  — flj), 

27)  «-^««(oa-flg), 

28)  (wag  — n«j)«  =  nn(«j— «3)03, 
und  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  6  a),  §  1 

_  (^-n)a:y-[(n-l)a:-(w-l)y](03-.rfg) 

««  —  ny 

woraus  nach  Elimination  von  x,  y,  z  der  Abstand  des  dritten  Scheitel- 
punktes O3  yon  (Og  sich  ergiebt: 

^nn[ln'-h)a^i^ -  (ög-gglrj  -  [(^-l)nflg  —  (n -  1);^^^] d^ 

/        8  w_«-»„_o 

n  n  [(n  —  1 )  a  —  (w  —  1 )  a] 

in.  Die  Endfläche  ist  plan  und  der  Krümmungshalbmesser 
der  vorletzten  Fläche  gesucht.  (Fig.  5.)  Auch  hier  geht  man, 
wie  bei  II,  von  «3,  a^  und  co^  aus.  Da  die  Richtung  der  an  der  End- 
fläche 0^  austretenden  Strahlen  unabhängig  von  dem  Orte  dieser  Fläche 
istj  so  kann  man  sich  diese  behufs  der  Demonstration  durch  den  Krüm- 
mungsmittelpnnkt  c^  der  vorletzten  Fläche  gelegt  denken.  Zieht  man 
dann  in  beiden  Farben  e^a^  bis  e^  auf  O3  und  bis  u^  auf  6^3,  macht  c^v^ 
B=3  c^ujn^  zieht  ^3^3  bis  a^  auf  der  Axe  und  bis  e^  auf  0^,  zieht  endlich  zu 
r/3?<3  eine  Parallele  durch  e^  bis  a^  auf  der  Axe,  so  sind  a^  und  a^  die  letzten 
gegenfarbigen  Bilder.     Damit  aber,  wie  verlangt,   a^e^  und  a^e^  parallel 
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seien,  müssen  auch  schon  a^u^  und  ^3^3,  weil  sie  jenen  parallel  sind, 
unter  sich  parallel  gewesen  sein.  Aus  dieser  Bedingung  ergiebt  sich  dann 
leicht  folgender  Werth  für  den  Krümmungshalbmesser  r^  der  vorletzten 
Flfiche  —  alle  Abstände:  r,  0,  a  von  cog  aus  zu  zählen  — : 

31)  r  ^c  -0  ^  K^--  ^)^g  -  (""  ^K]  Os  -  (>'-^)«»^"2 

'383  v^  _ 

IV.  Die  Endfläche  ist  plan  und  der  Abstand  der  zweiten 
Linse  gesucht.  Bezeichnet  O3  den  Abstand  des  ersten  Scheitelpunktes 
der  zweiten  Linse  von  co^i  so  transformirt  man,  da  hier  Tj  gegeben  sein 
muss,  Gleichung  31)  direct  in 

32)  0  ^(^"'^)^8  +  (^-^)^8^« 

(n-l)a2-(«-l)«jj 
Als  Beispiele   zur  Anwendung   dieser  Formeln  dienen  die  in  Fig.  6 
und  7  gezeichneten  Linsencombinationen ,  bei  denen  aus  früher  (§  3)  ange- 
führtem Grunde  die  stark  differenten  Brechungsquotienten  n  =  3/2,  »=  14/9 
zu  Grunde   gelegt  sind.     Fig.  6   giebt  in  einem  Grnndmaasse  von  \  mm 
ein  Huyghens - Ocnlar  von   folgenden  Dimensionen:  Dicke  des  Sammel- 
glases dj  =  28,  des  Oculars  dg=12,  lichter  Abstand  beider  O3  — Og  =  18(K 
rj=156,  Tg  =  50.     Hieraus  ergeben  sich  die  Abstände  der  Fundamental- 
punkte  von  0^1 
X'=109Ä        /^=  144,3        /'=255H        ä;=  290,55       ^^ 
V=118^         f=:  175,5        /'=265|         A  =  321,75 
"^A=     9^      ^/•=   31,2     ^/"=     9I"   /^A=    31,2 

^,=  108,   6g  =  118,    ^6g  =  10,    6\  =  290,8,    6^  =  321^,    z/6'=303^. 

Fig.  7  giebt  den  Umkehrungsapparat  eines  terrestrischen  Fernrohrs,  ohne 
Strahlenlänge,  dessen  Dimensionen  bei  -J-  mm  Grundmaass  genommen 
sind;  dj  =  rf2  =  35,  0^03=  360,  r2  =  r4  =  — 200,  woraus  die  Abstände 
von  0^: 

7=   7;        Ä'=22        Ä  =  39H        /^=406       ^^3g^ 

/=46^         Ä^=62         ^=430|        /'=  446 
z//'=39^      Jk'=AO     Jh=   39t     ^/^'=    40 

6,=  18i,    ^2  =  5'7i,    ^6j  =  39|.    6\  =  395,    6\  =  435,    z/6\  =  40. 

Diese  Berechnungen  lehren,  dass  das  §  3  für  Einzellinsen,  deren  iso- 
metrische Punkte  unendlich  weit  entfernt  sind,  bewiesene  Coincidenz- 
gesetz  für  derartige  Linsensysteme  nur  annähernd  giltig  ist.  Allem 
Anscheine  nach  würde  es  aber  auch  hier  absolute  Geltung  erhalten,  wenn 
man,  wie  dies  bei  theoretischen  Entwickelungen  gemeiniglich  geschieht, 
die  Dicken  der  Linsen  vernachlässigte. 
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Es  ist  einleaohteud ,  dass  die  vorbehandelten  Combinationen,  aach 
abgesehen  vod  der  übertriebenen  Dispersion ,  noch  nicht  praktisch  brauch- 
bare Formen  darstellen.  Zunächst  wurde,  wie  dies  auch  in  theoretischen 
Lehrbüchern  allgemein  geschieht,  angenommen,  dass  ein  unendlich  ent- 
ferntes Object  vorläge ,  während  bei  dem  wirklichen  Gebrauch  das  Object 
ein  Bild  in  endlichem  Abstände,  zwar  bei  dem  Huy ghens •  Ocular  hinter, 
bei  dem  Umkehrungsapparat  vor  der  ersten  Linse  ist.  Die  deshalb  etwa 
nöthige  Abänderung  in  der  Constmction  erstreckt  sich  jedoch  nicht  auf 
die  entwickelten  Formeln  25)  und  30)  —  32),  da  diese  schon  das  durch 
die  dritte  resp.  zweite  Fläche  der  Combination  entworfene  Bild  als  ge* 
geben  annehmen.  Nach  dieser  Berichtigung  würde  noch  zu  bedenken 
sein,  dass  auch  bei  gleicher  Grösse  der  gegenfarbigen  Bilder  diese  doch 
vermöge  ihres  verschiedenen  Abstandes  vom  Augenpunkte  ungleich  gross 
erscheinen  werden.  Dies  jedoch,  wie  auch  die  sphärische  Aberration  in 
Betracht  zu  ziehen,  wurde  von  vornherein  hier  nicht  beabsichtigt. 


Zweiter  Abschnitt« 

Zwei  yerschiedenfarbige  Bilder  in  einer  Ebene. 

6.  Bedingungen  der  Lage  gegenfiEirbiger  Bilder  in  einer  Ebene.  Wenn 
man  eine,  Fjg.  1  analoge  Zeichnung  mit  dem  Erfolge  ausführt,  den  Fig.  8 
zeigt,  dass  die  Geraden  e^v^  und  e^v^^  anstatt  parallel  zu  werden,  sich 
in  einem  Punkte  t^  auf  der  Aze  schneiden,  so  wird  diese  Coincidenz  an 
die  Bedingung 

33)  Oj  «2/^2  ^a  ^^  ^9  ^tl  ^i  ^2 

"       —      —  \j       Kj      V 

geknüpft  sein.     Da   alsdann  c^v^=-n,c^ u^   und  ' r, t;^  ==  n . c, ti, ,   also  auch 

ist,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  33) 
35)  ^^^  (^-n)(ö.-ri)(a,-d) 

n  (a,  —  d)  —  «(flj  —  d) 
Hiernach  kann  man  bei  gegebener  Dicke  einer  Linse  den  Halbmesser 
der  zweiten  Linsenfiäche  so  bestimmen,  dass  die  durch  die  erste  Fläche 
getrennt  in  den  Punkten  a^  und  a^  entworfenen  Bilder  eines  gegebenen 
Strahlpunktes  der  Axe  wieder  in  einem  Punkte  t^  der  Axe  vereinigt  wer- 
den, resp.  die  gegenfarbigen  Bilder  eines  ebenen  Objects  wieder  in  eine 
und  dieselbe  Ebene  zu  liegen  kommen.  Natürlich  werden  diese  Bilder, 
wie  aus  §  1  folgt,  ungleich  gross  sein.  Solche  Punktpaare,  die  also  wie 
Iq  —  so  werde  a^  in  diesem  Falle  bezeichnet  —  und  t^  für  zwei  Farben 
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Zugleich  coDJQgirt  sind,  kann  man  (dichromatisch-)  isotopische 
Punkte  nennen.  Sie  entsprechen  den  Symptosen  Listing *8,  in  denen 
für  eine  Farbe  Object  und  Bild  —  ebenfalls  verschieden  gross  —  in 
eine  Ebene  fallen.  Man  könnte  zur  Analogie  die  Symptosen  alsdann 
tautotopische  Punkte  nennen. 

Die  Gleichung  35)  lässt  sich,  wenn  r,  gegeben  ist,  nach  d^  der 
Dicke  der  Linse,  auflösen.  Fallen  die  Strahlen  parallel  der  Axe  ein, 
so  sind  «1  und  a^  die  gegen  farbigen  Brennpunkte  der  ersten  Flftche  und 
deren  Abstände  vom  Punkte  o^  sind  bei  gleichzeitiger  Einführung  einer 
Abkürzung  (m) 

36)  «^= — *-  =  wrj,     0^=^— i-==OTri, 

n-1  n-1 

welche  Werthe  in  Gleichung  35)  eingesetzt  zu  der  Gleichung 

37)  d^  —  [(m  +  m)r^'-r^']d  =  mm  t\  (r,  —  rj 

fähren.  Somit  kann  man  aus  gegebenen  gegenfarbigen  Brechungsquo- 
tienten und  den  Halbmessern  beider  Linsenflächen  die  Dicke  der  Linse 
so  bestimmen,  dass  Strahlen,  die  parallel  der  Axe  von  einer  bestimmten 
Seite  einfallen,  nur  einen  Vereinigungspunkt  haben,  oder  dass  die  Linse 
für  die  beiden  Farben  einen  gemeinschaftlichen  zweiten  Brenn- 
punkt besitzt.  Soll  aber  für  denselben  Sinn  der  Lichtbewegung  ein  die 
Axe  schneidender  Strahl  zweien  axenparallelen  Austrittsstrahlen  conjugirt 
sein,  so  hat  man  die  Linse  nur  umgekehrt  zu  denken  oder  in  Gleich- 
ung 37)  Tj  durch  —  r^  und  r^  durch  — r^  zu  ersetzen.  Man  findet  dann 
die  Dicke,  für  welche  die  Linse  einen  gemeinschaftlichen  ersten 
Brennpunkt  erhält.  Natürlich  führt  die  Auflösung  der  Gleichung  37) 
zuweilen  auf  complexe  (imaginäre)  Werthe  von  d,  während  nur  reelle 
und  ausserdem  positive  physikalisch  branchbar  sind.  Für  den  ersten 
Fall  werden  beispielsweise  beide  Wurzeln  positiv,  wenn  rj  =  3,  ^2=1, 
n  =  l,5,  71  =  1,6  gegeben  sind,  mithin  nach  36),  37) 

rf2— 16(/  =  -48.   daher  rfa=l2,  (/^  =  4 
erfolgt.    Setzt  man  für  den  zweiten  Fall  r^  =  22,  r^  «=  3,  so  wird  d^  =  24, 
rf^  =  -19. 

7.  Eigenschaften  einer  Linse,  bei  welcher  zwei  versohiedenfiEurbige 
Brennpunkte  coincidiren.  Bezeichnet  man,  wie  früher,  den  Abstand  der 
Krtimmungsmittelp unkte  der  Flächen  mit  t,  so  erhält  man  für  axenparal- 
lele  Einfallsstrahlen  gemäss  35),  36),  ohne  die  Abkürzung  m  zu 
benutzen , 

38)  ,  =  rf+r3_r.=  -„  -  -  -^^^ 

wnrj  — (n  — 1)(«  — 1)<; 
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Heizt  flMS  dieien  Werth  io  die  Gletehang  ffir  den  Abstmnd  einm  zweiten, 
z.  B.  rotbes  HMipipanktae  tob  der  sweiten  FUche  ein,  so  wird  dieser 

d-ni       iinr,-»rj-(«-l)(ii-l)d  «-1  n-1 

fol|^lieb 

und  Analog 

Kerner  erhält  man  für  axeo parallele  Austrittsetrahlen  analog  die 
Oleichnngen 

42)  A  =  -!^ 

n-1 
und 

43)  Ä«i^. 

n-1 

Die  Üleichungen  40) — 43)  lassen  sich  folgendermassen  schematisiren: 

Ist  gemeinsam:  so  coincidiren: 

I  Brennpunkt  I  rother  Hauptp.  mit  I  blauem  Brennp.  d.  II.  Fläche, 

Im  I  blauer        „  „    I  rothem       „         „  II.       „ 

II  M  II  rother        „  ,,  II  blauem       „         „    L       „ 

II  M  II  blauer        „  „  II  rothem        ,,         ,,    I.       „ 

In  Worten:  Wenn'bei  einer  Linse  zwei  gegenfarbige  Brenn- 
punkte coincidiren,  so  coincidiren  auch  die  dem  gemein- 
samen Brennpunkte  gieichsahligen  Hauptpunkte  mit  den 
gleichifiabligen  und  gegenfarbigen  Brennpunkten  der  gegen- 
lahligon  Fläche. 

Diese  Linsen  unterscheiden  sich  von  den  in  §  3  behandelten  wesent- 
lich in  Folgendem:  Die  ersten  haben  für  swei  Farben  gleiche  Brenn- 
weiten. Infolge  dessen  liegen  bei  einer  Linse  beide  isometrische 
Punkte  im  Unendlichen;  ihre  Conjuncte  sind  die  vier  Brennpunkte  und 
OS  coincidiren  yier  Hauptpunkte  mit  vier  Flächenbrennpunkten.  Die 
«weiten  haben  einen  gemeinsamen  Brennpunkt,  dessen  Conjunct  ein 
im  Unendlichen  liegender  isotopischer  Punkt  ist.  Das  zweite  Paar 
isotopischor  Punkte  (vergl,  §  9)  liegt  im  Endlichen  und  es  coincidiren 
zwei  Hauptpunkte  mit  swei  Flächenbrennpunkten. 

Kine  Linse  mit  zwei  Paaren  gemeinsamer  Brennpunkte  ist  nicht  dar- 
stoUbar,  da  eine  solche  von  symmetrischer  Form  sein  musste  und  alsdann 
tileicbnng  37)  stet«  complexe  Wertbe  für  d  liefert. 
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8.  Graphische  Behandlung  des  Vorigen.  Die  eben  nachgewiesenen 
Coincidenzen  lassen  sich  auch  aus  Sätzen  der  neueren  Geometrie  ableiten. 
So  ist  allgemein  bewiesen  worden,  dass,  wenn  man  zu  zwei  homocen- 
trischen  Strahlenbüscheln  S^(a,  6,  c)  und  S'(a\  b\  c)  die  Verbindungslinien 
J=:a.b' — a\b^  m  =  a,c^a.c^  n=^b,c-'b\c  zieht,  die  drei  Geraden  /, 
m,  n  bomocentrisch  sind.*     Hieraus  folgt  bezüglich  Fig.  8,  wenn  zuerst 

^iK'^n^o)  ^^^  ^3(^2*^81^0)  ^^^  beiden  Büschel  sind,  dass  ^,^2)  ^1^21 
aj^w^  bomocentrisch  werden,  und  wenn  t/| (oj ,  o^ ,  a^)  und  <'2(^2^8^o)  ^^^ 
beiden  Büschel  sind,  dass  v^v^^  ^i^^y  ^1^2  bomocentrisch  werden.  Also 
werden  die  vier  Geraden  e^e^,  r^v^,  a^^g,  ^ifv^  bomocentrisch.  Da  aber 
die  beiden  ersten  derselben  normal  zur  Aze,  also  unter  sich  parallel 
sind,  so  sind  auch  a^fv^  und  a^w^  unter  sich  parallel  und  normal  zur 
Axe.  Dies  gilt  aber  auch  in  dem  besondern  Falle,  wo  e^u^  parallel  zur 
Axe  ist,  wo  also  die  Fusspunkte  der  aus  tv^  und  rv^  auf  die  Axe  gefäll- 
ten Lothe  die  Hauptpunkte  sind.  Hiermit  erweisen  sich  die  Coinciden- 
zen des  §  7. 

Analog  lässt  sich  die  eingangs  §  6  analytisch  behandelte  Aufgabe 
graphisch  lösen.  Sind  (Fig.  8)  die  durch  die  Vorderfiäche  0^  zum  Strah- 
lenpunkte Oq  conjugirten  Bildpunkte  a^,  a^  und  der  Scheitelpunkt  Og 
gegeben ,  so  zieht  man  zur  Axe  durch  a^  und  a^  Normale  bis  rv^  und  w^ 
auf  ejU|,  verbindet  a^  und  a^  mit  t/j,  zieht  e,»;,  und  egit^j*  ^^®  ^'1^1  '^^P* 
U|/i|  in  v^  und  v^  schneiden,  zieht  endlich  v^v^^  das  die  Axe  in  c,,  dem 
Krflmmungsmittelpnnkt  der  Endfläche  o^,  schneiden  wird. 

Die  oben  nachgewiesenen  Coincidenzen  sind  in  Fig.  9  und  10  dar- 
gestellt. Fig.  9  ist  eine  Linse  mit  gemeinsamem  zweitem  Brennpunkt 
t  von  den  Dimensionen  der  zuerst  in  §  7  berechneten,  zwar  von  der 
kleineren  der  beiden  möglichen  Dicken,  (1^  =  4^  woraus  dann  A'=6\  =  8, 
hz=b\i=^  9,  der  Abstand  des  zweiten  Brennpunktes  von  der  zweiten 
Fläche,  f*^ds=z^^  wird.  Dagegen  ist  in  Fig.  11  der  erste  Brennpunkt 
gemeinsam  bei  den  Dimensionen  r^  =  22,  r^^S,  (i=24,  woraus  ^  =  ^2 
«  32 ,  Ä  c=  ?j  =  33 ,  f  =  44  erfolgen. 

9.  Bestimmung  der  isotopisehen  Funkte  eines  Systems  von  Linsen. 
Sind  die  Fundamentalpunkte  eines  Systems  bekannt  und  werden  die 
Brennweiten  F=py  F^=q^  der  Abstand  des  ersten  blauen  Brennpunktes 
hinter  dem  ersten  rothen,  z//*=  «,  der  des  zweiten  blauen  Brennpunktes  vor 
dem  zweiten  rothen,  —  ^/'=j?  gesetzt,  der  Abstand  eines  isotopischen 
Objectpnnktes  hinter  f  mit  x^   der  des  ihm  conjugirten  Bildpunktes  vor 


*  Witzschell,  Qrandlinien  der  neueren  Geometrie  (1858),  S  39. 
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f'  mit  y  bezeichnet,  so  ist  die  Conjunction  der  beiden  isotopischen  Punkte 
für  beide  Farben  ausgedrückt  durch  die  Gleichungen 

44)  iry  =  p«, 

45)  (^-«)(y-|5)  =  y«, 
deren  Wurzeln,  wenn 

46)  p»-y«+«jS  =  m 
und 

47)  -^{jp^  -g^  +  txßf---  4  «TP  =  '^ 

gesetzt  wird,  heissen 

48)  x,^{m  +  w)/2ß, 

49)  yi  =  (m-w)/2a, 

50)  a:g  =  (m-«;)/2jS, 

51)  ^         y^r=r{m  +  w)/2a. 

Die  hiernach  zu  bestimmende  Lage  dieser  Punkte  wird  bei  yielen  Syste- 
men imaginär,  z.  B.  dem  Huyghens  -  Ocular,  dem  ümkehrungssystem  des 
terrestrischen  Fernrohres  und  dem  Ramsden  -  Ocular.  Bei  denselben  ist 
auch  die  Lage  der  tanto topischen  Punkte  imaginär.  Reell  sind  jedoch 
sämmtliche  Punkte  dieser  Art  bei  gewöhnlichen  Biconvex- Linsen.  Dm 
dies  zu  zeigen ,  ist  eine  solche  von  den  Dimensionen  r^  =  29,  r^  =  —  58, 
d  =  8,7mm  (also  r^:r^:d=  10:  — 20:3)  mit  der  Dispersion  n  =  3/2, 
n=14/9  erstens  Fig.  11  2-|^  mal  vergrössert  von  f  his  f'  und  c^,  daon 
Fig.  12  zehnmal  vergrössert  von  s  bis  /  (Symptosen)  gezeichnet.  In 
die  letzte  Figur  sind  ausser  den  isometrischen  Punkten  g^  g  auch  ihre 
Conjuncte  g^^  g^^  g\^  g\  eingetragen. 

10.  Orössenverhältnisse  isotopischer  Bilder.  Bezeichnet  man  die 
Grösse  eines  Objects  in  der  Ebene  von  i^  mit  A\,  die  seines  conjugirten 
rothen  Bildes  in  der  Ebene  von  i^  mit  F^,  die  des  blauen  daselbst  mit 
Fl,  die  analogen  des  isotopischen  Paares  t^i^  mit  Z^,  J^i  ^2  ^^^  ^^^ 
Grössenverhältniss  eines  rothen  Bildes  zu  dem  in  gleicher  Ebene  liegen- 
den blauen  mit  %^  resp.  x<^^  welche  Zahl  „chromatische  Vergrösse- 
rung"  heissen  boU,  so  wird  nach  bekannten  Grössen  gl  ei  chun  gen  und  mit 
Rücksicht  auf  die  Gleichungen  44)  —  51) 


53) 
mithin 


1",      a;,— a+7 
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Ans  den  Gleichmigeii  44)  —  51)  lassen  sich  aber  auch  folgende  Gleich- 
UDgen  ableiten: 

55)  (p  -yi)/(^i-p)  =  yjp  =p/^i , 

56)  (^i-«-y)/(^+^-yi)  =  g/(y,-"i5)  =  {^,-«)/ä', 

vermöge  welcher  die  Gleichung  54)  übergeht  in 

'  ^'~     pq     ~'x(».-^) 

Ganz  analog  erhält  man  ausgehend  von  den  Gleichungen  44)  —  51) 

58)  ,,I'^(^:zf)2-/i_. 

\       pq        ^iiVi-ß) 

Hnltiplieirt    man    57,  i)    mit   58,  n)    oder    57,  ii)  mit  58,  i),   so  erhält 

was,  da  nach  den  Gleichungen  48)  —  51)  ^1^1  =  ^2^2»  ^l/i^^ß^i  ^^^ 
ay^  =  ßxi  ist,  auf 

60)  Z;.Z,=  I 

ffihrt.  Diese  Gleichung  lehrt,  dass  die  chromatischen  Vergrösse- 
rangen  der  Bilder  zweier  coordinirter  isotopischer  Punkte 
eines  Systems  reciprok  sind. 

Hiermit  ist  die  Analogie  zwischen  den  isometrischen  (isogoualen) 
und  isotopischeu  Punkten  einerseits  und  den  tautometrischen  (tautogona- 
len)  und  tautotopischen  Punkten  andererseits  vollständig  durchgeführt. 
Was  fär  die  erstgenannten  Funkte  betreffs  der  gegenfarbigen  Bilder  eines 
Objects  hier  bewiesen  wurde,  das  gilt  bekanntlich  auch  für  die  letzt- 
genannten Punkte  betreffs  des  Objects  und  seines  Bildes  bei  einer  Farbe« 


Dritter  Abschnitt. 

Zwei  yerscliiedenfarbige  gleich  grosse  Bilder  iu  einer  £bene. 

11.  Das  vollständig  aohromatisohe  System  im  Allgemeinen.  Ein 
dioptrisches  System  kann,  wie  §  4  gezeigt  wurde,  abgesehen  von  dem 
Falle,  wo  sowohl  z/f,  als  auch  zlh  oder  Jh'=0  ist,  nicht  mehr  als  zwei 
dichromatisch  •  isometrische  Punkte  haben.  Jeder  derselben  ist  zwar  mit 
zwei  gegen  farbigen  Bildpunkten  conjugirt,  jedoch  bleibt  es  dabei  möglich, 
dass  Systeme  besteben,  in  welchen  die  beiden  gegenfarbigen  Conjuncte 
eines  isometrischen  Punktes  coincidiren.  In  diesem  Falle  wird  aber  letz- 
terer Coincidenzpunkt  selbsf  zum  zweiten  isometrischen  Punkte,  dessen 
gegenfarbige  Conjuncte  in  dem  ersten  isometrischen  Punkte  coincidiren. 
Folglich  kann  für  ein  dioptrisches  System  höchstens  ein  Paar  Ebenen  die 
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Eigenschaft  haben,  dass  ein  Object  in  der  einen  zweien  farbigen  unter 
sich  gleich  grossen  Bildern  in  der  andern  conjngirt  ist.  Selbiges  Paar  ist 
demgemäss  dann  auch  ein  Paar  isotopischer  Ebenen,  und  zwar  von  der 
chromatischen  Vergrösserung  Eins.  Wäre  in  diesem  Falle  noch  ein  zweites 
Paar  isotopischer  Ebenen  vorhanden,  so  müsste  nach  §  10  Gleichung  60) 
die  chromatische  Vergrösserung  daselbst  ebenfalls  gleich  Eins  sein,  d.  h. 
es  wäre  auch  noch  ein  zweites  Paar  isometrischer  Ebenen  vorhanden. 
Da  dies  aber   dem  eben  Geschlossenen  widerspricht,   so   folgt  der  Satz: 

Wenn  in  zwei  durch  ein  dioptrisches  System  conjugirten 
Ebenen  die  gegenfarbigen  Bilder  sich  decken,  so  existirt 
weder  ein  zweites  Paar  derselben  Art,  noch  ein  Paar  Ebenen 
von  der  Art,  dass  einem  Objecte  in  der  einen  zwei  ungleich 
grosse  gegenfarbige  Bilder  in  der  andern  conjugirt  sind. 

Damit  nun  überhaupt  zwei  gegenfarbige  Bilder  zur  Deckung  gelangen, 
ist  nur  erforderlich,  dass  die  von  einem  ursprünglich  gemischten  Central- 
strahle  herrührenden  zerstreuten  gegen  farbigen  Theile  auf  der  letzten 
Fläche  sich  treffen  und  dass  die  Krümmung  dieser  Fläche  den  beiden 
gegenfarbigen  Austrittsstrahlen  ein  und  dieselbe  Richtung  verleiht,  sie 
also  als  einen  einzigen  Strahl  austreten  lässt.  Dass  dies  mit  Einer  Linse 
nicht  zu  erreichen  ist,  liegt  auf  der  Hand.  Doch  spricht  vorläufig  Nichts 
dagegen,  den  Erfolg  mit  zwei  Linsen  von  einer  Glassorte  zu  erzielen. 
So  erhellt  aus  Fig.  5,  dass,  wenn  dort  die  zweite  Linse  so  dick  genom- 
men  wird,  dass  der  Schnittpunkt  der  Strahlen  e^e^  und  e^v^  in  die  letzte 
plane  Fläche  zu  liegen  kommt,  dass  dann  nach  der  letzten  Brechung 
beide  Strahlen  als  ein  einziger  austreten,  mitbin  zwei  sich  deckende  . 
Bilder  geliefert  werden.  Indessen  würde  eine  so  bedeutende  Dicke  der 
Linse  derartige  andere  Nachtheile  im  Gefolge  haben,  dass  man  auf  die 
Anwendung  dieser  Methode  in  der  Praxis  verzichtet  und  sich  darauf 
beschränkt,  zwei  verschieden  stark  zerstreuende  Mittel  zu  combiniren. 

12.  Aohromatische  Combination  f&r  einen  endlichen  Objectabstand. 
Mikroskop  -  Objectiv.  Angenommen,  die  beiden  Mittel  bestehen  ans 
Kronglas  und  Flintglas  mit  ihren  resp.  gegen  farbigen  Brechungsquotien- 
ten »j,  n^  und  n^,  fig,  es  seien  der  Abstand  des  Strablpunktes ,  beide 
Krümmungshalbmesser  und  die  Dicke  der  ersten  (Kronglas»)  Linse  ge- 
geben, auch  werde  die  Endfläche  derselben  von  der  Vorderfläche  der 
Flintglaslinse  vollständig  berührt:  so  wird  auch  schon  über  die  Dicke  und 
den  Endhalbmesser  der  Flintglaslinse,  sowie  Über  den  Abstand  des  Bil> 
des  verfügt  sein.  Denn  die  (Fig.  13)  in  f^  anf  0^  eingefallenen  und  dort 
divergent   gewordenen   gegenfarbigen  Theile   des  Strahls  werden  bei  der 

zweiten  Brechung  aus  Kronglas  in  Flinigläs  in  fj  ^^^  h  ^^^  ^2  (^^^ 
geeigneter  Krümmung  dieser  Fläche)  wieder  convergent  und  bestimmen 
durch   die  Lage  ihres  Schnittpunktes  e^  den  Ort  der  Endfläche  O3.     Be- 
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zeichnet  man  mit  a,  und  a^  die  Abstände  der  durch  die  zweite  Brechung 
entworfenen  Bilder  von  der  Endfläche  O3,  so  ergiebt  sich  der  Halbmesser 
r^  dieser  aus  der  Gleichung  6a),  g  1  oder  35),  §  6,  deren  jede  bei  d»0  in 

flbergeht.  Hiermit  ist  dann  auch  der  mit  «Iq  für  die  beiden  Farben  con- 
jugirte  Punkt  a^  bestimmt,  und  wie  aus  dem  Satze  §  10  erhellt,  sind 
dann  a^  und  ^3  die  einzigen  durch  dieses  System  für  beide  Farben  zu- 
gleich conjugirten  Punkte  (Ebenen)  mit  gleicher  Grösse  der  gegenfarbigeu 
Bilder. 

um  diese  Beziehungen  graphisch  deutlich  und  richtig  darzustellen, 
sind  folgende  exorbitant  differente,  resp.  hohe  Brechungsquotienten  für 
die  beiden  Mittel  angenommen:  »^  =  1,5,  n^  =  1,6  für  Kronglas  und 
»2=  1|7,  »2=  1,9  für  Flintglas.  Befindet  sich  der  Strahlpunkt  Oq  alsdann 
im  Abstände  630  vor  Oj  und  ist  rj  =  90,  rfi  =  10,  rg  =  — 40,  so  berech- 
nen sich  Dicke  der  Fliotglaslinse  (i|  =  0^03  =  760/89,  Endhalbmesser 
r3=:~  1316160/8633  und  Abstand  des  zu  Oq  conjugirten  Punktes  a^  von 
0^  weg  0^03  £=52650/181.  Dieses  Conjunctpaar,  die  Scheitelpunkte  und 
die  Fundamentalpunkte  liegen  dann  in  folgender  Reihe: 

«0  ff  0,  hh  0,  ä'ä'  03  rf'  «8 

und  man  erhält  die  Abstände 

fo^  =  190,707  220  oj'  =  206,066  274 

0^^=   3,455  334  o^h'=^   10,903  720 

fh^  194,162  554  =    F       =  h'f  =  194,162  554 

fo^  =  190,258  271  o^f  =  204,978  570 

o^A=   4,102  714  oJi'=^    10,617  585 

Ä=  194,360  985  =    F       =  Ä/'^  194,360  985, 

fo^  ^fo^  =  0,448  949  ^Jf,      o^h^o^h=^     0,647  380 «=  dh, 

oj'-  Oi7'c=  0,087  704  =  ^i^^     o^fi-^  oJ{=^     0,286  135  =  ^V, 

F-F=  0,198  431  =  ^/F. 

Es  coincidiren  also  weder  gegenfarbige  Brennpunkte,  noch  werden  solche 

Brennweiten  gleich.     Dagegen  lassen  sich  mittels  dieser  Werthe  folgende 

bereits  allgemein  bewiesene  Gesetze  verificiren: 

I.  Weil  a^  und  a^  isometrische  Punkte  sind,  so  muss  mit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichungen  23),  24)  für  das  vorliegende  Beispiel  sein 

^  W  I^W  mm  ^  ^  ^  M  m 

a^h  la^hsis  h'a^  :  Ka^  =  FiF^     a^h  :  Ä'og  =  a^Ä  iha^^s^  Ah  :  Ah . 

II.  Weil  a^  und  a^  isotopische  Punkte  sind,  so  folgt  aus  den 
Gleichungen  44),  45) 

SalUclirill  f.  MAthemfttik  u.  Fhyilk  XXIZ,  1.  2 
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III.  Weil  Cq  und  a^  eowofal  isometrische  als  isotopisebe 
Punkte  f  d.  h.  wirkliche  achromatiBche  Conjnncte  sind  and  kein  anderes 
Paar  dieser  Art  vorhanden  ist,  so  dürfen  die  Gleichungen  44),  45)  hier 
nur  ein  Wurzelpaar  geben.  Dieses  findet  statt,  wenn  der  durch  Gleich- 
ung 47)  substituirte  Werth  rv  gleich  Null  ist. 

Aus  der  Gleichung 

62)  n;  =  j/(p«-.^«  +  a/J)«-4aiJp«  =  0 
folgt  aber 

63)  aß^df-gy 

oder  gemäss  der  zuletzt  gebrauchten  graphischen  Bezeichnung 

64)  z/^^r=(^^)^ 

was  überall  numerisch  genau  übereinstimmt. 

Die  Gleichung  64)  zeigt  am  deutlichsten  das  charakteristische  Merk- 
mal eines  vollkommen  achromatischen  Systems:  DasProduct  derAen- 
derungen  der  Lage  der  Brennpunkte  ist  gleich  dem  Quadrate 
der  Aenderung  der  Brennweite. 

Man  kann  ein  solches  System  von  dem  folgenden  unterscheiden  durch 
die  Benennung:  Mikroskop -Objectiv  —  natürlich  nur  in  theoretischem 
Sinne,  da  die  wirklichen  Mikroskop  -  Objective  aus  mehreren  derartigen 
Systemen  bestehen. 

Eine  Zeichnung  der  hauptsächlichsten  Strahlengänge  im  Mikroskop- 
Objectiv  konnte  bei  den  trotz  der  übertriebenen  Dispersion  verhältniss- 
mässig  sehr  kleinen  Aenderungen  der  Lage  der  Fundamentalpunkte  nur 
stückweise  wiedergegeben  werden.  Für  Fig.  13  ist  die  Einheit  des  Hori* 
zontalmaass'stabes  2  mm,  und  wenn  man  den  oberen  Theil  der  Figur  nm 
298  mm  höher  stellt,  so  dass  z.  B.  e\e^  360  mm  über  der  Aze  liegt,  so 
werden  die  verlängerten  Geraden  fi^o,  {3^73,  e^f^  e^f  in  den  verhältniss- 
massig  richtigen  Abständen,  z.  B.  t^a^  in  1260mm  vor  o^  die  Axe^treffeD. 

13.  Aohromatiache  Combination  Ar  einen  unendliohen  Objeotabstand. 
Teleskop -Objectiv.  Die  Constmction  einer  auf  unendlichen  Abstand  des 
Objects  zu  achromatisirenden  Krön  -  Flintglas  -  Combination  folgt  genao 
den  in  §  12  dargelegten  Grundsätzen.*  Fig.  14  zeigt  den  Durchgang 
azenparallel  einfallender  Centralstrahlen  durch  eine  Doppellinse,  zu  wel- 
cher wieder  die  vorigen  Brechungsquotienten,  ferner  rj£=108,  d^  =  l6, 
Tgcr:  — 48    angenommen    sind.     .Demgemäss    wird    d^^lb/l    und    r^^ 


*  Diese  sind  natürlich  fSr  die  Praxis  nicht  ohne  Weiteres  massgebend,  da 
bei  wirklich  herza&tellenden  Combinationen  die  Aenderung  der  Dicke  beider  Gläser 
nach  dem  Bande  hin  oder  der  Einfluss  der  Kugelgestalt  auf  die  chromatische 
Aberration  berücksichtigt  werden  moss,  daher  die  Flintglaslinse  sieh  als  dünner 
wie  hier  berechnet  im  Verhältniss  zur  Krongiaslinse  herausstellt. 
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— 186,309.  Dann  coincidiren  die  gegenfarbigen  zweiten  Brennpunkte  und 
Hauptpunkte  f  mit  f  und  h'  mit  h\  nicht  aber  f  mit  /,  auch  nicht  h  mit  h. 
Es  gelten  also  die  Gleichungen 

65)  ^ff^O, 

66)  ^F=0, 

67)  Jf^O, 
und  numerisch  werden 

jf(,,=: 233,223...,   /oj  =. 231,93  ...,    Oj A  =  3,490  ...,   o^ä  =  4,820  ..., 

OiÄ'=  o,Ä'=  14,026  . . .,    Oj^'=  Oi/^=  250,739  . . ., 

F=: /^=  236,713  ...,    ^//•=^Ä=  1,330.... 

Die  Einheit    des   Horizontalmaassstabes  der  Zeichnung  ist  l^mm,    den 

oberen  Theil  derselben  hat  man  sich  um  252  mm  erhöht  zu  denken ,  um 

die  Lagen  der  Brennpunkte  gemäss  der  Rechnung  zu  erhalten. 

Bei  einem  achromatisirten  Teleskop  -  Objectiv  erscheint  also  der 
zweite  Brennpunkt  als  zweiter  isometrischer  und  zugleich  als  ein  iso- 
topischer Punkt.  Denn  man  kann  sich  ja  den  Einfallsstrahl  als  von 
einem  immerhin  unendlich  weit  entfernten  Punkte  ausgegangen  denken, 
der  dann  der  gemeinsame  Gonjunct  ist.  Dies  würde  nach  der  Deduction 
des  §  11  das  Vorhandensein  irgendwelcher  anderer  solcher  Punkte  aus- 
schliessen ,  wenn  nicht  hier  die  dort  aus  §  4  Übernommene  Einschränkung 
aufträte,  dass  sowohl  Jh'  als  Jf'=iO  sind,  also  der  Abstand  des  zweiten 
isometrischen  Punktes  von  den  zweiten  Hauptpunkten  nach  den  Gleich- 
ungen 21),  22) 


^  JF  '  ^  JF 
in  die  Form  0/0  tiberginge.  Dies  führt  mit  den  Orts-  und  Grössen- 
gleichungen  des  Systems  zu  dem  Schlüsse,  dass  jeder  Punkt  der  Axe 
vermittelst  der  rückgehenden  Strahlen  zwei  unter  sich  gleich  grosse  und 
um  die  Strecke  /iV  abstehende  Bilder  liefert.  Also:  Das  vollständig 
achromatische  Teleskop-Objectiv  hat  unendlich  viele  zweite 
isometrische  Punkte. 


Vierter  Abschnitt. 

Beziehangen  der  isotopischen  Punkte  dioptriseher  Systeme 
za  deren  Symptosen  und  Ersatzfläehen. 

14.  Bestimmung  der  isotopischen  Punkte  eines  Systems  durch  dessen 
ErsatiflächexL  Ersatzlinse.  Es  ist  unlängst  auf  analytischem  Wege  be- 
wiesen worden*,  dass  man  sämmtliche  axialen  Conjuncte  einer  Linse  für 
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eine  Farbe  in  unveränderter  Lage  darstellen  kann  durch  eine  einzige 
Fläche,  deren  Scheitel-  und  Mittelpunkt  die  beiden  Symptosen  sind  und 
deren  Brechungsquotient  gleich  dem  Yerhaltniss  der  Abstände  der  beiden 
Brennpunkte  von  einer  Symptose  ist.  Es  Iftsst  sich  aber  von  vornherein 
zeigen,  dass  dies  für  alle  dioptrischen  Systeme  gilt  und  nur  bei  imagi- 
närer Lage  der  Symptosen  unverwerthbar  wird. 

Bei  jedem  dioptrischen  System  ist  nämlich  das  Product  aus  den  Ab- 
ständen zweier  conjugirten  Punkte  der  Axe  von  ihren  zugehörigen  Brenn- 
punkten constant.  Da  nun  eine  Symptose  ihr  eigener  Conjnnct  ist,  so 
genügen  speciell  die  Orte  der  Brennpunkte  und  einer  Symptose  zur  Be- 
stimmung aller  übrigen  axialen  Conjuncte  desjenigen  Systems,  welchem 
sie  angehören.  Eine  brechende  Fläche  aber,  deren  Scheitelpunkt  oder 
deren  Krümmungsmittelpunkt  eine  Symptose  ist  und  deren  Brennpunkte 
die  jenes  Systems  sind,  hat  hierdurch  mit  demselben  so  viele  Daten  ge- 
mein, als  zur  Bestimmung  aller  übrigen  axialen  Conjuncte  nöthig  sind. 
Mithin  müssen  dann  auch  alle  übrigen  axialen  Conjuncte  der  Fläche  und 
des  Systems  übereinstimmen. 

Es  sei  (Fig.  15)  eine  Linse  mit  den  Flächen  0^^  0^,  deren  Scheitel- 
punkte o^yO^^  Mittelpunkte  c^^c^j  und  mit  solchen  Brechungsquotienten  n,  n 
gegeben,  dass  die  Brennpunkte  nach  f,  f^  f\  f^  die  Symptosen  nach  «, 
5,  /,  $  fallen.  Die  Punkte  s\  s  sind  in  Fig.  15  nahe  bei  einander  auf 
etwa  I  der  Strecke  qo,  nachzutragen.  Ein  Paar  isotopischer  Punkte  sei 
Iq  und  i^.  Dann  wird  ein  den  Punkt  i^  auf  dem  Hinwege  passirender 
Strahl,  der  in  e^  auf  0^  einfällt,  dort  in  zwei  gegenfarbige  Strahlen  zer- 
legt  werden,  die,  nach  e^  und  e^  auf  0^  gelangt,  dort  weiter  nach  e^ 
und  «3  so  gebrochen  werden,  dass  e^e^  und  e^e^  nach  /^  convergiren. 
Stellt  man  nun  eine  Ersatzfläche,  z.  B.  &',  deren  Scheitelpunkt  ^,  Mittel- 
punkt s  und  Brechungsquotient  v^=isf  j fs  ist,  so  wird  ein  von  e  auf  X^ 
zu  gerichteter,  in  f  auf  5  einfallender  Strahl  dort  nach  ^  gebrochen  wer- 
den.  Stellt  man  dagegen  die  Ersatzfläche  S  mit  dem  Scheitel  5,  Mittel- 
punkt  s  und  Brechungsquotient  v^=sf' /fs^  so  muss  ein  auf  dem  vorigen 
Wege  in  c  auf  S  einfallender  Strahl  dort  ebenfalls  nach  t^  gebrochen 
werden. 

Invertirt  man  aber  den  zuerst  für  S  angenommenen  Brechungsquo- 
tienten V  in  v=fs/$f\  während  der  von  S  ungeändert  bleibt,  und  ver- 
bindet beide  Flächen  zu  einem  System,  so  wird  ein  auf  der  Geraden  ee 

^  w  w  w 

gegen  i^  gerichteter  Strahl  in  c  nach  e  auf  S,  also  gegen  ^q»  ii^  £  aber 
wieder  nach  t^  gebrochen  werden.  Der  Punkt  t^  wird  also  dann  zu  einer 
Symptose  eines  aus  den  beiden  Ersatzflächen  S  und  S  gebildeten  Systems, 
das  demgemäss  „Ersatzlinse*'  genannt  werden  kann.     Die  beiderseits 
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diese  Linse  begrenzenden  Mittel  sind  jedoch  anter  sich  von  ungleicher 
optischer  Dichtigkeit. 

Ebenso  gut  könnte  man  natürlich  der  Fläche  S  ihren  ursprünglichen 
Brechungsquotienten  belassen  und  den  von  S  invertiren.  Dann  würde 
ein  gegen  t^  gerichteter,  von  e  nach  e  gelangender  Strahl  hier  nach 
<'  gegen  i^  und  in  e'  wieder  nach  i^  gebrochen  werden ,  und  wäre  /q  die 
Sjmptose  dieser  zweiten  Ersatzlinse.  Für  die  erste  Ersatzlinse  kann  man 
aber  /q  und  für  die  zweite  t^  den  „inneren  Gonjunct"  der  Symptose 
nennen.     Also : 

Ein  •  Paar  isotopischer  Punkte  eines  Systems  wird  ge* 
bildet  von  einer  Symptose  und  deren  innerem  Conjunct, 
beide  gehörig  zu  einem  System,  das  aus  zwei  gegenfarbigen 
Ersatzflächen  des  ursprünglichen  Systems  besteht  mit  der 
Abänderung,  dass  der  Brechungsquotient  einer  der.  beiden 
Ersatzflächen  invertirt  wird. 

Natürlich  hat  im  Allgemeinen  die  sogenannte  Ersatzlinse  in  jeder 
von  beiden  Versionen  noch  eine  zweite  Symptose,  die  auch  nicht  der 
innere  Conjunct  der  ersten  ist;  also  hat  das  ursprüngliche  System  dann 
auch  noch  ein  zweites  Paar  isotopischer  Punkte.  Dieses,  mit  I^q  und  f^ 
zu  bezeichnen,  liegt  bei  den  für  Fig.  15  angenommenen  Daten  der  ur- 
sprünglichen  Linse,  rj  =  2,  rj=l,  rf  =  4(mm),  n  =  3/2,  «  =  14/9,  so 
nahe  an  o^  und  noch  näher  unter  sich  zwischen  s'  und  c^^  dass  weder 
seiue  Lage,  noch  der  bezügliche  Strahlengang  angedeutet  werden  konnte. 

Wenn  man  nun  die  übrigen  noch  möglichen  Combinationen  von  je 
zwei  gegenfarbigen  Ersatzflächen ,  deren  jede  in  zwei  Versionen  bestehen 
kann,  noch  sechs  andere,  im  Ganzen  also  acht  Ersatzlinsen  aufzustellen 
vermag,  so  liefert  doch  jedes  derartige  Flächenpaar,  wie  auch  ohne  be- 
sondem  Beweis  aus  der  Natur  der  Gleichungen  44),  45),  (§  9)  ein- 
leuchten wird,  immer  wieder  die  nämlichen  zwei  Paare  isotopischer 
Punkte,  welche  nur  unter  umständen,  wie  sie  der  besondere  Fall  des 
§  12  mit  sich  bringt,  zu  einem  Paare  coincidirt,  sonst  aber  auch  eine  ima- 
ginäre Lage  erhalten  kann. 

15.  Besondere  Eigenschaften  der  Ersatzlinsen  von  mehr  oder  weniger 
vollkommen  achromatischen  Sjrstemen.  Die  soeben  als  ausführbar  ge- 
zeigte Methode,  die  isotopischen  Punkte  eines  Systems  zu  finden,  indem 
man  die  Symptosen  desselben  ermittelt,  daraus  eine  Ersatzlinse  bildet 
und  die  Symptosen  der  letzteren  aufsucht,  würde  in  der  That  graphisch 
nur  ein  unsicherer,  arithmetisch  ein  weiter  Umweg  sein.  Immerhin  kann 
sie  behufs  theoretischer  Vergleichung  dioptrischer  Systeme  von  verschie- 
denen Graden  der  Achromasie  einigen  Nutzen  gewähren. 

So  erhält  man  darnach  aus  einem  System  mit  zwei  coincidirenden 
gegeofarbigen  Brennpunkten,  wie  sie  in  §  7  behandelt  wurden,  bei  vier 
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von  acht  möglichen  Combinationen  je  eine  Ersatzlinse,  von  welcher  der 
zweite  Brennpunkt  der  ersten  Flüche  mit  dem  ersten  Brennpunkte  der 
zweiten  Fläche  coincidirt,  also  ein  teleskopisches  System.  Während 
in  dem  ursprünglichen  System  der  gemeinschaftliche  Brennpunkt  und 
sein  im  Unendlichen  liegender  Conjunct  zusammen  ein  Paar  isotopischer 
Punkte  ausmachen,  also  noch  ein  zweites  vorhanden  ist,  besteht  letzteres 
in  den  gedachten  vier  Fällen  dann  aus  der  einzigen  im  Endlichen  liegen- 
den Symptose  der  Ersatzlinse  (teleskopisches  System)  und  deren  innerem 
Conjunct.  Man  bemerkt  «ben  bei  dieser  Gelegenheit,  dass,  wie  bisher 
wohl  kaum  beachtet  worden  ist  —  mit  Ausnahme  eines  noch  zu  bespre- 
chenden Falles — ,  ein  teleskopisches  System  stets  eine  im  End* 
liehen  liegende  Symptose'*'  hat,  während  die  andere  nebst  sämmt- 
lichen  sonstigen  Fundamentalpunkten  —  über  deren  relative  Lage  man 
jedoch  aus  der  Natur  des  Systems  Aufschluss  erhalten  kann  —  im  Un- 
endlichen liegen.  • 

Sind  nämlich  (Fig.  16)  coi  und  co,  die  Scheitelpunkte  der  Flächen 
einer  Ersatzlinse,  g>|,  q>\  und  g^^,  q>\  deren  Flächenbrennpunkte,  so  ist 
dieselbe  bekanntlich  teleskopisch,  wenn,  wie  die  Figur  bei  negativem  CP, 
darstellt, 

68)  o>j  (»2  =  <t>'i+  <J>j 

ist,  also  q>\  und  q>^  coincidiren.  Bezeichnet  man  den  Abstand  fPifp\ 
durch  K^  den  Abstand  einer  Symptose  c  hinter  ip\  mit  jc,  also  hinter 
^1  mit  x  +  K^  den  ihres  inneren  Conjuncts  o  vor  «p^,  also  auch  vor  ^\ 
mit  y,  80  ist  zufolge  Ortsgleichung 

69)  (^+A')y  =  <^i.<^\, 

70)  :ry  =<!>,.<»'„ 
woraus 

71)  0^.<1>\.K 

resultirt.  In  der  Figur  ist  numerisch  q^  =  21,  Vj  =  3/2,  i  =  35,  v,  ==  3/4, 
^2  =  7  angenommen,  demgemäss  a;  =  16. 

Die  Gleichung  71)  lehrt,  dass,  wenn  O^.O\^0^.<Xf^  ist,  jp  =  qo 
wird.  D.  h.:  Wenn  bei  dem  ursprünglichen  System,  das  wir  uns  ans 
Linsen  mit  Luft  umgeben  bestehend  denken,  nicht  nur  zwei  gegenfarbige 
Brennpunkte  coincidiren,  sondern  auch  zwei  gegenfarbige  Brennweiten 
gleich  werden,  also  F^^FunA  auch,  weil  F^^<[>^,0\  und  F^^O^.O'^ 
mithin  ^i'^\=^0^.0\,  so  liegen  beide  Symptosen  der  Ersatz- 
linse im   Unendlichen.     Diese  ist  also  dann  noch  ein  teleskopisches 


*  Die  Ersatzfl&che  eines  teleskopischen  Systems  ist  eine  durch  die  Sjmptose 
gelegte  Ebene,  deren  Brechungsquotient  gleich  der  Elongation  des  Systems. 
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8y8tem  besonderer  Art,  nämlich  ein  solches,  dessen  Elongation  gleich 
Eins  ist  —  nicht  auch  dessen  Vergrössernng.  Denn  die  Elongation  — ^ 
kurz  definirt:  die  relative  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  Object  und 
Bildpnnkt  auf  der  Axe  bewegen  —  ist  nur  speciell  bei  den  Systemen  mit 
gleichem  Anfangs-  und  Endmittel  gleich  dem  Quadrate  der  Vergrösserung, 
allgemeiner  gleich  dieser  Grösse,  multiplicirt  mit  dem  Prodnct  aus  den 
Brechnngsquotienten  sämmtl icher  Flächen  oder  mit  dem  Quotienten  aus 
den  Dichtigkeiten  des  Anfangs-  und  Endmittels. 

Schliesslich  verdient  noch  die  Eigenschaft  der  Ersatzlinse  hervor- 
gehoben zu  werden,  die  dem  achromatischen  Mikroskop -Objectiv  (§  12) 
entspricht.  Sie  ist  weder  ein  teleskopisches  System,  noch  hat  sie  coinci- 
dirende  Brennpunkte  oder  gleiche  Brennweiten,  wohl  aber  zwei  im 
Endlichen  coincidirende  Symptosen.  Wenn  nämlich  —  um,  wie 
in  §  12,  von  einem  dreiflächigen  System  auszugehen  —  a^  ein  Strahl- 
punkt und  ^3  dessen  Conjunct  für  zwei  Farben  ist,  diese  beiden  aber 
zugleich  die  einzigen  ihrer  Art  sind,  so  wird  bei  vier  Ersatzlinsen  des 
Systems  a^  Symptose  und  a^  ihr  innerer  Conjunct,  bei  den  vier  übrigen 
a,  Symptose  und  a^  deren  innerer  Conjunct.  , 

Da  dies  apagogisch  sich  leicht  nachweisen  lässt,  so  möge  folgendes 
Beispiel  zur  Erläuterung  genügen.  Man  denke  sich  ein  dem  Mikroskop- 
Objectiv  analog  gebildetes  System,  dessen  Fundamentalpunkte  (Fig.  17) 
so  liegen,  dass  ^//'=4,  ^/"=1,  F=50,  ^==52,  //=  125,  also  die 
Bedingnngsgleichung  64):  /Sf,^f'=i{JF)^  erfüllt  ist.  Die  Gleichungen 
46)  —  51)  liefern  alsdann  x^  =  x^y  a/*=  100,  y|  =  y^  =  A'^  =  25.  Der  in 
§  14  beschriebene  Weg  dagegen  giebt  die  Lage  der  Symptosen  fs  =  25, 
/s'=100,  /'/=60  — 8/l4,  /^/=  60 +  8/14.  Nimmt  man  hiernach  die 
Ersatzlinse  mit  den  Scheitelpunkten  Sy  s  und  den  Mittelpunkten  /,  5, 
demgemäss  für  s  den  Brechungsquotienten  i/  =  100/25  <=  4  und  für  5  den 
invertirten  v  =  (60  — 8/l4)/(60+8/i4),  so  werden,  die  Hauptpunkte  der 
Ersatzlinse  durch  ti  bezeichnet,  wie  Fig.  18  in  kleinerem  Maassstabe 
zeigt,  9'/— 2700,  /<p  =  2500,  also  g)>==5200>  während  fpif{^af 
=  6000-800^^14,  179?  =  <!>=:  1500  +  200/14,  also  a>.<Z>'=  6760000 
=  2600*,  der  Abstand  der  Symptosen  der  Ersatzlinse  vom  ersten  Brenn- 
punkte 9>a=  9)a  =  2600,  also  nur  eine  Symptose,  und  der  Abstand  des 
innem  Conjunctes  dieser  Symptose  vom  zweiten  Brennpunkte  (f^  <p  ==  2400, 
also  coincidiren  a  mit  a  und  c7|  mit  &. 

Es  lassen  sich  also  folgende  Sätze  aufstellen: 

I.  Die  halbe  Anzahl  der  Ersatzlinsen  eines  Systems  mit 
zwei  coincidirenden  gegenfarbigen  Brennpunkten  sind  je 
ein  teleskopisches  System,  dessen  Elongation  gleich  ist  der 


M  üebcr  Aehrosade.     Yon  F.  Kcmub. 

ekr<>BStiftelieB  Yergrossermng  far  den  geaeinsekaftlichen 
Bresapmftkt  det  mrspr&ngliclieB  System«.  £me  SjBptMe  der 
EffyKiwe  tieft  ni  Eadlicben,  die  andere  im  Useadlicke». 

IL  Die  kalbe  Aaxahl  der  Ersatzlinsen  eines  ▼ollkommen 
aekromatiscken  Teleskop-Objectirs  sind  je  ein  teleskopi- 
sekes  Sjstem  Ton  der  Elongation  Eins.  Beide  Sjmptosen  der 
Enatzlinscn  liegen  'getrennt^  im  Unendlichen« 

Hl«  äimmtliche  Ersatxlinsen  eines  Tollkommen  achro- 
matiseken  Mikroskop'ObjectiTs  sind  je  ein  Sjstem  mit  einer 
einzigen  Sjmptose,  d.  k.  die  beiden  Sjmptosen  der  Enatxlinae  co- 
ineidiren  im  Endlieken. 

Wi et  baden,  im  Jtini  1885. 


IL 

üeber  Länge  tmd  Vergrösserung,  Helligkeit  tmd 
Gesichtsfeld  des  Kepler-,  Hamsden-  tmd  Campani- 

Femrobrs. 

Von 

Dr.  C.  BoHN 

in  Aschaffenburg. 


Hierzu  Taf.  III  Fig.  1—3. 


Welches  Ocalar  ist  am  vortheilhaftesten  für  ein  Fernrohr,  das  zu 
messenden  Beobachtungen  ans  endlicher  Entfernung  dienen  soll? 

Was  ich  hierüber  in  den  ausführlicher  vom  Fernrohr  handelnden 
Lehr-  und  Handbüchern  der  Geodäsie  gefunden  habe,  scheint  mir  nicht 
ganz  zu  genügen  und  namentlich  halte  ich  die  Zusammenstellung  der 
Vorzüge  und  Nachtheile  der  verschiedenen  Oculare  einer  Verbesserung 
fähig.  Die  genauere  Prüfung  der  Frage  nöthigt  die  Länge,  Yergrösse- 
rang,  Helligkeit  und  das  Gesichtsfeld  der  Fernrohre  mit  gleichem  Ob- 
jectiv,  aber  verschiedenen  Ocularen  näher  zu  untersuchen,  als  in  den 
Werken  der  allgemeinen  Physik  oder  auch  der  Optik  zu  geschehen  pflegt. 
Dort  wird  fast  ausschliesslich  der  Fall  unendlicher  Entfernung  des  Gegen- 
standes und  unendlicher  Sehweite  des  Beobachters  betrachtet  So  weit 
mir  bekannt,  ist  der  Einflnss,  den  verschiedene  Entfernung  des  angeblick- 
ten Gegenstandes,  verschiedene  Sehweite,  verschiedener  Abstand  des 
Auges  hinter  dem  Ocular  äussern,  am  eingehendsten  besprochen  in  meinen 
„Ergebnissen  physikalischer  Forschung'*  (Leipzig  1878).  Imiperhin  em- 
pfiehlt sich  eine  weitere  Annäherung  in  den  Formeln  für  die  Vergrösse- 
rong  und  eine  Ausdehnung  der  Untersuchung. 

Die  Hauptgegenstände  dieser  Abhandlung  sind  in  der  Ueberschrift 
genannt.  Die  Vergleichung  der  verschiedenen  Oculare  hinsichtlich  der 
mehr  oder  minder  ausreichenden  Unschädlichmachung  der  sphärischen 
und  der  chromatischen  Aberration  wird  erst  am  Schlüsse  zur  Sprache 
kommen;  sie  lässt  sich  nicht  so  allgemein  und  zahlengemäss  durchführen, 
wie  die  Vergleichungen  hinsichtlich  Länge,  Vergrösserung,  Helligkeit  und 
Gesichtsfeld. 

Ausser  den  hier  betrachteten  «eusammengesetzten  Ocularen,  dem 
Ramsden'schen    und    dem    Campani*schen    (oder  Huyghens*schen) 
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kommen  noch  einige  andere  vor,  namentlich  das  von  Kellner  erfandene 
fyorthoskopische*'  nnd  SteinheiTs  »«achromatisches  Doppelocnlar".  Einer- 
seits ist  deren  Einrichtung  nicht  ausreichend  bekannt  nnd  höchst  wahr- 
scheinlich im  Einzelnen  von  der  Olassorte  abh&ngig,  andern theils  Qnte^ 
scheiden  sie  sich  von  den  besprochenen  nur  in  solchen  Beziehungen,  die 
wenigstens  für  den  Haupttheil  dieser  Abhandlung  nicht  in  Betracht  kom- 
men. Soviel  ich  erfahren  konnte,  gehört  SteinheiTs  achromatisches 
Doppelocular  in  die  Kategorie  der  positiven  Ocnlare  (wie  das  Bamsden). 
Das  orthoskopische  Ocnlar,  wie  es  sein  Erfinder  Kellner  ausführte, 
war  ein  positives,  hingegen  wurden  von  Kellner 's  Geschäftsgenossen 
und  Nachfolger  Hensoldt  unter  der  Bezeichnung  orthoskopisch  auch 
solche  Ocnlare  angefertigt,  die  in  die  Classe  der  negativen  (wie  das 
Campani)  gehören. 

Die  Seiten  der  Praxis  auf  die  oben  gestellte  Frage  gegebene  Ant- 
wort, wie  ich  sie  durch  statistische  Erhebungen  zu  ermitteln  bemüht  war, 
stimmt  nicht  überein  mit  dem  Schlüsse,  zu  welchem  die  theoretische 
Betrachtung  führt. 


A.  Länge  and  Yergrosserung. 

Unter  der  (linearen)  Vergrössening  eines  Femrohrs  ist  zu  verstehen 
das  Verhältniss  der  Winkel,  unter  welchen  eine  bestimmte  Länge  eines 
Gegenstandes  durch  das  Fernrohr  gesehen  und  bei  Betrachtung  mit  na- 
he wafiPnetem  Auge  erscheint.  Statt  dieses  Verhältnisses  kann  maa,  wie 
es  nachfolgend  geschieht,  unbedenklich  jenes  der  trigonometrischen  Tan- 
genten nehmen«  Dadurch  wird  die  Vergrössening  der  Quotient  zweier 
VerlililtniBse,  n&mlich  des  Verhältnisses  der  Grösse  ß  des  virtuelleii,  in 
der  deutlichen  Sehweite  d  vor  dem  Auge  entstehenden  Bildes  zu  dieser 

o 

Sehweite  oder  Accomodationsdistanz,  also  -r)  und  des  Verhältnisses  der 

ä 

Länge  y  des  Gegenstandes  zu  dem  Abstände  desselben  vom  Auge,  wel- 
cher besteht  aus  der  Enfernung  G  des  Gegenstandes  vom  Objeetiv,  der 
Länge  /  des  Femrohres  und  der  Entfernung  e,  in  welcher  das  Auge  hinter 

dem  Ocular  gehalten  wird,  also  *.  *  Demnach  ist  die  Vergrösse- 
rung: 

^  d    G+l+e       Y  d 

Die  Berechnung  des  ersten  Verhältnisses  führt  die  Gegenstandsweite 
und  die  Brennweiten  von  Ocular  ynd  Objectiv  ein,  ferner  treten  diese 
Grössen  auch  in  dem  Ausdracke  für  /  ein;  man  erkennt  daher: 
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Die  VergrösseriiDg  eines  jeden  Fernrohrs  hängt  ab  von 
den  Brennweiten  der  dasselbe  znsammensetzenden  Linsen, 
ferner  von  der  Entfernung  des  angeblickten  Gegenstandes, 
von  der  Weite,  auf  welche  der  Beobachter  sein  Augeaccomo- 
dirt  hat,  und  der  Entfernung,  in  welcher  er  es  hinter  dem 
Ocnlar  hält. 

Kepler  -  Femrohr. 

Das  Ocnlar  besteht  ans  einer  einfachen  Linse  von  der  Brennweite  f. 

•ß  ß    ß 

Statt  des  Verhältnisses  —  setze  man  -r-  *  ^  *  wo  ß,  die  Grösse  des  reellen 

y  ßi   Y 

Bildes  ist,    das  vom  Objectiv  (dessen  Brennweite  F  sei)  entworfen  wird. 

Nach  der  bekannten  dioptrischen  Hanptformel  findet  man 

ßi  f  7       C-'^ 

Diese  Werthe  in  1)  eingesetzt,  erhält  man: 

^  *       f     G-F  d 

Die  in  diesem  Ausdruck  noch  enthaltene  Fernrohrlänge  /  ist  gleioh  dem 

GF 

Abstände  des  reellen  Bildes  vom  Objectiv,  B=i-; — -«  vermehrt  um  die 

Entfernung  des  Augenglases  vom  reellen  Bilde,  — -  \  somit  die  Fem- 

'  '     G-F^f+d-e 

Fdr  anendHch  fernen  GegoBBtand  wird: 

Für  unendlich  weitsichtiges  Auge  wird: 

ix  =  -~p+f    (d  =  a>). 

Für  unendliche  Gegenstandsweite  und  Accomodation  auf  unendliche  Ent- 
fernung wird:  ,         ^  .  ^     ,^  ,    , 

^  lK  =  F+f     (C  =  oo  und  rf=roo). 

Setzt  man  den  Werth  von  Ir  aus  Formel  3)  in  den  Ausdruck  2)  für  die 
Vergrösserang,  so  erhält  man  den  genauen  Ausdruck: 

^  *       f    \G^f)  d        ^  f       d{G-^F) 

Das  zweite  Glied  ist  klein  im  Verhältniss  zum  ersten ;  man  kann  es, 
wenn  man  ^leh  mit  einer  Annähemng  begnügen  will,  fortlassen  und 
erhält  dann: 
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^«        --=f(«^)'- 


f+d^e 


d 

Eine  andere  Annäberungsformel  findet  man  durch  die  bequeme  Annahmei 
die  Entfernung  des  Gegenstandes  vom  Auge  sei  gleich  jener  vom  Objectiv 
zu  nehmen ,  also  durch  Vernachlässigung  von  l  +  e  gegen  G,  Diese  An- 
nahme liefert: 

*^^  *       f    G-F         d 

Aus  der  genauen  Formel  4a)  erschliesst  man  die  Sonderfalle: 
für  unendlich  fernen  Gegenstand: 

7 — 5 —   yy=^Ji 

für  unendliche  Sehweite: 

F   /    G    y      F    f+e      ,^ 

ftir  anendliche  Gegenstandsweite  und  nnendliche  Sehweite: 

F 

Fji  =  — •     (C  =  00  and  d  —  <x>). 

Der  Einflnss,  den  die  Oegenstandsweite  aaf  die  VergiSsserang  aus- 
übt, dann  der  Grad  der  Abweichung  der  Annlherangs-  von  der  genaaeren 
Formel  wird  leicht  aas  folgenden  ansgereehneten  Beispielen  ersicbtlicli. 

ZaUenbeiBpiele  fOr  VergrOaBerong  und  L&nge  des  Kepler -JPemrobn. 
I.    F=30cm,   /'=2cm,    d=20cm,    «  =  lcm. 

«)  15,7599, 
C=  1000  m,         Fk=  |S)  16,7595,       /js  =  31,82  cm; 
y)  15,7547, 
o)  15,8494, 
C=    100  m,        rK= /»)  15,8449,       /ic  =  31,91  cm; 
y)  15.7974. 
«)  16,2790, 
C=     20m,        Fi« /J)  16,2334,       /«  =  32,27 cm; 
y)  15,9899, 
G  =  co,   d  =  <»,       Fk  =  15,       7i»=32cm. 
IL    fs40cm,   /'s=lcm,    <fe=20cm,    e  =  0,5cm. 

.  a)  41.0334, 
6  =  1000  m ,        Fjt  =  /})  41 .0328 .       Ik  =  40,97  cm ; 
y)  41,0164, 

a)  41,3360, 
(?=   100  m,         Fk^/J)  41,3300,       /«  =  41,11  cm; 
y)  41,1647, 
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«)  42,7209, 
C  =  20  m,        Fä  =»  /?)  42,6905,      Ik  ==  41,76 cm; 
y)  41,8367, 
Cs=Qo,    d  =  oo,       Fjj[  =  40,       /K  =  41cin. 

Eamsden  •  Femrolir. 

Die  Brennweite  des  Augenglases  sei  ^  dann  ist  die  des  Collectiv- 
glases  f  ^  und  der  Abstand  beider  Linsen  f /*.  Das  reelle  Bild  entsteht 
vor  dem  GoUectiv  in  einer  Entfernung  g^  und  das  Collectiv  entwirft 
davon  ein  virtuelles  Bild  in  der  Entfernung  6|  vor  dem  Collectiv«  Dieses 
virtuelle  Bild  wird  durch  das  Augenglas  wie  durch  eine  Lupe  betrachtet, 

mass  also  nach  der  Theorie  der  Lupe  vor  derselben  im  Abstände  [\  ^ — - 

f+d-e 

liegen.     Mit  Zuziehung  von 


1       1       5 

9i      *,    -9/- 

findet  man 

9fb, 

und  da 

6,= 

f+d-e      *'       5    f+d-e  ' 

80  ergiebt  sich: 

Die  Lflnge  des  Rams  den -Femrohrs  ist  aber  gleich  dem  Abstände  des 
reellen  Bildes  vom  Objectiv,  vermehrt  um  dessen  Entfernung  vom  Col- 
lectiv und  den  Abstand  zwischen  Collectiv  und  Augenglas.  Die  Werthe 
einsetzend,  erhält  man: 

..  , GF        f  49(d-e)-16/ 

^  ^^C-/'"*"25     2{d-e)  +  f 

Im  Besondem: 

für  unendlich  fernen  Gegenstand: 

;  =«.4.  Z'  49(d-g)-16/- 


für  unendliche  Sehweite: 
•       .  GF    . 


Uf    (rf  =  a>); 


für  unendliche  Gegenstandsweite  und  Accomodation  auf  parallele 
Strahlen: 

h^F+iif    ((?«(»  und  d-oo). 

Um  die  Vergrösserung  zu  erhalten,  ersetze  man  in  Formel  1)  das 

o  A     ß      ß 

Verhftltniss  —  durch   ^•■x^*  — >   wobei  ß  wieder  die  Grösse  des  duroh 

r  ßi  ßi  r 
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das  zasammen gesetzte  Ocnlar  gesehenen  virtuellen  Bildes  bedeutet,  ß^ 
die  Grösse  des  vom  Objectiv  entworfenen  reellen  Bildes  und  ß^  die 
Grösse  des  virtuellen  Bildes,  welches  von  diesem  reellen  das  CollectiT 
allein  entwirft.     Beachtend,  dass: 

ß^r+d-^e       ß^^b^      ßi^     F 
ft  f      '    ßi     17i'     y      ^-^' 

erhält  man  (die  oben  aufgestellten  Werthe  fttr  h^  und  gi  benützend): 

und  setat  man  hierin  d«n  Werth  fBr  /,  wie  ihn  Fonnel  5)  anfleht,  w 
erhält  man  nach  einigen  Znsaminensiehnngen  die  genane  Formel: 

*  f+2(d-e)  ^F  49/'rf  +  50e(rf-c)-16A*-24/e 


^«)    ''*  =  »-f(^) 


Durch  Weglassung  des  verhältnissmässig  kleinen  zweiten  Gliedes  erhält 
man  die  erste  Annäherung: 


^.-»■f(«^F-±^- 


Die   bequeme  Vernachlässigung   von    l-^-e  gegen   G  hingegen    giebt  in 
zweiter  Annäherung: 

'^  '^^      ^    f    G-F  d 

Aus  dem  genauen  Ausdrucke  7a)  folgen  die  Sonderfälle: 
ftlr  unendlich  fernen  Gegenstand: 

^""^^'J-^d (^  =  ^)5 

für  unendliche  Sehweite: 

r,=  io4.(-^Y+Z.W+50. 

'^»       9     /   \g-.fJ  ^  f   4b{G-F)    ^  '' 

fttr  unendlich  fernen  Gegenstand  bei  Accomodation  auf  parallele 

Strahlen: 

F 
Vg^l^'-j    (C  =  <»  und  rf=<»). 

Zahlenbeispiele  fOr  VergrSaBenmg  und  Lftoee  des  Bamsden-FenirotaTS. 
I.    F=30cm,   /■=2cm,    d  =  20cm,    e=:lcm. 

a)  16,6771,. 
C  =  1000m,        Fit  =  I»)  16,6767,      /it  =  31,81cm; 
r)  16,6717, 
«)  16,7718, 
C=   100m,        Fä« /J)  16,7671,      /ij  =  31,99om; 
y)  16,7168, 


«)  17,2018, 
C  =  20ni,       Fä=  |J)  17,1782,      /je  =  32,43ciD; 

y)  16,9205, 
G  =  oc,    «i  =  c»,       Fä  =  16,6667,      ;je=31,96cm. 
IL    F=40cin,    f=lcm,    d»20cm,    ess0,5cin. 

«)  44,4615, 
C  =  1000  m ,        Vr-  ß)  44,4609 ,       Ir  =  40,95  cm; 
y)  44,4475, 
«)  44,7084, 
C=    100 m,        Fjt= /J)  44,7020,      /*=  41,06  cm; 
y)  44,5686, 

a)  45,8303, 
G=     20  m,        Fä=  /})  45,7979,       /*=  41,55  cm; 

y)  45,1109, 
C  =  Qo,    rf  =  Qo,       Fjj=44,4444,      /ij  =  40,98cm, 

Campani  •  Fernrohr. 

Die  Brennweite  des  Angenglases  sei  /,  dann  ist  die  des  CoUectiv- 
glases  3/  nnd  der  Abstand  beider  Linsen  2^  Das  reelle  Bild  entsteht 
swisehen  dem  Collectiv  nnd  dem  Angenglase,  und  da  es  nach  der  Lnpen- 

theorie  nm      ,  vor  dem  Angenglase  liegen  mnas  (damit  das  vir- 

taelle  Bild  in  der  Entfernung  d  vom  Ange  oder  d—e  vor  dem  Angen- 
glase entstehe),  so  liegt  es  nm 

hinter  dem  CoUectiv  und  die  aus  dem  Objectiv  tretenden  Strahlen  con- 
vergiren  also  gemäss  der  Linsenformel 

nach  einer  Ebene,  die  nm  g^ 

hinter  dem  CoUectiv  liegt. 

Die  Länge  des  C am p an  i- Fernrohres  ist  gleich  der  Entfernung,  in 
welcher  das  reelle  Bild  hinter  dem  Objectiv  entstehen  würde,  wenn  die 
Strahlen  nicht  vorher  auf  das  CoUectiv  fielen,  vermindert  um  dia  Ent- 
fernung ^1,  um  welche  das  CoUectiv  weiter  nach  vom  steht,  und  ver* 
mehrt  um  den  Abstand  zwischen  CoUectiv  und  Augenglas,  oder  gleich 

woraus  nach  Einsetzung  des  bereits  abgeleiteten  Werthes  von  g^  folgt: 
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Im  Besondern: 

für  anendlich  fernen  Gegenstand: 

für  nnendliche  Sehweite: 
GF 

für  unendliche  Gegenstandsweite  nnd  Accomodation  auf  parallele 
Strahlen : 

lc=iF+^f    (6?  =  00  nnd  d  =  oo). 

Um   die  Vergrösserung  dnrch  das  Camp ani -Fernrohr  zu  erhalten, 

ß 
ersetse    man    in   der  allgemeinen  Formel   1)   das  Verhältniss    •—    durch 

Y 

ß      A      ß 

^.?!.Q,   wobei  ß  wieder  die  Grösse  des  im  Fernrohr  gesehenen  vir- 

ßi  ßi  y 

tuellen  Bildes  bedeutet,  ß^  die  des  von  Objectiv  und  CoUectiv  zusammen 
entworfenen  reellen  Bildes  und  ß^  die  Grösse,  welche  das  reelle  Bild 
haben  würde,  wenn  es  durch  das  Objectiv  allein  entworfen  worden 
wäre.     Beachtend,  dass: 

ß  ^f+d^e       ß,^b,       ß,^     F 

ß,  f      '    ßi     Qi'     y      ^-^' 

erhfllt  man,  die  oben  aufgestellten  Werthe  für  g^  und  für  b^  benützend: 

Und  setzt  man  hierein  den  Werth  für  /,  wie  ihn  Formel  8)  angiebt,  so 
erhält  man  nach  einigen  Zusammenziehungen  die  genaue  Formel: 

10«)  ro-\.  ^y.^-^j +- ia(G-F) 

Darch  Weglassang  des  verhältnissniXssig  kleinen  zweiten  Gliedes  erhält 
man  in  erster  Ann&hernng: 

-  •     -      V+2(rf-e) 


10«  --i.^(^)V 


d 

Die  bequeme  Vernachlässigung   von   l+e  gegen   G   ergiebt  die  minder 
genaue  Annäherungsformel:. 

lOy)  rc-\-j-^^ 5 

Aus  dem  genauen  Ausdrucke  10a)  folgen  die  Sonderfälle: 
.  für  unendlich  fernen  Gegenstand: 

F  f+1{d-e)     f„^., 
yo^i-y 2 (C<=00); 
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f&r  unendliche  Sehweite: 

ftur  anendliche  Gegenstandsweite  nnd  Accomodation  auf  parallele 
Strahlen : 

F 
Vc^\"j     {G  =  co  und  <f  =  oo). 

Ans  den  folgenden  Zahlenbeispielen  erkennt  man,  dass,  während 
bei  Kepler-  nnd  bei  Bamsden-Fernrohr  beide  Annftherungsformeln 
za  kleine  Werthe  für  die  Vergrössernng  lieferten,  bei  C am pani- Fern- 
rohr die  erste  AnniQiemngsformel  (ß)  einen  sehr  wenig  zn  grossen,  die 
zweiten  (/)  einen  zu  kleinen  Werth  der  Vergrösserung  finden  lässt.  Die 
Annäherung  geht  aber  bei  C  am  pani -Fernrohr  so  weit,  dass  die  fünfte 
Decimalstelle  berechnet  werden  musste,  um  den  unterschied  deutlich 
erkennen  zu  lassen. 

Zahlenbeiapiele  für  VergrÖBserung  und  Lfinge  des  Campani- Feimrohrs. 

I.    F=SOcm^   /=2cm,    d=20cm,    6=  1cm. 

«)  10,00597, 
C=  1000  m,       F(7=   ß)  10,00600,       /(?  =  30,56  cm; 

y)  10,0030, 

a)  10,05992, 
G  =  100m,         rö=   ß)  10,06027,      /c  =  30,64  cm; 

y)  10,0309, 

«)  10,30512, 
C=20m,  Fö=   ß)  10,30689,      /c=  31,01  cm; 

y)  10,1523, 
C  =  oo,    ds=oo,       F(7«  10,0000,       /ci=  31,00  cm. 

IL    ^=40  cm,    /'e=lcm,    d»20cm,    es=0,5cm. 

«)  26,68261, 
C=  1000  m,       Vo^   ß)  26,68263,       /(7=  40,40  cm; 

y)  26,6747, 

a)  26.82715, 
Ö  =  100  m,         Fe  =   ß)  26,82738,      /ö=  40,51  cm; 

y)  26,7469, 

a)  27,48386, 
C«20m,  rö=    /?)  27,48504,       /£j  =  41,00  cm, 

y)  27,0728, 
C  =  oo,    d  =  oo,       Fe  =  26,667,       /c  =  40,50  cm. 

Z«l«M]iiifl  f. lUthemfttik  u.  Phyrik  XXIX,  1.  ^ 
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Fernrohre  gleicher  Yergrössenmg. 

Fragt  man  nach  dem  Verhältniss,  welches  den  Brennweiten  der 
Augengläser  des  Kepler-,  Bamsden-  and  Campani-Oculars  zu  geben 
ist,  damit  bei  gleichem  Objectiv,  gleicher  Gegenstandsentfernnng,  gleicher 
Sehweite  und  gleichem  Angenabstande  die  Fernrohre  gleich  stark  ver- 
grössern,  so  liefert  die  genaue  Rechnung  aus  Gleichsetzung  der  Ana- 
drücke  4o),  7a),  10a)  höchst  unbequeme  Werthe.  Man  gelangt  zu  qua- 
dratischen Gleichungen  mit  stets  reellen  Wurzeln,  deren  eine  negativ 
ist,  also  eine  andere  Fernrohrart  andeutet.  Es  ist  zu  bemerken,  dass 
ausser  der  Sehweite  d  (richtiger  d^-e)  sowohl  die .  Gegenstandsweite  G, 
als  auch  die  Objectivbrennweite  F  in  den  Werthen  der  gesuchten  Ver- 
hältnisse verbleiben.  Wenn  es  also  zwar  möglich  ist,  für  eine  ganz 
bestimmte  Sehweite  {d  —  e)  Oculare  verschiedener  Art  herzustellen,  welche 
mit  demselben  Objectiv  fttr  eine  bestimmte  Gegenstandsweite  gleiche 
Vergrösserung  geben,  so  ist  es  nicht  möglich,  sie  so  einzurichten,  das« 
sie  für  verschiedene  (wenn  auch  für  die  verschiedenen  Fernrohre 
jeweils  gleiche)  Gegen  Stands  weiten  gleich  stark  vergrössern.  So  bleibt  es 
auch,  wenn  man  die  Sehweite  etwa  unendlich  macht  oder  annimmt.  Noch 
weniger  möglich  ist  es,  die  Oculare  so  einzurichten,  dass  für  verschie- 
dene Sehweiten  gleiche  Vergrösserungen  erzielt  würden. 

Begnügt  man  sich  aber  mit  den  Annäherungsformeln  4/9),  7/3),  10^) 
oder  Ay)y  7y),  10 y),  so  findet  man  die  fraglichen  Brennweiteverhältnisse 
unabhängig  von  der  Gegenstands  weite  und  der  Objectivbrennweite ,  aber 
noch  abhängig  von  der  Sehweite,  genauer  von  d  —  e.  Die  Näherungs- 
formeln  ß)  und  y)  liefern  dasselbe  Ergebniss. 

Bezeichne  f^  die  Brennweite  des  Kepler- Oculars,  /^  und  f^  die 
Brennweiten  der  Augengläser  des  Bamsden-  beziehungsweise  des  Cam- 
pani-Oculars, so  erhält  man  mit  der  Annäherung  der  Formeln  ß)  oder 
y)  gleiche  Vergrösserungen,  bei  beliebigem,  aber  gleichem  Objectiv,  bei 
beliebiger,  aber  gleicher  Gegen  Standsentfernung,  bei  bestimmter,  deut- 
licher Sehweite  d  und  Augenabstand  e,  wenn  die  Verhältnisse  bestehen: 


m   f  __!^£^lZ!L.      f  _ji.  J^ilZ!L  (  ganz  genau, 
12)  /•c-3(,_,)+2^^'      f.-i-  (,.e)-r,    \  für  G<oo 

,„,    .  5/-c(rf-e)  _      ^fRJd-e)      \   angenähert. 

Werden  die  Fernrohre  zur  Betrachtung  unendlich  ferner  Gegenstände 
verwendet,  so  sind  die  in  11),  12),  13)  angegebenen  Verhältnisse  der 
Angenglasbrenn weiten  ganz  genau 
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Es  bleibt  also,  selbst  wenn  man  nur  unendlich  weite  Gegenstände 
betrachtet  oder  bei  endlich  fernen  Gegenständen  sich  mit  einer  Näherung, 
wie  die  der  Formeln  ß)  oder  y)  begnügt,  unmöglich,  die  Oculare  so 
einzurichten,  dass  sie  für  jede  Sehweite  d  und  für  jeden  Augenabstand 
e  gleich  stark  vergrössern. 

Wird  die  Sehweite  unendlich  gross  angenommen  oder  durch  passende 
Zerstreuungsbrille  so  gemacht,  so  lassen  sich  constante  Brenn weitever- 
hältnisse  der  Augengläser  der  verschiedenen  Ocnlare  derart  wählen ,  dass 
bei  Betrachtung  unendlich  femer  Gegenstände  ganz  genau  und  bei  Be- 
trachtung gleich  weiter,  zwar  beliebig,  aber  gleich  entfernter  (und  nicht 
zu  naher)  Gegenstände  sehr  angenähert  dieselbe  Vergrösserung  erhalten 
wird.     Diese  Verhältnisse  sind: 

Die  gefundenen  Werthe  sind  die  äquivalenten  Brennweiten, 
d.h.  wenn  die  zusammengesetzten  Oculare  eine  dem  einfachen  (Eepler- 
ficben)  äquivalente  Brennweite  haben,  so  erhält  man  mit  jedem  Ocular 
gleich  starke  Vergrösserung,  vorausgesetzt,  dass  die  Sehweite  unendlich 
gross  ist;  ganz  genau  ist  das  allerdings  nur  für  unendlich  grosse,  aber 
annähernd  auch  für  je  gleich  weite,  beliebige,  nur  nicht  zu  kleine  Ent> 
femung  des  Gegenstandes. 

Um  bequem  übersehen  zu  können ,  welcher  Unterschied  in  der  Ver- 
grösserung verbleibt,  wenn  die  Oculare  nach  Anleitung  der  Formeln  11) 
und  12),  die  nur  für  unendliche  Entfernung  genau  sind,  berechnet  wer- 
den, sind  nachstehende  Zahlenbeispiele  aufgeführt  worden  (Strich  oben 
am  Index  soll  bedeuten  „gleich  stark  vergrössernd *'). 

I.  F=30cm,    d  =  20cm,    e=lcm; 
Augenglasbrennweiten  /"j^  =  2  cm,  /*^=  2,1229  cm,  /"^  =  1,2459  cm; 

ö  =  oo,      Fic'=  Fä'  =  F^=  15,75; 

i    Fic'=  15,7599, 
G  =  1000  m ,       I    Fä'  =  1 5,75991 , 

fFc'  =  15,75935; 

!Fx'=10,84&4. 
Fif,  =  15,84956, 
Vc  =15,84394; 
i   Fk'  =  16,2796, 
G  =  20m,  j  Fii'  =  16,25683, 

/   Fö' =  16,22841. 

II.  F=40cm,    (1=20  cm,    e  =  0,5cm; 
Augenglasbrennweiten  /"^^  =  1  cm,  /'^=  1,08638  cm,  /"^  =  0,644628  cm; 
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(?  =  00,     Vk'  =  Vr'  =  Vc  =  41,00; 

i   rÄ'  =  41,0334, 
(?=  1000  m,       J  Fj^  =  41,03239, 

/   F^,  =41,03277; 

i  Fä'  =  41,3360, 

C  =  100m,        j  Fä/  =  41,33515, 

/  Fc'=  41,32945; 

l  Fk,  =  42,7209, 

G  =  20m,  J  Fj|/  =  42,72116, 

/  Fc' =  42,68772. 

Also  selbst  bei  der  sebr  kleinen  Gegenstandsweite  von  20  m  sind 
die  Unterscbiede  in  den  Yergrösserangen  nocb  so  gering,  dass  man  sie 
praktisch  nnbeacbtet  lassen  kann.  Um  so  mebr  bei  grösseren  Entfer- 
nungen. 

Hingegen  fallen  die  Yergrösserangen  sebr  verscbieden  ans,  wenn 
mit  anderer  Sebweite,  als  jener,  die  der  Becbnnng  zn  Grunde  lag,  be- 
obacbtet  wird.  Einige  Beispiele  werden  genügen,  hiervon  eine  Vorstel- 
lung zu  geben.  Es  sei  F=30cm  und  die  Brennweiten  wie  oben  für 
ds=20cm  gerechnet.  Man  findet: 
f,    r-  ^  =  20010,    Fx'  =  15.75,       Fi,.  =  15,75.       »^c'=15,75, 

|d=10„  =16,5000,         =15,7983,         =15,4474; 

f«    r  -  9ft      i  «^  =  20  cm,    Vk'  =  16,2796,  Fr,  =  16,2568,  Fe  =  16,2284 , 

jd  =  10„  =19,2145,         =18,4659,         =15,3251. 

Ferner,  es  seien  die  Brennweiten  fttr  anendliche  Sehweiten  berech- 
net,  um  gleiche  Vergrössening  zn  erhalten,  nnd  die  Gegenstandsweite 
sei  nnendlich  gross.     Man  erhSlt: 

I.    f=30cm,    «=lcm,    G  =  oc; 


II. 


Vk-. 

r»-: 

Fe,: 

d  =  co: 

15,0000 

15,0000 

15,0000 

rf  =  100 

cm: 

15,1500 

15,1167 

14,9500 

d  =  30 

» 

15,5000 

15,0555 

14,8333 

d=20 

j? 

15,7500 

15,0833 

14,7500 

d=15 

» 

16,0000 

15,1111 

14,6667 

d=10 

>» 

16,6000 

15,1667 

14,5000. 

=  40  cm. 

e  = 

0,5  cm,    G  = 

=  oo; 

Fk-. 

Fjr: 

Fe- 

d  =  Qo: 

40,0000 

40,0000 

40,0000 

d=100 

cm: 

40,4000 

40,0222 

39,9333 

d=30 

>» 

40,6667 

40:0740 

39,7778 

d  =  20 

»» 

41,0000 

40,1111  . 

39,6667 

d=15 

»1 

41,3333 

40,1481 

39,5556 

rf=10 

>f 

42,0000 

40,2222 

39,3333. 
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Wie  man  sieht,  fUlt  der  Unterschied  am  grossten  ftlr  Kepler-  und 
am  kleinsten  für  Bams den -Femrohr  ans. 

Die  Fernrohre  mit  gleichem  Objectiv,  deren  Ocnlare  so  berechnet 
sind,  dass  sie  für  eine  bestimmte  Sehweite  d  nnd  bestimmten  Augen- 
abstand  e  gleiche  Yergrössemng  geben  (genau  bei  unendlichen,  sehr  an- 
nSbemd  bei  gleichen  endlichen  Gegenstandsweiten)  sind  nicht  gleich 
lang.  Ihre  Längen  berechnen  sich,  wenn  fdie  Brennweite  des  Kepler- 
Ocnlars  bedeutet,  folgendermassen : 

fjä-e) 


17)  Ik'=B  + 


f+d-e 


18)  i^^B+^^-^—^^i-  g^a-e)  +  4f' 

nd-e)       {d-e)-2f 


Hieraus  scbliesst  man,  dass  das  gleich  stark  Tergrössernde  Bamsden- 
Femrohr  länger  ist  als  das  Kepler- Femrohr,  das  Campani- Femrohr 
aber  am  kürzesten  ist.     Und  zwar  findet  man: 

20)        lK'-lw  =  \-Y^^_-  ^fj^^^^^_^^ 
(also  das  Ramsden  länger,  weil  A^fK^d  —  e  ist). 


21)        Ik — /c  = 


f+d-^e  2/*+3(d-e) 


Für  unendliche  Sehweite  berechnen  sich: 
/jr  =  ^  +  ifr}  (rf=oo)     und     iK'-lc'^  +  if   \{d^co). 

B.   Helligkeit  der  Wahrnehmniig  durch  Femrohre. 

Um  den  Zusammenhang  in  der  nachfolgenden  Vergleichung  der 
Helligkeit  der  verschiedenen  Femrohre*  zu  wahren,  muss  Einiges  hier 
angeführt  werden,  was  mit  mehr  oder  minder  Ausführlichkeit  und  Deut- 
lichkeit an  verschiedenen  Orten  bereits  dargestellt  ist. 

Nicht  alles  von  einem  strahlenden  Punkte  ausgehende  Licht  wird  zu 
dem  Bilde  verwendet,  das  ein  Beobachter  schliesslich  sieht,  sondern  nur 
em  Bruchtheil,  gleich  dem  Quotienten  der  Ausdehnung  der  aufnehmen- 
den Fläche  (FupillarOffnung,  Objectivfläche,  Spiegelfläche  u.  s.  w.)  und 
der  Ausdehnung  jener  Eugelfläche  um  den  leuchtenden  Punkt  als  Cen- 


^  Der  Kürze  halber  mag  dieser  nicht  ganz  richtige  Ausdruck  gestattet  sein. 
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trnm,  von  welcher  die  aaf fangende  Fläche  ein  Theil  ist.  Sie  wird  aller- 
dings im  Allgemeinen  nur  annähernd  als  ein  Theil  der  KagelwellenflScbef 
etwas  genauer  als  eine  diese  berührende  Fläche  angesehen  werden  dürfen; 
allein  da  die  Engelhalbmesser  immer  relativ  sehr  gross  sind ,  wird  die  An* 
näherung  eine  sehr  weitgehende  sein.  Ist  p  der  Durchmesser  der  Pupillen- 
Öffnung,  S  der  Durchmesser  der  Objectivöffnung ,  so  verhält  sich  die 
„Lichtmenge'*,  welche  beim  Sehen  mit  blossem  Auge  zur  Verwendung 
kommt,   zu  jener,  die  in  das  Fernrohr  eindringt,  wie 


\G+l  +  e)     \g)  ' 


wenn  G  die  Entfernung  des  strahlenden  Punktes  vom  Objectiv,  l  die 
Fernrohrlänge,  e  der  Abstand  des  Auges  hinter  dem  Ocular,  also  ^+/+^ 
die  Entfernung  des  strahlenden  Punktes  vom  Auge  ist. 

Gelangt  alles  durch  das  Objectiv  in  das  Fernrohr  ge- 
drungene, von  dem  Punkte  herkommende  Licht  schliesslich  in 
das  Auge,  so  verhalten  sich  die  Helligkeiten  der  Wahrnehmungen  des 
Punktes  durch  das  Fernrohr  und  mit  unbewaffnetem  Auge,  wie 


..©•<,^y. 


wo  fi  einen  echten  Bruch  bedeutet,  da  ein  gewisser  Verlust  an  Hellig- 
keit durch  Absorption  des  Lichts  in  den  Linsen  und  Reflexion  an  ihren 
Flächen  stattfindet. 

Vorstehend  ist  die  Helligkeit  der  Wahrnehmung  eines  Punktes 
durch  das  Fernrohr,  die  Punkthelligkeit  oder  sogenannte  absolute 
Helligkeit  des  Fernrohrs  angegeben. 

Man  kann  freilich  noch  bedenken,  dass  die  von  einem  Punkte  her- 
gekommenen Strahlen  niemals  mathematisch  genau  in  einem  Punkte  der 
empfindenden  Netzhaut  wieder  vereinigt  werden,  sondern  dass  sie,  wegen 
der  Aberrationen  im  Fernrohr  und  im  Auge  selbst,  ferner  wegen  statt- 
findender Beugung  des  Lichts,  über  einen  kleinen  Zerstreuungskreis  aus- 
gebreitet werden.  Die  Berücksichtigung  dieses  Umstandes  verwickelt  die 
Untersuchung  erheblich  und  macht,  dass  sie  wohl  nicht  mehr  allgemein 
durchführbar  bleibt.  Wenn  und  wo  es  sich  aber  um  Vergleich  ung  der 
Helligkeit  der  Wahrnehmung  durch  verschiedene  Fernrohre  und  durch 
das  unbewaffnete  Auge  handelt,  darf  von  der  Zerstreuung  abgesehen 
werden,  denn  man  darf  annehmen,  dass  sie  in  allen  Fällen  nahezu  die- 
selbe bleibt,  demnach  alle  Helligkeiten  mit  nahezu  demselben  Bruche 
zu  multipliciren  wären. 

Fragt  man  nach  der  Helligkeit  nicht  mehr  eines  Punktes,  sondern 
eines  ausgedehnten  Bildes,  so  müssen  jene  absoluten  Hellig- 
keiten noch  durch  die  Flächenausdehnung  der  Bilder  getheilt  werden. 
Die  Flächenhelligkeit  oder  relative  Helligkeit  deines  Femrohrs 
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ist    also   die  Punkt-   (oder  absalnte)  Helligkeit  desselben,  getheilt  durch 
das  Quadrat  der  Linearvergrösserung: 


"Mm'^n- 


Die  Frage,  ob  und  wann  die  im  Drücke  hervorgehobene  Bedingung 
dieser  Formel  erfüllt  sei,  nämlich  dass  das  ganze  durch  das  Objectiv  in 
das  Fernrohr  gedrungene  Strahlenbündel  in  das  Auge  durch  die  Pupille 
gelange  und  zur  Bildung  des  Netzhautbildes  verfügbar  sei,  soll  nun  sofort 
an  den  besonderen  Fernrohren  geprüft  werden.  Dem  Lichtverluste  durch 
Absorption  und  Reflexion  ist  durch  den  Coefflcienten  fi  bereits  Bechnung 
getragen. 

Die  scheinbare  Helligkeit  eines  Fernrohrs  ist  nicht  Über  das  ganze 
Gesichtsfeld  hin  die  gleiche.  Es  soll  die  vereinfachende  und  zugleich 
für  die  Praxis  der  Fernrohrbeobachtungen  wichtigste  Annahme  gemacht 
werden,  es  handle  sich  nur  um  einen  sehr  kleinen  Theil  in  der  Mitte 
des  Gesichtsfeldes,  d.  h.  auf  der  optischen  Axe  des  Fernrohrs. 

Kepler  -  Femrohr. 

Damit  der  ganze  auf  das  Objectiv  fallende,  nach  der  Brechung  im 
Objeetiv  nach  dem  (auf  der  Axe  gelegenen)  Bildpunkte  convergirende 
Strahlenkegel  zur  Nutzung,  d.  h.  in  das  Auge  gelange,  muss,  wie  aus 
Fig.  1  leicht  ersichtlich  ist,  sein: 

^^    f  +  d^e  f+d  —  e 

26)  P^S'- aus  sxp^d^eid, 

8  bedeutet  den  Durchmesser  der  nicht  abgeblendeten  Oeffnung  des  Ocu« 
lars,  alle  anderen  Zeichen  dasselbe  wie  früher.  Nur  e  bedeutet  nicht 
wie  bei  der  Untersuchung  über  Vergrösserung  (und  später  wieder  bei 
jener  über  das  Gesichtsfeld)  den  Abstand  des  optischen  Mittelpunktes 
des  Auges,  sondern  jenen  der  Pupille  vom  Augenglase.  Es  wird  hier, 
wie  später  immer,  vorausgesetzt,  die  im  Rohre  des  Teleskops  angebrach- 
ten Blendungen  seien  weit  genug,  um  alle  nützlichen  Strahlen  durch- 
zulassen. 

Die  Bedingung  26)  lehrt,  dass  die  für  die  Helligkeit  nutzbare  Ocu- 

laröffnung  ein  wenig  kleiner  ist  als  die  PupillenöfFnung,   nämlich  — r-  - 

mal  so  gross,  in  den  früher  angeführten  Beispielen  ^-  und  }f -mal  so  gross. 

Man  pflegt  anzugeben,  der  OefPnungsdurchmesser  einer  Linse  dürfe 

bis   zu    0,6    der   Brennweite    steigen,    ohne    die  Aberration   störend   zu 

machen.     Die  Objective    der  Beobachtungsfernrohre  haben   aber  immer 
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eine   viel   kleinere   Oe£fnang,   durchschnittlich  etwa  ^  der  Brennweite 
also  weniger  als  0,1  der  Bild  weite  B^  die  in  den  Formeln  vorkommt   Es 

c 

soll  aber  übertrieben  -^  =  i^  angenommen  werden. 
B 

Die  Erfüllung  der  Bedingung  25)  verlangt  dann,  dass 

1.  wenn  /*=  2  cm,  de=20cm,  essicm,  sein  soll  5  =  0,226  cm, 

=  0,113  A 

2.  wenn  /*=  1  cm,  d=:  20  cm,  e  c=  0,5  cm,  sein  soll  s  =  0,119  cm, 

=  0,119/: 
Es  bleibt  somit  die  Nutzöffnung  für  die  Helligkeit  weit  unter  der  wegen 
der  Kugelabweich'ung  zulässigen  Grenze. 

Die  Bedingung  26)  für  die  Pupillenweite  liefert 
im  ersten  Falle  p  >  0,238  cm, 

im  zweiten  Falle  P  ^  0,12  cm. 

Die  Pupillenweite  ändert  bekanntlich  mit  der  Intensität  des  anlangen- 
den Lichtes ;  zieht  sich  die  Pupille  unter  die  mittlere  Oeffnung  zusammen, 
so  ist  die  Helligkeit  schon  belästigend;  man  dürfte  also  fOr  die  Rechnung 
sogar  etwas  mehr  als  den  mittleren  Oeffnungsdurchmesser  der  Pupille 
ansetzen.     Dieser  kann  zu  0,5  cm  angenommen  werden. 

Für  Kepler -Fernrohre  mit  Objectivöffnung  von  \  der  Brennweite 
(und  sogar  noch  für  weitere  Objective)  sind  die  Bedingungen  [25)  und 
26)]  für  die  Erzielung  der  grösstmöglichen  Helligkeit  [24)]  sicher  erfüllt, 
weüu  auch  die  Ocularbrennweite  —  was  wohl  selten  vorkommt  —  be- 
trächtlich grösser  als  2  cm  sein  sollte. 

Durch  Einsetzung  des  Werthes  von  Fjc  [nach  2)]  in  die  Formel  24) 
erhält  man  die  relative  Helligkeit  des  Kepler-Fernrohrs  genau  zu: 

«,         ..=..(f)'.(I)'.(£=-7.(^^)'. 

Zahlenbeispiole  für  die  Helligkeit  des  Kepler -Ferxurohrs. 
L  F=30cm,   5=Mcm,  /=2cm,  d  =  20cm,  e  =  lcm,  /?  =  0,5cm; 
£^    =oo:  1000  m:  100  m:  20  m: 

J7k  =  0,22675.  |[«        0,2266.  |[«        0,2254.  fi        0,2200.  fi. 
IL  ^^=40cm,  iS=Mcm,  /=lcm,  ds=20cm,  6  =  0,5cm,  p  =  0,5cm, 
(^    =oo:  1000  m:  100  m:  20  m: 

i5rÄ  =  0,0595.  f*  0,0593.  fi       0,0585.  fi         0,0571.^4. 

Bamsden  -  Femrohr. 

Damit  der  ganze  durch  das  Objectiv  gedrungene,  von  einem  Punkte 
der  optischen  Aze  des  Fernrohrs  ausgegangene  Strahlenbündel  aus  dem 
Augenglase  treten  und  auch  ganz  in  das  Auge  gelangen  könne,  müssen, 
wie  aus  Fig.  2  leicht  zu  entnehmen  ist,  die  Verhältnisse  bestehen: 
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S:s^=:   B    :    g^      {s^  ist  «der  Oeffnangsdnrchmesser  des  Collectivs), 

s  :p  a=rf— e:     «f, 
woraus  unter  Beachtung,  dass  (siehe  S.  29) 

ist,  die  Bedingungen  sich  ergeben: 
30)  PäU-l'         " 


»  a(j-«)+/- 

Nimmt  man  wieder  -^  =  ^  an,    so   verlangt  die   Erfüllung   der   Beding- 
ungen 28),  29)  und  30),  dass: 

1.  wenn  /'=2cm,   (i=20cm,   e  =  icm,   sein  soll 

Si  ^  0,02475  cm  >  0,012375/" 
oder     5j>  0,0069  Collectivbrenn weite, 
femer  s  >  0,21375  cm  >  0,1069/" 
und      p>  0,225  cm; 

2.  wenn  f=s  1  cm,  des  20  cm,   ^  =  0,5  cm,  sein  soll 

*i>  0,0174  cm  >  0,0174/^ 
oder     s^  >  0,0097  Collectivbrennweite , 
femer  s  >  0,197  cm  >  0,197^ 
und     p  ^  0,1125  cm. 
Die  Bedingungen  für  die  grösste  Helligkeit  [24)]  sind  also  bei  einem 
Barns  den -Femrohr  leicht  erfüllbar,  selbst  wenn  dessen  Objectivöffnung 
merklich   grösser   als  ^  Brennweite  und   wenn   die  Augenglasbrennweite 
noch  grösser  als  2  cm  wäre. 

Durch  Einsetzung  des  Werthes  von  V^  [nach  6)]  in  die  Formel  24) 
erhält  man  die  relative  Helligkeit  des  Ra ms  den -Fernrohrs  zu 

3«       ..=«.,.(|)'.(g.(£-)'.(^.^^l^^)'. 

Vergleicht  man  die  relativen  Helligkeiten  eines  Bamsden-  und 
eines  Kepler- Fernrohrs  mit  gleicher  Brennweite  f  der  Augengläser, 
femer  demselben  Objectiv,   gleicher  Entfernung  u.  s.  w.,   so  findet  man: 


im  Beiondem,  bei  nnendlicher  Weitsichtigkeit: 
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In  Wirklichkeit  wird  das  Helligkeitsverhftlyiiss  noch  etwas  kleiner  sein, 
als  hier  berechnet,  da  der  Coefficient  fi  (der  hier  für  beide  Femrohre 
gleich  genommen  wnrde)  für  das  Barns  den -Fernrohr,  das  eine  Licht 
absorbirende  nnd  reflectirende  Linse  mehr  als  das  Eepler-Fernrohr  hat, 
etwas  kleiner  sein  muss. 

Die  geringere  Helligkeit  (Flächenhelligkeit)  des  Rams  den -Fem- 
rohrs, wie  sie  ans  32)  sich  ergiebt,  rührt  nur  von  der  stärkeren  Ver- 
grössernng  her.  Denn  fragt  man  nach  dem  Helligkeitsverhältniss  gleich 
stark  vergrössernder  Bamsden-  nnd  K e p  1  e r  -  Fernrohre  (bei 
gleichem  Objectiv,  Gegenstands  weite  u.  s.  w.),   so  ist  in  der  Formel  31) 

statt  f  [nach  11)]  zn  setzen  ^--t nnd  nach  dieser  Einsetzung 

gelangt  man  zn: 

33,  g:,-.. 

d.  h.:  Lässt  man  den  geringen  Verlust  an  Licht  durch  Absorption  in  und 
Beflexion  an  der  Collectivlinse  ausser  Acht,  so  ist  die  Helligkeit 
eines  Bamsden-Fernrohrs  gerade  so  gross,  als  die  eines  gleich 
stark  vergrössernden  Kepler-Fernrohrs« 


Campani  -  Fernrohr. 

Damit  der  ganze  durch  das  Objectiv  gedrungene,  von  einem  Punkte 
auf  der  optischen  Aze  herrührende  Strahlenbündel  ans  dem  Femrohr 
treten  und  ganz  in  das  Auge  gelangen  könne,  müssen,  wie  ans  Fig.  3 
leicht  zu  entnehmen  ist,  folgende  Verhältnisse  bestehen: 

S:s^=s    B    :     g^^     (s^  ist  der  Oefifnnngsdurchmesser  des  Collectivs), 
5i:ä  =    6j    :2/"— &i, 
s  :p  =d — e:      rf, 
woraus  unter  Beachtung,  dass  (siehe  S.  31) 

.       ,.V+d-e  2f+d-e  _      d-e 


/•+2{d-e)        1      '  f+d-e  '       ^     '  f+d-e 

ist,  die  Bedingangen  sich  ergeben: 

34,  .       .,23|V  ^'+''-' 


B   '   f+2{d-e) 
36)  P^3|-^7-r 


li   '   f+2{d-e) 
ai 
nngen  34),  35),  36),  das«: 


Nimmt  man   wieder  -5-  =  i   an ,    so  verlangt   die  Erfiillung   der  Beding- 
B 
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1.  wenn  /*=2cm,   c?  =3  20  cm,    e=lcm,   sein  soll 

5i>  0,4312  cm  ^0,2156/" 
oder     5j  >  0,072  Collectivbrennweitey 
ferner  s  ^  0,3562  cm  >  0,178/" 
und      p  >  0,375  cm; 

2.  wenn  /"=  1  cm,   rf=20cm,   «  =  0,5  cm,   sein  soll 

*i>  0,2016  cm  >  0,201 6 /^ 
oder     Äj  >  0,067  Collectivbrennweite, 
ferner  s  >  0,1828  cm  >  0,1828/" 
«nd      p  >  0,1875  cm. 
Die  Bedingungen  für  die  grösste  Helligkeit  [24)]  sind  also  bei  einem 
Camp  an  i- Fernrohr  leicht  erfüllbar,  selbst  wenn  dessen  Objectivöffnung 
etwas  grösser  als  ^  Brennweite  and  wenn  die  Angenglasbrenn weite  noch 
grosser  als  2  cm  wäre. 

Durch  Einsetzen  des  Werthes  von  Vc  [nach  9)]  in  die  Formel  24) 
erhält  man  die  relative  Helligkeit  des  Camp  an  i -Fernrohrs  zu 

a„        ,.=,.,.(£;.(^)'.(£^7.(,-^^,)-. 

Vergleicht  man  die  relativen  Helligkeiten  eines  Campani-  und 
eines  Kepler-,  dann  eines  Ramsden -Fernrohrs  mit  gleichem  Objectiv 
u.  s.  w.  und  namentlich  gleicher  Brennweite  /  des  Augenglases,  so  findet 
man: 

woraus  im  besondern  Falle  unendlich  grosser  Sehweite  folgt: 

Hc-^^Hk     (rf  =  oo); 
dann 

Es  ist  hier  bei  Aufstellung  dieser  Verhältnisse  wieder  der  Coefficient  fi 
der  Formeln  tiberall  gleich  genommen,  was  für  Ramsden-  und  Cam- 
pani-Femrohr,  die  aus  gleichviel  Linsen  bestehen,  wohl  ganz  unbedenk- 
lich ist,  hingegen  die  Helligkeit  des  Kepler- Fernrohrs  ein  wenig  ge- 
ringer erscheinen  lässt,  als  sie  wirklich  ist. 

Jedenfalls  folgt  aus  38)  und  39),  dass  das  Campani- Ocular  be- 
deutend hellere  Bilder  liefert,  als  ein  Kepler-  oder  gar  als  ein  Rams- 
den-Ocular  mit  gleicher  Brennweite  f  des  Augenglases.  Die  grössere 
Helligkeit  (Flächenhelligkeit)  des  Campani-Oculars  rührt  aber  nur  von 
der  geringeren  VergrÖsserung  her.  Denn  fragt  man  nach  dem  Hellig- 
keitsverhältniss  gleich  stark  vergrössernder  Campani-  und  Kep- 
ler-Fernrohr  (bei  gleichem  Objective  u.  s.  w.),  so  ist  in  Formel  37)  statt 
f  [nach  12)]  zu  setzen: 


• 
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nnd  man  erh&lt: 


Vjd-e) 
3(d-e)  +  2/' 


^«)  g  =  ^ 


und  mit  Bücksicht  auf  33) 

«>  g='- 

Die  durch  die  Fonneln  33),  40)  nnd  41)  ausgedrückten  Sätze  können 
▼iel  einfacher  gewonnen  werden:  Bei  gleicher  Beschaffenheit  der  Objec- 
tive,  gleicher  Gegenstandaweite  u.  8.  w.  gelangt  gleichviel  Licht  in  die 
Fernrohre;  da,  wie  nachgewiesen,  die  Bedingungen  zur  Nntabarmachung 
sämmtlichen  Lichtes  leicht  erfüllbar  sind,  so  wird,  wenn  diese  Beding- 
ungen erfüllt  sind ,  die  absolute  (oder  Punkt  -)  Helligkeit  der  drei  Fem- 
rohre gleich,  und  ist  ihre  Yergrösserung  auch  die  gleiche,  dann  auch 
ihre  Flächenhelligkeit.  Die  umständlichere  Herleitung  aus  den  allgemeinen 
Fonneln  kann  also  wie  eine  Probe  auf  deren  Richtigkeit  und  wie  eine 
Versicherung  gegen  Rechenfehler  angesehen  werden. 

Sind  die  Oculare  nach  Formeln  14)  und  15)  so  berechnet,  dass  die 
Fernrohre  bei  unendlicher  Sehweite  (die  man  durch  passende  Brille  immer 
künstlich  erzeugen  kann)  gleiche  Yergrösserung  geben,  wird  durch  die 
Fernrohre  aber  mit  Augen  von  der  Accomodationsweite  d  gesehen,  so 
findet  man  die  Helligkeitsverhältnisse  nicht  mehr  gleich  1,  sondern*: 


42^  Bn^^_/9f+9(d^e)Y^ 

Bc^/bf+9{d^y 
**^  Bjt'     V3/^+9(rf~e)r 


Die  Helligkeiten  sind  desto  weniger  verschieden ,  je  kleiner  f  im  Ver- 
hältniss  zu  d-^e  ist.  Bemerkens werth  ist,  dass  nun  die  Helligkeit  der 
Femrohre  mit  zusammengesetzten  Ocnlaren  sogar  etwas  grösser  wird 
als  die  des  Kepler- Fernrohrs. 

*  Die  Doppelstriche   am  Index  sollen  andeaten  nicht  genau,  sondern  nur 
annähernd  gleiche  Vergrösserung. 

(Soblnn  folgt) 


m. 

Ueber  die  Fartialbruolizerlegung  der  Funoüoneii,  mit 
besonderer  Anwendung  auf  die  Bemoulli'sohen. 

Von 
J.  WOEPITZKY, 


1.  Im  42.  Bande  des  Grell  ersehen  JonrnaU  hat  Raabs  die  Ber- 
nonll  loschen  Functionen  durch  Sinus- und  Cosinusreihen  dargestellt  (S.348. 
ZurückfÜhrung  einiger  Summen  und  bestimmten  Integrale  auf  die  Jacob 
Bernonlli*sche  Function).  Er  gelangt  zu  seinen  Resultaten  durch  In- 
duction,  indem  er  von  der  bekannten  Relation  zwischen  x  und  den  Sinus 

*  der  Vielfachen  von  x  ausgeht,  welche  u.  A.  durch  die  Entwickelung  von 
/(l +«'<*"*))  nach  Potenzen  von  «'<''"*)  gewonnen  wird.  Später  hat 
Schlömilch  (im  1.  Bande  seiner  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik) 
dieselben  Ausdrücke  aus  seiner  Formel 

1)  »(a:,„)  =  «.Z).-tf^ 

für  die  Bernoulli'schen  Functionen  abgeleitet:  in  der  Weise,  dass  er 
diese  Formel  bei  der  Auswerthung  der  Coefficienten  der  Fourier^sehen 
Reihe  verwendet,  durch  welche  S3(a^,  n)  dargestellt  werden  solL 

Ich  möchte  hier  zeigen,  dass  die  fraglichen  Formeln  aus  1)  durch 
die  blosse  Zerlegung  der  rechten  Seite  in  Partialbrtiche  hervorgehen. 

2.  Die  Ableitung  des  uns  hier  interessirenden  Satzes  über  die  Par- 
tialbruchzerlegung  erfordert  kaum  mehr  Raum,  als  seine  blosse  Anführung. 
Er  entsteht  so: 

Es  sei  f{z)  eine  nebst  ihrer  Derivirten  f{z)  in  dem  Theil  T  der 
t- Fläche  überall  eindeutige  Function  von  z  mit  nur  einfachen  Polen 
^>  <^i  ^9  •••)  ^m  innerhalb  dieses  Flächentheils.  Dann  ist  nach  einem 
bekannten  Gauchy^schen  Satze 

Tb  tt 

wo  die  linke  Seite  das  Grenzintegral  um  die  ganze  Fläche  T  herum,  die 
einzelnen  Summanden  der  rechten  Seite  aber  die  Grenzintegrale  um  die 
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einzelnen  Pole   der  Function  f{u):(u  —  z)  innerhalb  T  hemm  bedeuten. 
Liegt  daher  z  innerhalb  T,  so  folgt 


und  ferner  folgt 


fJ!^  =  i.2, 


wo 


Or  =  lim .  («  —  «r)  f{^) 


bedeutet. 

Bezeichnet  man  noch 

3)  ^  =  4./m^. 
'  t.2nf     u^-z 

80  folgt  aus  dem  Obigen  die  Relation 

4)  A.)  =  «+^^',-^- 

Dies  ist  die  Grundformel  für  die  Partialbruchzerlegung. 

Dehnt  man  die  Fläche  T  allmälig  über  den  ganzen  Theil  der  z-Fläche 
aus,  in  welchem  die  Pole  von  f{z)  liegen,  so  kann  es  vorkommen,  dass 
^hierbei  sich  einem  Grenzwerthe  Um.R^^  nähert,  welcher  dann  eine 
in  T  überall  endliche  Function  von  z  sein  wird  oder  auch  eine  nur  von 
den  Parametern  der  Function  f{z)  abhängende  Constante,  wie  dies  be- 
kanntlich  geschieht  bei  den  unecht  gebrochenen  rationalen  algebraischen 
Functionen  mit  einfachen  Polen.  Es  braucht  aber  auch  kein  endlicher 
Grenzwerth  von  R  zu  existiren. 

Diejenige  Function,  mit  welcher  wir  uns  hier  vornehmlich  beschäf- 
tigen wollen,  ist  geeignet,  die  sämmtlichen  Fälle  zu  illustriren,  welche 
hierbei  auftreten  können. 

3.  Die  Function 

besitzt  nur  einfache  Pole,  und  zwar  bei  z=si,2kny  wo  k  jede  beliebige 
positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeutet,  mit  Ausnahme  von  Null. 
Da  nämlich  f{z)  überall  stetig  sein  soll,  wo  es  nicht  unendlich  wächst, 
so  muss  für  f{0)  der  Werth  lim,f{z)^=x  genommen  werden. 

ft=0 

Die  einzelnen  Partialbrüche  in  4)  haben  daher  die  Form: 
hm    —  — 


^  —  i.ikn  t=:i,2kn  e*  — 1  z^i,2kn 
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Zum  Zweck  der  Answerthnng  des  Bestes  R  w&hlen  wir  als  Begren- 
zung von  T  einen  Kreis  ussv,^9^  dessen  Radios  v  der  Bedingung 

mod.z  <  2Ä.m<C»<  2ji.(m4"l) 

gemSss  angenommen  ist,  wobei  m  eine  hinreichend  grosse  absolute  ganze 

Zahl  bedeuten  soll,   und  bewirken  dadurch,   dass  der  Kreis  ausser  dem 

Punkte  z  die  2m  Pole  tou  f(z)  umscbliesst,  in  denen  k  die  Werthe  —  m, 

—  (w  — 1),  ...,  —2,  —1,  +1,  +2,  ...,  +(»1  — 1),  +m  annimmt,  sowie 

dass  er  durch  keinen  Pol  hindurchgeht. 

du 
Da  nun  — s=ii,dg>  ist,  so  folgt  aus  3),  wenn  noch  der  Kürze  wegen 

veos(p:=jVj   V  sing)s=^t  gesetzt  wird : 

V+'''  — 1        dg> 


'■'i 


u 
0 


Dies  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

4.—  — 

2  2 


Die  Integrationswege  der  beiden  zuletzt  geschriebenen  Integrale  haben 
eine  endliche  Lftnge  it.  Sehen  wir  vorläufig  von  den  Endpunkten  der- 
selben ab ,  so  entsprechen  in  allen  übrigen  Punkten  einem  unendlich 
grossen  v  beim  ersten  Integral  positiv  unendlich  grosse  Werthe  von  tv, 
beim  zweiten  negativ  unendlich  grosse  Werthe  von  tv\  in  den  einzelnen 
Endpunkten  selbst  ist  dagegen  ro  z=zQ. 

Daher  nfthert  sich,  wenn  0  <a:  <  1  angenommen  wird,  der  Integrand 
des  ersten  Integrala  generell  dem  Grenzwerthe  0  (denn  e'^  wird  nicht 
=  0),  dwjenige  des  zweiten  aber  generell  dem  Grenzwerthe  -fl,  während 
beide  in  den  Endpunkten  zu  der  unbestimmt  endlichen  Grösse 

.    XV 
«±'••-1  ~'  '      .    V        . 

springen.  Mithin  ist  in  diesem  Falle  (da  die  Integrationswege,  wie  ge- 
sagt, eine  endliche  Länge  haben)  SR  c= /tm . /{ = -f  ^. 

Ist  x  =  0,  so  ergiebt  der  vorletzte  Ausdruck  von  2n,R  sofort  den 
Werth  91  =  0,  und  ist  a^sl,  so  ergiebt  er  ebenso  leicht: 
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0 
Das  bisher  gewonnene  Besnltat  ist  also  dieses: 

Für  0<a:^l   gilt  die  Entwickelung 

^as 1  *=+"*  JL.tknx 1 

5)  — — r-  =  JR  +  /«m.    V    r-öT- 

*= — m 


es  ist  3i  =  0  für  a:  =  0,  3«  =  +  ^  für  0<a:<  +  l,  gi  =  +  l  für 
a:  =  +l,  nnd  im  ersten  Ausdruck  fehlt  dasjenige  Glied  der 
Summe,  in  welchem  /r  =  0  zu  setzen  wäre. 

4.  Untersuchen  wir  jetzt  den  Erfolg  der  Partialbruchzerf&Uung  bei 
der  Function  des  vorigen  Abschnittes,  wenn  x  nicht  in  dem  reellen  In- 
tervall (0, 1)  enthalten  ist,  so  leuchtet  es  zunächst  ohne  Rechnung  ein, 
dass  es  einen  Grenzwerth  91  =  Um.R  gar  nicht  geben  kann,  wenn  x  eine 
complexe  Zahl  ist;  denn  dann  divergirt  die  Partialbruchreihe  auf  der 
rechten  Seite  von  5)  zweifellos,  weil  die  Zähler  bei  wachsendem  k 
schneller  wachsen  als  die  Nenner. 

Es  bleiben  also  zur  Untersuchung  nur  noch  diejenigen  reellen  Werthe 
von  X  übrig,  welche  ausserhalb  des  Intervalls  (0, 1)  biegen. 

Bezeichnen  wir  wieder,  wie  schon  früher,  mit  m  eine  absolute  ganze 
Zahl  und  setzen '  (T  +  m  s=  o;',  indem  wir  unter  x  eine  Zahl  des  Intervalls 
(0,  1)  verstehen,  so  bleibt  die  Partialbruchreihe  in  5)  offenbar  von  glei- 
chem Werthe,  ob  man  in  ihr  x  oder  x'  schreibt.  Die  Differenz  zwischen 
/'(z,  x)  und  f{z^  x)  liegt  also  einzig  und  allein  in  der  Differenz  der  Beste 
91  und  SÜ',  und  zwar  so,  dass 

ist«     Man  braucht  daher  zur  Emittelung  von  91'  nicht  auf  den  Ausdruck 
3)  für  den  Rest  zurückzugreifen,  sondern  kann  die  soeben  niedergeschrie- 
bene Relation  benutzen. 
Es  folgt: 

Für  x=X'\'m  kann  man  dies  auch  so  schreiben: 

und  für  x'^x  —  m  so: 

9l'=  91-  [e<'-"^)»  +  «<'-2)»  + . ..  +  c<'—»)«]. 
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HiDsichtlich    der   Partialbrachzerlegnng    verhält    sich    also   die  Function 

«•»-1 

—^ — —  bei   reellen  Wertben   von  x   ganz  ähnlich,  wie  eine  gebrochene 

rationale  algebraische  Function. 

ö.  Wir  wollen  jetzt  die  Anwendung  auf  die  Bern oulli 'sehen  Func- 
tionen machen,  indem  wir  dabei  selbstverständlich  für  x  reelle  Werthe 
voraussetzen. 

Ftlr  n  =  l  ergiebt  sich  aus  1)  und  5): 

1    *"^««2Arjra: 


wobei  3l  =  +  i  fttr  0<a:<l,  81  =  0  für  a:  =  0,  SR  =  +1  für  a?  =  +l 
ist,  während  im  Uebrigen  zu  SU  dieselbe  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  addirt  werden  muss,  um  welche  das  x  die  hier  hervorgehobenen 
Werthe  übersteigt,  —  wie  es  aus  dem  vorigen  Abschnitt  hervorgeht.* 

Wird   in  1)   die  Zahl  n>l   angenommen,   so  folgt  aus  der  ersten 
Form  der  Oleichung  5) ,  da  man  die  letztere  gliedweise  differentiiren  darf: 

6).  Sä{x,f.) 2-.»-    .     'jr.    2/    ÄJT— 

f&r  0  <  :v  <  + 1 )  in  welcher  Summe  aber  das  Glied  mit  A  :=  0  ausfällt. 
Soll  X  andere  reelle  Werthe  x's=sx  +  m  haben,  so  kommt  nach  dem 
vorigen  Abschnitt  hinzu: 

n.[     X--1       +(a:  +  l)— *  +  ...  +  (a:  +  m  — 1)»"»]    für  x:=^x  +  m, 
-n.[(a:-l)»-^  +  (a:-2)"-'  +  ...+     {x^m)^"^     ]   für   x^x--m. 
Im  Besondem  ergiebt  dies  für  0  <  o;  <  + 1 : 

(2n  +  l)I    ^     siniknx 


7)  »(a:,2n  +  l)=(-l)»+^.^\^^„;,>^'        ^2,-n 

8)  »     (^,2n)    =    (—1)"   '92n>i^am'^  J^ 


Während  der  Ausdruck  7)  mit  dem  entsprechenden  Baabe'schen  iden- 
tiflch  ist,  bedarf  der  Ausdruck  8)  der  Identificirung  wegen  noch  einer 
Transformation. 

Eis  geht  nämlich  aus  7)  durch  die  Differentiation  nach  x  hervor: 


*  Raab  6    Bchränkt    die  Giltigkeit  dieser  Entwickelang  auf  das  Intervall 
0<x<l  ein,  weil  er  von  vornherein  9^  =  )  auswählt. 

Zcitachiifl  1  MAthoiBAttk  u.  Physik  XXIX«  1.  ^ 
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und  hieraus  ergiebt  sieb,  weil  die  n^^  Bernoalli'scbe  Zahl  bekanntUcfa 
dnrcb  die  Relation 

definirt  werden  kann: 


Wendet  man    diesen  Ausdruck  auf  die  erste  Form  von  8)   an,   so  gebt 
die  letztere  in  die  Raabe*scbe  Gleichung  über: 
10)    fi(x.2«)=(-mß.  +  (-l)-+.-      (2«)!       '-^cosikn. 


6.  Unter  denjenigen  Autoren,  welche  den  yielseitigsten  Gebrancb 
von  der  Partialbrachzerlegung  gemacht  haben,  nehmen  Briot  und 
Bouquet  („Theorie  des  fonctions  doublement  p^riodiques.  1859"  und 
die  zweite  Auflage  von  diesem  Werke:  „Theorie  des  fonctions  elliptiques^ 
1873*0  wohl  die  erste  Stelle  ein.  Sie  benutzen  dieselbe  nicht  nur  sur 
Zerlegung  einer  Function  f{z)  in  eine  Summe,  sondern  auch  in  ein 
Product  nach  Caucbj's  Vorgang,  indem  zunSchst  lf(z)  in  eine  Summe 
verwandelt  wird.  Bei  der  Beurtheilung  der  Reste  legen  sie  Gewicht  dar- 
auf, dass  der  Ausdrack  3)  auch  in  der  Form 

dargestellt  werden  kann,  sobald  mod,u>mod,z  auf  der  ganzen  Begren- 
zung von  T  ist,  und  leiten  daraus  ab,  dass  von  der  ganzen  Klammer 
bei  unendlich  wachsendem  u  nur  der  erste  Summand  zur  Bestimmung  von 
^=r:lim,R  übrig  bleibt,  wenn  der  Werth  von  f{u)  nirgends  unendlich 
wächst.  Damit  Schieben  sie  von  vornherein  diejenigen  Functionen  bei 
Seite,  welche  91  als  eine  Function  von  z  ergeben;  und  da  sie  sich  mit 
anderen  Functionen  nicht  beschäftigen ,  als  bei  welchen  9i  =  0  wird ,  so 
ist  dies  für  ihre  Zwecke  meistens  auch  praktisch.  Desgleichen  ist  es  bei 
den  doppeltperiodischen  Functionen  praktisch,  dass  sie  zur  Begrenzung 
von  T  ein  Parallelogramm  wählen,  welches  wegen  der  eigenthümlicheu 
Vertheilung  der  Pole  dieser  Functionen  über  die  z- Fläche  die  geeignetste 
Gestalt  ist,  um  die  in  7  eintretenden  Pole  vollständig  aufzuzählen.  Trots 
dieser  Vorsicht  sind  sie  dem  Irrthum  verfallen  in  §  206  der  Auflage  von 
1873,  wo  nach  dem  mir  privatim  mitgetheilten  Befunde  des  Prof.  Sehn- 

*  In  §  94  der  neuen  Auflage  haben  die  Verfasser  nach  brieflicher  Besprecli- 
ung  zwischen  uns  ihr  früher  umständliches  Verfahren  bei  der  Beurtheilung  der 
Convergenz  der  Taylor 'sehen  Reihe  verlassen,  um  sich  meines  Verfahrens  zu  bedie- 
nen: die  Kriterien  aus  dem  Bestintegral  abzuleiten,  nur  dass  sie  nicht  die  äussersten 
Consequenzen  daraus  ziehen.  Ich  merke  dies  an,  weil  ich  schon  von  einigen  Seiten  dar- 
auf aufmerksam  gemacht  bin,  dass  ich  ebenso  verführe,  wie  Briot  und  Bouqüet. 
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n 


mann   die  Formel  fftr  v(z)  nur  dann  richtig  ist,   wenn  man  /f>ii*-7  =  0 

ffi 

annimmt ,  während  die  Verfasser  hervorhehen :  „Quelle  gue  soil  la  maniire 

.  dont  fasse  augtnenier  tu    et  n    d  Vinftni,  le  quolient  iand  vers  la  mime  limiie 

v(z)/'     Denn   der  Grenawerth  des  dort  aufgestellten  Doppelproducts  ist 

nach  Schumann: 

z 

Uebrigens  bedarf  es  der  obigen  Reihenentwickelung  nicht,  nm  zn  jenem 
angestrebten  Resultat  zu  gelangen.  Denn  man  kann,  wenn  ut=v.e^9 
gesetzt  wird,  den  Bestausdruck  3)  auch  so  schreiben: 


^    1    ri^(Ji_^ 


r^  +  O-^'^J 


0 
und  da  hier  der  Integrationsweg  auch  bei  unendlich  wachsendem  v  end- 

dv 
lieh  ist,  so  darf  man  im  Integranden ,  wenn  f{u)  und  -r—  endlich  bleiben, 

Z 

bei  der  Bestimmung  von  lim,R  auch  1 durch  seinen  Orenfwerth  1 

ersetzen.     Besitzt  aber  die  Begrenzung  von  T  nur  keine  Curventheile, 

dv 
welche  Tangenten  des  zugehörigen  Vectors  v  sind,  so  bleibt  —  überall 

endlich,  und  es  ist  deshalb 

T 


^=,'rrk/^^">-v 


in  allen  Fällen,  in  denen  f{u)  endlich  bleibt. 

Wählt  man  zur  Begrenzung  von  T  einen  Kreis  ti  =  P6'^,  der  durch 
keinen  Pol  hindurchgeht,  so  lautet  der  volle  Restausdruck  3): 


11) 


"'tf^- 


0 
Derselbe  bietet  bei  den  einfach  periodischen  Functionen  und  deren  Ver- 
wandten ohne  irgendwelche  Umgestaltung  mindestens  dieselben  Vortheile, 
wie  der  abgeänderte  von  Briot  und  Bouqnet,  und  eignet  sich  ausser- 
dem besser  zur  übersichtlichen  Controle  des  Werthes  von  91  in  allen  den 
Fällen,  in  denen  9t  nicht  verschwindet.  Wir  wollen  dies  noch  an  einem 
Beispiel  erläutern,  zu  welchem  die  oben  behandelte  Function  den  Anlass 
giebt. 

4* 
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7.    Die   bisher  behandelte  Function  f{z)  und  sämmtlicbe  Kreisfanc- 
tionen  lassen  sich  durch  die  Function 

«"-^ 

aasdrücken.  Man  erhält  ihre  sämmtlichen  Pole  Or,  wenn  man  für  k  in 
dem  Ausdruck  i.2kn  die  ganzen  positiven  und  negativen  Zahlen  mit 
Einschluss  der  Null  setzt.  • 

Die  Partialbrüche  haben  daher  die  Form: 

hm     — 


t  — I.2Ä«  s— 1.2*«  e*  — 1  Z'-i.2kn 

Für  den  Rest  ergiebt  sich  nach  11): 

0  0 

■^2  2 

2  2 

Geht  man  zum  Grenzwerth  für  «  =  oo  über,  so  werden  für  1  — a;>0 
nebst  x>Q  beide  Integrale  =0,  mithin  9t  =  0;  für  :r==0  wird  das  erste 
Integral  =0,  das  zweite  =s  — jt,  mithin  81  =  — J[^;  für  a'  =  I  wird  das 
erste  Integral  =  +  7r  und  das  zweite  =0,  mithin  git=  +  ^.  —  Zur  Erläu- 
terung braucht  hier  nichts  hinzugefügt  zu  werden,  da  die  nöthigen  Er- 
gänzungen bereits  im  dritten  Abschnitt  vorgetragen  sind. 

Es  ist  daher  bei  0<a:<l: 


e*»  ^/V     ^i.2kns 


12)  - — -  =  9t+/iw 


«*—  1  tnzrz^^^      Z  —  i.2k7t 

^  .    1    .^^^2z.co$2knX'-Akn.8m2knx 
=  ^  +  T+^ ^S+T^«;r« 

mit  der  Bedeutung  3i  =  -^  für  x^O,  SR  =  0  für  0<a:<l  und 
3l  =  +i  für  a:  =  +  l. 

Die  Gründe»  weshalb  die  Convergeuz  aufhört,  wenn  x  einen  com- 
plezen  Werth  hat,  brauchen  hier  nicht  wiederholt  zu  werden. 

Desgleichen  treten  offenbar  auch  hier  dieselben  Veränderungen  von 
dt  auf,  welche  im  vierten  Abschnitt  für  den  Fall  gefunden  sind,  dass  x 
sich  um  eine  ganze  Zahl  äfidert. 

8.  Die  Herleitung  der  Gleichung  5)  aus  12)  bedarf  keines  Commentars. 
Es  dürften  aber  noch  die  folgenden  Betrachtungen  einiges  Interesse  bieten. 
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Substituirt  man  in  12)  1  — o;  für  a;,  so  geht  sie  über  in: 
— =  JR  +  lim  .    y^  rTTl-  ♦ 

Jt= — m 

SO  dass  nach  Abschnitt  4  bei  0<a;<l  gewonnen  wird: 


— -—  =  —  er"*  +  lim  .     X 

—  1  m=ao,^      z  —  t' 


«*  — 1  m=ao\^      Z  —  i,2kn 

kss  —  m 

ei'—e-"        .        _      „      *^  sin2knx 


"-'-S^ 


Die  Abänderungen,  welche  diese  Formeln  erfahren,  wenn  s  der  obigen 

Scala  nicht  mehr  genügt,  sind  ans  Abschn.  4  zu  ersehen. 

1  +  x 
Wichtigere  Formeln   erhält  man,   wenn   man  zunächst  — ^    für  x 

und  2z  f ür  ::  setzt.     Dann  geht  12)  über  in: 

,kn 


13)    ?:r^.=3t+Jr.-*-2'(-^>*-^^ 


*  =  -«! 

1       ^^/     ^M.   z.cosknx  —  kn.sinknx 


>«  +  «=:+>(- 


■I'-"' 


Hier  wird  91=  +  ^  für  x  =  ±l  und  31  =  0  für  -l<a;<  +  l. 

Setzt  man  hier,  indem  unter  x  ein  Werth  des  Intervalls  (0, +1), 
unter  91  der  zugehörige  Werth  des  Restes  und  unter  m  eine  ganze  ab- 
solute Zahl  verstanden  wird,  x^^=  +  {x  +  2m)f  so  muss  man  für  ^  den 
Werth 

==  +  an  ±  g±(*  +  m)»    }g(m-l)»  ^  g(m-S)»  _|.    ,  ^g_(m-l)»j 

setzen,  wie  man  aus  Abschn.  4  leicht  findet. 
U.  a.  folgt  aus  13): 


*^^  ksinknx 
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Sehieibi  nuui  in  13),  14)  und  15)  im  för  s,  so  erbilt  man  nnäcbst 
ftr-l<x<  +  l: 

1«) 


9-— =  — +2t.  >    (—!)*• -3 TT» 

17)  ,.?!l^£f=i,.3i  +  2.*5'(-l)*-^#^ 

'  smnz  j^  ^       '       «•  — *• 


Seist  man  aber  auf  den  linken  Seiten  Ton  16)  nnd  17)  x  +  2m  f^ 
Xf  ao  kommen  auf  den  reebten  Seiten  besiebnngsweise  nocb  die  Somman- 
den  hinan: 

—  2».«ii«(x  +  w)x-— : nnd    +27C. cos nlx+mjz» — : • 


Kleinere  Mittheflungen. 


L  Bine  Ableitnng  des  AdditionstlLeoreins  ftbr  elliptische  Integrale 
aas  der  Theorie  eines  Eegelsohnitthtiischels. 

Für  ein  KegelscfanittbUschel ,  welches  dnrch  die  Schnittpunkte  zweier 
beliebiger  Kegelschnitte  bestimmt  ist,  hat  Poncelet  den  interessanten 
Satz  bewiesen:  „Wenn  einem  Gliede  eines  solchen  Büschels  ein  n-Eck 
eingezeichnet  ist,  welches  mit  (w  — 1)  Seiten  (w  — 1)  andere  Glieder  des 
Büschels  berührt,  so  mnss,  wenn  es  diesen  Bedingungen  entsprechend 
seine  Form  ändert,  anch  die  n^^  Seite  des  Polygons  ein  Büschelglied  um- 
hüllen/* Dieses  Theorem  steht,  wie  Jacobi  es  znerst  für  ein  Kreis- 
büschel darlegte,  in  engster  Verbindung  mit  der  elliptischen  Differential- 
gleichung. Durch  sie  lässt  sich  die  Schaar  jener  Kegelschnitte  darstellen 
und  jener  Poncele tische  Satz  unmittelbar  begründen;  es  Iftsst  sich  aber 
auch  aus  der  Natur  solcher  Kegelschnittschaar  leicht  der  algebraische 
Zusammenhang  zwischen  den  Grössen  ableiten,  welche  durch  die  ellip« 
tische  Differentialgleichung  verknüpft  sind. 

Um  diesen  Gedanken  durchzuführen,  ist  es  nöthig,  in  Kürze  ein  Kegel- 
sehnittbüschel  durch  vier  Grundpunkte  in  Form  der  elliptischen  Differen- 
tialgleichung zur  Darstellung  zu  bringen ,  wie  ich  solches  in  der  Abhand- 
lung: „Die  Steiner'schen  Kreisreihen  in  ihrer  Beziehung  zum  Poncelet- 
sehen  Schliessungstheorem'*  (Wissenschaftl.  Beilage  zum  Programm  des 
Ascanischen  Gymnasiums  in  Berlin,  Ostern  1883)  gethan  habe,  und  es 
scheint  mir  darauf  noch  einmal  einzugehen  um  so  mehr  geboten,  als  der 
Ort  der  Publication  wenig  Gewähr  bietet,  dass  die  Abhandlung  Denen  zu- 
gänglich werde,  welche  an  diesen  Fragen  Interesse  nehmen. 

Lässt  man  von  einem  Punkte  eines  Kegelschnittes  drei  Gerade  aus- 
laufen A^  By  C^  so  wird  eine  vierte  Gerade  X^  welche  durch  jenen  Punkt 
geht,  in  ihrer  Lage  durch  das  Doppelverhältniss  x  beschrieben  werden 
können,  welches  sie  mit  den  drei  anderen  bildet,  also  durch 

_sin(^XA)   8in{CA) 
^^^  sin^XB)' 8in(CB)  * 

Die  Gerade  X  bestimmt  eindeutig  auf  dem  Kegelschnitte  den  Punkt  {x) 
und  jeder  Punkt  (x),  welcher  auf  dem  Kegelschnitt  gelegen  ist,  die 
Gerade  X.  Ein  zweiter  Punkt  möge  durch  den  Werth  y  gegeben  sein, 
beide  bestimmen  eine  Gerade,  und  für  sie  können  die  Zahlen  ac  und  y 
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als  Coordinaten  gelten.  Alle  Geraden,  welche  durcb  einen  beliebigen 
Punkt  der  Ebene  gehen ,  setzen  x  und  y  in  eine  wechselweis  eindeutige 
Beziehung,  und  da  jedes  Werthepaar  a:,  y  Tertauschbar  ist,  so  muss  die- 
selbe durch  eine  in  x  und  y  symmetrische  Gleichung  ausdrfickbar  sein, 
welche  in  Bezug  auf  jede  einzelne  Coordinate  den  ersten  Grad  nicht 
übersteigt,  also  in  der  Form 

xy  +a{x  +  y)  +  b=^Q, 

Diese  Gleichung  kann  als  die  Gleichung  eines  Punktes  in  Liniencoordi- 
naten  angesehen  werden.  Durch  zwei  Gerade,  also  durch  zwei  Werthe- 
paare  o?,  y  sind  die  beiden  Constanten  a  und  b  bestimmbar,  und  der  Punkt, 
in  welchem  sich  die  gegebenen  Geraden  schneiden,  ist  m  analytischer 
Form  durch  eine  Gleichung  in  Liniencoordinaten  ausgedrückt. 

Wird  ein  beliebiger  Kegelschnitt  als  Enveloppe  seiner  Tangenten 
aufgefasst ,  so  wird  die  Lage  jeder  Tangente  durch  ein  Werthepaar  x,  y 
beschrieben.  Jedem  Werthe  x  entsprechen  zwei  Werthe  y^  und  um- 
gekehrt jedem  Werthe  y  zwei  Werthe  o:;  jedes  zusammengehörige  Werthe- 
paar ist  aber  vertauschbar.  Es  muss  deshalb  die  Gleichung  des  Kegel- 
schnittes durch  eine  in  o;  und  ^  quadratische  Gleichung  zum  Ausdruck 
kommen,  welche  ausserdem  in  x  und  y  symmetrisch  gebildet  ist.  Der 
Kegelschnitt  stellt  sich  also  dar  in 

x^y^  +  axy{x+y)  +  b{x+yY  +  cxy'\rd{x  +  y)  +  e=^0. 

Durch  fünf  beliebige  Gerade,  also  durch  fünf  Werthepaare  x^  y  sind  die 
fünf  Constanten  des  Kegelschnittes  bestimmbar,  und  der  durch  sie  de- 
finirte  Kegelschnitt  ist  alsdann  in  der  gegebenen  Form  durch  seine 
Gleichung  analytisch  dargestellt. 

Differenzirt  man  diese  Gleichung  und  führt  in  den  Coefficienten  von 
dx  für  x  den  Werth  y  ein,  welcher  sich  durch  Auflösung  der  Gleichung 
nach  X  ergiebt,  so  wird  der  Coefficient  von  dx  rein  durch  die  Grösse  y 
ausgedrückt,  und  zwar  durch  eine  Quadratwurzel  einer  Function  vierten 
Grades  in  y.  Diese  Function  wird  für  vier  Werthe  zu  Null,  das  sind 
die  Werthe  «,  /?,  y,  d,  für  welche  obige  Gleichung  gleiche  Werthe  x 
ergiebt ;  sie , ist  also  in  der  Form  x  (y  —  «)  (y  —  ß)  {y  —  y)  (y  —  S)  darstellbar, 
wo  X  irgend  eine  Constante  bedeutet.  Da  aber  auch  die  Differential- 
gleichung sich  symmetrisch  in  x  und  y  bilden  muss,  so  muss  sie,  wenn, 
man  "/%  heraushebt,  die  Form  gewinnen: 

dxy{y'-a){y-ß){y^Y){y--d)  +  dyy{x^a){x-ß){x-^y){x-ö)=^0 

oder 

dx^ dy  _ 

Die  Zahlen  o»  /?,  y,  d  bestimmen  diejenigen  Punkte  (a),  (/?),  (y),  (6)  auf 
dem  Grundkegelschnitt,   in   denen  zu  einem  x  gleiche  y  gehören;  dies 
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tritt  aber  ftir  die  Paukte  ein,  in  welchen  derselbe  von  dem  dargestellten 
Kegelschnitt  getroffen  wird,  also  sind  (a),  (j3),  (7),  {8)  die  Grundpankte 
>  beider  Kegelschnitte.  Die  Differentialgleichnng  stellt  mithin  irgend  einen 
Kegelschnitt  dar,  welcher  durch  diese  vier  Punkte  hindurchgeht;  sie  ist 
der  allgemeine  analytische  Ausdruck  für  ein  Kegelschnittbüschel  durch 
vier  Punkte. 

Aus  dieser  Darstellnngsform  geht  unmittelbar  das  Po ncele tische 
Theorem  in  seiner  allgemeinsten  Fassung  hervor.  Denn  wenn  man  irgend 
einen  Kegelschnitt  des  Büschels  als  Grundkegelschnitt  auffasst  und  von 
einem  Punkte  x  desselben  eine  Tangente  an  ein  Glied  des  Büschels  legt, 
welche  den  Grundkegelschnitt  in  o-j  schneidet,  von  diesem  Punkte  aus 
aber  an  ein  zweites  Glied  des  Büschels  eine  berührende  Gerade  zieht, 
welche  den  Grund kegelschnitt  in  x^  trifft,  und  in  dieser  Form  die  Con- 
Btniction  bis  zu  einem  Punkte  x„  fortsetzt,  so  hängen  die  Zahlen  x^  x^y 
X{,  ...  a;«  durch  das  Gleichnngssystem  zusammen: 

dx  dx. 


:=  + 


*'! 


y{x^a){x^ß){x^y){x^d)        -y{x,^a){x,^ß)(x,--y){x,^ö) 
dXg  drr- 


und  man  schliesst,  dass  der  erste  Punkt  {x)  mit  dem  letzten  Punkte  (.t„) 
durch  eine  Differentialgleichung  verknüpft  ist,  welche  das  geometrische 
Gesetz  ausspricht,  dass  die  Verbindungslinie  beider  Punkte  sich  als  Tan- 
§;eDte  auf  einem  Kegelschnitte  des  Büschels  wälzt,  wenn  der  erste  Punkt 
den  Grundkegelschnitt  durchläuft. 

Will  man  die  elliptische  Differentialgleichung  in  die  Normalform 
fiberführen,  so  ist  dies  leicht  durch  eine  geeignete  Bestimmung  der  Co- 
ordinatenelemente ,  über  die  noch  nicht  verfügt  worden  ist ,  zu  bewirken. 

In  der  That,  mligen  die  vier  Grundpunkte  reell  oder  imaginär  sein, 
es  giebt  stets  eine  reelle  Tripeigerade,  welche  den  Grundkegelschnitt 
reell  schneidet.  Diese  Gerade  möge  als  die  Gerade  A  gewählt  werden, 
die  Tangente  in  einem  ihrer  Schnittpunkte  mit  dem  Grundkegelschnitt 
als  die  Gerade  B^  die  Gerade  C  aber  möge  vom  Schnittpunkte  jener 
beiden   nach  einem   der  Grundpunkte  laufen,   etwa  nach  (a).     Alsdann 

Bind  die  Grundpunkte  gegeben  durch  die  Zahlen   4: 1  und  +  — »  wo  — 

irgend  einen  Zahlenwerth  hat,  und  zwar  mögen,  um  bestimmte  Vorstel- 
lungen festzuhalten,  die  Punkte  (o)  und  (ß)  durch  +1,  und  die  Punkte 

(y)  und  {jS)  durch  4^  —  in  ihrer  Lage  beschrieben  werden.     Unter  diesen 

Annahmen  muss  also  das  Kegelschnittbüschel  durch  die  elliptische  Diffe- 
tentialgleichung  in  der  Nonnalform  zum  Ausdruck  kommen,  nämlich 
durch 
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dx  .  dy 


=  0. 


Nach  dem  Dnalitätsprincip  ist  In  derselben  Form  ein  EegelschnittbiUchel 
ausdrückbar,  welches  durch  die  vier  gemeinsamen  Tangenten  zweier  be- 
liebigen Kegelschnitte  bestimmt  ist.  Denn  nimmt  man  auf  einer  beliebi- 
gen Tangente  eines  Gliedes  dieser  Schaar  drei  Punkte  J^  B^  C  an,  so 
kann  jeder  Punkt  X  dieser  Tangente  durch  das  Doppelverhältniss  x  be- 
schrieben werden,  welches  X  mit  A^  B^  C  bildet,  also  durch 

XJ    CA 

^"^  xb'cb^ 

Jedem  Werthe  x  entspricht  ein  Punkt  und  diesem  eine  Tangente  (x)  an 
den  Grundkegelschnitt,  und  umgekehrt  bestimmt  jede  Tangente  dieses 
Kegelschnittes  eine  Zahl  x.  Zwei  derartige  Zahlen  o;  und  y  bestimmen 
zwei  Tangenten,  diese  ergeben  einen  Durchschnittspunkt,  und  für  ihn 
können   x  und  y  als  Goordinaten  gelten.     In  diesen  Goordinaten  würde 

eine  Gerade  und  }f^    \    ^y}-T 

einen  Kegelschnitt  darstellen.  In  diesen  Formen  ist  demnach  der  Aus- 
druck für  ein  Kegelschnittbttschel ,  welches  durch  vier  Tangenten  bestimmt 
ist,  in  der  Differentialgleichung  gegeben 

dx^ ,  dy  ^ 

^(a.-o)(rr-.j3)(x-y)(a;-T)~-f/{y-a)(y-^)(y-y)(y^d)"' 

Ganz  analog  den  früheren  Schlussformen  tritt  demnach  der  Satz  in 
Evidenz: 

„Ist  einem  Gliede  eines  Kegelschnittbüschels,  welches  durch  vier 
Tangenten  bestimmt  ist,  ein  n-Eck  umgeschrieben,  von  welchem  (n  — 1) 
Ecken  auf  (n  — 1)  Gliedern  des  Büschels  gelegen  sind,  so  bewegt  sieb, 
wenn  dies  n-Eck  jenen  Bedingungen  entsprechend  seine  Form  ändert, 
auch  der  n^^  Punkt  auf  einem  Gliede  des  Büschels.'^ 

Gonfocale  Kegelschnitte  bilden  ein  Büschel  solcher  Art;  die  vier 
Tangenten  sind  die  imaginären  Geraden,  welche  von  den  gemeinsamen 
Brennpunkten  nach  den  imaginären  Krei^punkten  laufen.  Für  sie  gilt 
also  das  Gesetz: 

„Ist  einem  Kegelschnitte  ein  n-Eck  umgeschrieben,  von  welchem 
(n  — 1)  Ekiken  auf  (n  —  1)  confocalen  Kegelschnitten  gelegen  sind,  -so 
musB,  wenn  das  n-Eck  jenen  Bedingungen  gemäss  variirt,  auch  die  n^ 
Ecke  einen  confocalen  Kegelschnitt  durchschreiten.'' 

Dieser  Satz  findet  sich  in  Salmon*s  Geometrie  der  Kegelschnitte, 
bearbeitet  von  W.  Fiedler,  S.  293.  Hier  folgt  er  aus  den  einfachsten 
analytischen  Grundlagen,  und  deshalb  scheint  mir  seine  Deduction  der 
Beachtung  werth. 
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Es  ist  aber  eine  andere  Gedankenreibe ,  auf  die  icb  die  Aufmerk- 
samkeit lenken  möcbte,  das  ist  die  Herleitnng  des  Additionstbeorems  für 
elliptiscbe  Integrale  erster  Gattnng  ans  der  Tbeorie  eines  solcben  Kegel- 
scbnittbtiscbels.  Zn  Grande  gelegt  mag  ein  Kegelscbnittbtiscbel  dnrcb 
vier  Punkte  werden. 

Nacb  den  vorangebenden  Betracbtungen  stellt  jede  elliptiscbe  Diffe- 
rentialgleicbung  von  der  Form 

y^^^^'^ — yiv^y^)  (1  -  x«y^  ~ 

ein  Kegelscbnittbtiscbel  dar,  und  jedes  Glied  desselben  ist  eine  partiku- 
lare Lösung.  Als  Coordinatenelemente  sind  bierbei  zu  Grunde  gelegt 
die  gemeinsame  reelle  Polare  des  Büscbels,  welcbe  den  Gmndkegelscbnitt 
in  P  und  Q  scbneiden  mag,  ferner  die  Tangente  in  P  und  die  Gerade, 
welcbe  von  P  nacb  einem  Grandpunkte  des  Büscbels  läuft.  Die  Tan- 
gente in  Q  scbneidet  die  Tangente  in  P  in  einem  Punkte  B;  dieser  ist 
der  zur  Polare  PQ  gebörige  gemeinsame  Pol  des  Büscbels.  Ziebt  man 
von  P  an  ein  Glied  des  Büscbels  die  beiden  Tangenten,  so  wird  deren 
Bertibrungssebne  durcb  den  Pol  R  laufen,  und  zwar  wird  sie  durcb  R 
und  seine  Polare  PQ  barmoniscb  getbeilt.  Es  bilden  also  diese  beiden 
Tangenten  mit  den  Geraden  PQ  und  PR  barmoniscbe  Strablen.  Jede 
dieser  Tangenten  bestimmt  auf  dem  Gmndkegelscbnitt  einen  Scbnittpunkt, 
M  und  N,  Legt  man  durcb  einen  derselben,  z.  B.  M^  von  dem  Pol  R 
eine  Gerade,  so  muss  diese  aucb  durcb  den  Punkt  N  bindurcbgeben ; 
denn  auf  dieser  Geraden  bestimmt  sowobl  der  Gmndkegelscbnitt,  als 
aueb  die  beiden  Geraden  PM  und  PN  ein  Punktepaar,  welcbes  dem  Pol 
und  dem  Durcbscbnitt  mit  der  Polare  barmoniscb  zugeordnet  ist.  Be- 
sebreibt  man  also  die  Lage  des  Punktes  9i  durcb  +  a  gegen  das  gewäblte 
Coordinatensystem ,  so  wird  N  durcb  —  a  bescbrieben.  Da  das  Entspre- 
cbende  aucb  für  die  Tangenten  gilt,  welcbe  von  Q  aus  an  das  betracbtete 
Büscbelglied  gezogen  werden,  so  werBen  aucb  deren  Scbnittpunkte  mit 
dem  Gmndkegelscbnitt  von  P  aus  unter  zwei  Gesicbtsstrablen  erscbeinen, 
welcbe  mit  PR  und  PQ  barmoniscb  sind.  Bestimmt  man  demnacb  den 
einen  durcb  +«,  so  wird  der  andere  durcb  die  Zabl  —z  bescbrieben. 
Das  betracbtete  Glied,  welcbes  in  der  generellen  Form 
a^yU+Bxy{x  +  y)  +  C{x  +  yy+Dxy  +  E{x  +  y) +  1=0 

seinen  Ausdruck  findet,  muss  demnacb  bei  der  besondern  Annabme  der 
Coordinatenelemente  färx  =  0  y  =  +  «undfara:=oo  y=+.fl  ergeben. 
Das  Eine  erfordert,  dass 

y*C  +  y£+l  =  0 

die  Wurzeln  +z,  das  Andere,  dass  die  Gleicbung 

y^A+yß  +  C:=^Q 
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die  Wurzeln  Hh  a  habe.  Es  ist  demnach  E=^0,  C=r jj  5  =  0,  -^  =  ;;i-i* 

Demnach  hat  die  Gleichung  dieses  Büschelgliedes  die  Form 

Die  Discriminante  dieser  Gleichnng  ist 

Zu  den  Wurzeln   dieser  Gleichung  gehören   gleiche  Werthe  y^   es  sind 

also   die  Wurzeln   die  Grundpunkte  des  Büschels  +1   und   +—•     Eb 

muss  daher  «  /        2)     \*  1 

a*z*  =  \   und   a*+z*-a*\l--^z*J  =1+-, 

sein.     Znr  Bestimmung  von  D  erhält  man  demnRch 

Bezeichnet  man,   wie  gebräuchlich,  ]^(1  — 2*)(1  — jc*e*)  durch  ^fz,  so  ist 

Es  giebt  also,  da  D  zweideutig  ist,  zwei  Büschelglieder,  welche  die 
Bedingung  erfüllen,  dass  für  a?  =  0  y=  +  2  wird.  Sie  finden  ihren  Aus- 
druck in  der  Gleichung 

Will  man  sie  beide  unterscheiden ,  so  kann  dies  dadurch  geschehen ,  dass 

man  den  Werth  von  -r—  für  a:  =  0  festsetzt.     Dieser  ist,  wie  die  Rech- 
dx 

nung  ergiebt,  ^^z^  so  dass,  je  nach  der  Wahl  der  Zeichen,  das  eine 

oder  das  andere  Büschelglied  gemeint  ist.     Hat  man  sich  für  den  Werth 

+  Jz  entschieden,  so  ergiebt  die  ^bige  Gleichung  zu  einem  x  zwei  War- 

zeln  y,  nämlich  _x/iz±zJx 

Will  man  dieses  Büschelglied  aus  der  Differentialgleichung 

dx    ,  dy 
Jx'-'  Ay 

bestimmen,    so    hat    man    die   Forderung    festzustellen,    dass   für  a:  =  0 

dy 
y  =  +  2  werde  und   -j-    für  a:  =  0  den  Werth  A  z  erhalte. 
dx 

Die  zweite  Forderung  führt  zu  der  Gleichung 

,   j.  ^  Ax      Ay 

und  die  erste  zu 


Kleinere  Mittheilungen.  61 


X  y  e 

^^    J  ^y         J  ^^' 


0  0    .  0 

Es  findet  demnach  die  transcendente  Gleichung 

X  s  ^ 


J  ^x-J   Jz    J  Jy 


in  der  algebraischen 
ihre  Lösnng. 

0 
Form 

irstelh 

0                0 
x/lz  +  z^x 

n.   EinüEudie  Da 

ing  der  Trägheits 

Ad.  Schumann. 


Schon  im  10.  Bande  dieser  Zeitschrift  (1865)  hat  Herr  Reje  be- 
wiesen, dass  ein  räumliches  Massen  System  hinsichtlich  seiner  Trägheits- 
momente anf  unzählige  Arten  durch  Tier  materielle  Punkte,  ein  ebenes 
Massensystem  dagegen  durch  drei  solcher  ersetzt  werden  kann.  Nachdem 
die  praktis«(he  Anwendung  dieser  Sätze  lange  Zeit,  wie  es  scheint,  von 
Niemand  yersucht  worden  war,  hat  Herr  Reye  selbst  in  einer  sehr  lesens- 
werthen  Abhandlung  („Einfache  Darstellung  der  Trägheitsmomente  ebener 
Figuren",  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure,  Jahrgang  1875, 
S.  401 — 408)  die  Zurückführung  auf  einzelne  Massenpunkte  an  einer 
Anzahl  ebener  Figuren  —  am  Dreieck,  Parallelogramm,  Trapez,  Para- 
belsegment, ferner  an  der  Ellipse  und  der  durch  concentrische  Kreise 
oder  durch  ähnliche  Parallelogramme  begrenzten  Ringfläche  —  wirklich 
durchgeflährt.  Bei  räumlichen  Massensystemen  ist  die  Reye 'sehe  Dar- 
stellung der  Trägheitsmomente  meines  Wissens  immer  noch  nicht  aus- 
geführt worden.  Es  möge  deshalb  gestattet  sein,  auf  diesen  Gegenstand 
einzugehen. 

Herr  Reye  geht  in  der  zuletzt  erwähnten  Abhandlung  von  dem 
Satze  aus,  dass  zwei  Massensysteme,  welche  beide  dieselbe  Gesammtmasse 
haben ,  dann  und  blos  dann  äquivalent  sind  (d.  h.  in  Bezug  auf  jede 
beliebige  Axe  oder  Ebene  des  Raumes  dasselbe  Trägheitsmoment  liefern), 
wenn  ihre  Gentralellipsoide  zusammenfallen.  Hierauf  gründet  er  den  fol- 
genden : 

„Concentrirt  man  in  jedem  Eckpunkte  eines  Parallelo- 
gramms, dessen  Seiten  die  Centralellipse  eines  ebenen  Mas- 
aensystems  berühren  und  zu  zwei  conjugirten  Durchmessern 
derselben  parallel  laufen,  ein  Viertel  der  Gesammtmasse  des 
Systems,  so  erhält  man  ein  System  von  vier  gleichen  Punkt- 
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massen,  dessen  Trägheitsmoment  bezüglich  jeder  beliebigen 
Axe  demjenigen  des  gegebenen  Massensystems  gleich  ist/* 

Auf  diesem  Satze ,  der  selbst  bei  beliebig  begrenzten  ebenen  Figuren 
leicht  angewendet  werden  kann,  beruht  ein  grosser  Theil  der  von  Herrn 
Keye  mitgetheilten  Resultate.  —  Welches  ist  nun  der  entsprechende  Satt 
für  räumliche  Massensysteme? 

Nennen  wir  bei  einem  Parallelepiped  zwei  Ecken  benachbart,  wenn 
sie  Endpunkte  einer  Kante  sind,  so  zerfallen  die  acht  Ecken  in  zwei 
Gruppen  von  je  vier  nicht  benachbarten.  Die  Ecken  einer  solchen 
Gruppe  bilden  ein  Tetraeder,  dessen  Kanten  für  das  Parallelepiped  Diago- 
nalen der  Seitenflächen  sind.     Es  gilt  nun  folgender  Satz: 

Umschreibt  man  dem  Gentralellipsoid  eines  Massensj- 
stems  ein  Parallelepiped,  dessen  Seitenflächen  paarweise 
drei  zu  einander  conjugirten  Diametralebenen  jenes  Ellip- 
soids  parallel  sind,  und  denkt  man  sich  in  vier  nicht  benach- 
barten Ecken  desselben  je  ein  Viertel  der  Gesammtmasse 
angebracht,  so  erhält  man  ein  System  von  vier  gleichen 
Punktmassen,  das  dem  gegebenen  äquivalent  ist* 

Denn  das  vierpunktige  und  das  ursprünglich  gegebene  Massensystem 
haben,  wie  man  leicht  einsieht,  bei  gleicher  Gesammtmasse  das  Gentral- 
ellipsoid gemeinschaftlich. 

Merkwürdigerweise  gestaltet  sich  also  die  Zurückführung  eines  Massen- 
systems auf  eine  möglichst  kleine  Zahl  von  Punktmassen  im  Saume  fast 
einfacher,  als  in  der  Ebene.  Denn  während  durch  den  oben  angeführten 
Rey  ersehen  Satz  ein  ebenes  Massensystem  erst  auf  vier,  also  noch  nicht 
auf  die  kleinstmögliche  Anzahl  von  materiellen  Punkten  zurückgeführt 
wird,  ist  Letzteres  bei  einem  räumlichen  Massensystem  bereits  der  Fallt 
wenn  man  das  oben  aufgestellte  Analogon  jenes  Rey  ersehen  Satzes  an- 
wendet. Wenn  es  auch  nach  dem  Obigen  verhältnissmässig  leicht  ist, 
ein  räumliches  Massensystem  auf  vier  materielle  Punkte  zu  reduciren,  so 
ist  es  doch  in  manchen  Fällen  bequemer  und  nicht  weniger  praktisch, 
das  System  durch  fünf,  sechs  oder  mehr  materielle  Punkte  zu  ersetzen. 
In  der  folgenden  Zusammenstellung  etlicher,  auf  die  einfachsten  Körper 
sich  beziehenden  Resultate  soll  in  erster  Linie  auf  derartige,  nicht 
aus  dem  oben  mitgetheilten  Satze  folgende  Darstellungen  Rücksicht  ge- 
nommen werden ;  dieselbe  macht  natürlich  keinen  Anspruch  auf  Vollstän- 
digkeit, vielmehr  sind  darin  nur  die  einfachsten  der  sich  in  Menge  dar- 


*  Das  aus  jenen  vier  Punkten  gebildete  Tetraeder  kann  auch  so  beschrieben 
werden:  Es  wird  in  den  Mittelpunkten  seiner  Kanten  vom  Gentralellipsoid  berührt 
und  die  drei  Verbindungsstrecken  gegenüberliegender  Eantenmittelpunkte  bilden 
drei  conjngirte  Durchmesser  des  Eliipsoids.  Die  Ecken  aller  derartigen  Tetraeder 
liegen  offenbar  auf  einem  zweiten  Ellipsoid,  welches  dem  ersten  ähnlich  und  ähn- 
lich zu  ihm  gelegen  ist  und  J^Smal  so  grosse  Dimensionen  hat. 
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bietenden  Eesnltate  mitgetheilt.     Würde  man  auch  negative  Massen  be- 
nützen,  wogegen  ja  theoretiscli  nichts  einzuwenden  ist,  so  würden  sich 
noch  weit  mehr  und  theilweise  interessantere  Sätze  ergeben.    Noch  werde 
bemerkt ,  dass  im  Folgenden  überall  Massen  von  constanter  Dichtig 
keit  vorausgesetzt  sind. 

1«  Tetraeder. 
Dasselbe  kann  ersetzt  werden: 

a)  (Reduction  auf  7  Punkte)  durch  die  sechs  Kantenmittelpunkte  je 
mit  ^,  sowie  den  Schwerpunkt  mit  f  der  Masse  des  Tetraeders; 

b)  (5  Punkte)  durch  die  vier  Ecken  je  mit  ^  und  den  Schwer- 
punkt mit  f  der  Tetraedermasse; 

c)  (4  Punkte)  durch  die  vier  Punkte,  welche  die  Strecken  vom 
Schwerpunkte  nach  den  Ecken  im  Verhältniss  1  :(^5  — 1)  theilen, 
je  mit  ^  der  Oe'sammtmasse. 

2*  Dreiseitiges  Prisma  (mit  parallelen  Endflächen). 
Es  können  angebracht  werden: 

a)  (9  P.)  je  -^  der  gesammten  Masse  in  den  Ecken  des  Prisma  und 
den  Schwerpunkten  seiner  Endflächen,  sowie  ^  der  Masse  im 
Schwerpunkt  des  ganzen  Körpers; 

b)  (8  P.)  je  ^  der  Masse  in  den  Ecken  des  Prisma,  je  f  in  den 
beiden  Punkten,  welche  die  Verbindungsstrecke  der  Endflächen- 
schwerpunkte in  drei  gleiche  Theile  zerlegen; 

c)  (6  P.)  je  3^  der  Gesammtmasse  in  den  Mittelpunkten  der  drei 
parallelen  Kanten,  je  ^  in  den  Schwerpunkten  der  beiden  End- 
flächen, sowie  ^  im  Schwerpunkt  des  Prisma; 

d)  (5  P.)  je  ^  der  Masse  in  den  Mittelpunkten  der  drei  parallelen 
Kanten,  |  in  jedem  der  beiden  Punkte,  welche  die  Verbindungs- 
strecke der  Endflächenschwerpunkte  im  Verhältniss  1 : 5  resp. 
5:1  theilen; 

e)  (4  P«,  unsymmetrisch)  je  -^  der  Masse  in  den  Schwerpunkten 
zweier  Seitenflächen,  je  ^  der  Masse  in  den  Halbirungspunkten 
derjenigen  beiden  Kanten  der  dritten  Seitenfläche,  welche  zu- 
gleich den  Endflächen  angehören. 

3.  Parallelepiped. 

Man  concentrire  von  der  Gesammtmasse  entweder  . 

a)  (6  P.)  je  ^  in  den  Mittelpunkten  der  Seitenflächen,  oder 

b)  (5  P.)  je  ^  in  vier  nicht  benachbarten  Ecken,  -|  im  Schwer- 
punkt des  Körpers,  oder 

c)  (4  P.)   je    \   in   den   vier  Punkten,    welche   die  Strecken   vom 
.  Schwerpunkte  nach  vier  nicht  benachbarten  Ecken  im  Verhältniss 

l:(/3-l)  theilen. 
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4.  Schiefer  elliptiseher  Cjllnder  (mit  parallelen  Endflächen). 
Derselbe  ist  a.  A.  äquivalent  dem  Schwerpunkt  des  Cjlinders  und 
den  Mittelpunkten  der  beiden  Endflächen,  je  mit  ^  der  Cjlindermasse, 
zusammen  mit  den  vier  Endpunkten  von  irgend  zwei  conjugirten  Durch- 
messern derjenigen  Ellipse,  in  welcher  eine  durch  den  Schwerpunkt 
parallel  zu  den  Endflächen  gelegte  Ebene  den  Cylinder  schneidet,  je  mit 
^  der  ganzen  M^sse. 

5.  Sehlefer  Kegel  mit  elliptischer  Basis« 

Man  versehe  die  vier  Endpunkte  von  irgend  zwei  conjugirten' Durch- 
messern der  Basis  und  den  Mittelpunkt  der  letzteren  je  mit  ^  der  Masse 
des  Kegels,  ferner  mit  f  der  gesammten  Masse  denjenigen  Punkt,  wel- 
cher die  Strecke  vom  Basismittelpunkte  nach  der  Kegelspitze  im  Verhält- 
niss  3  : 2  theilt ,  so  erhält  man  ein  sechspunktigßs  Massensystem ,  welches 
dem  homogenen  materiellen  Kegel  äquivalent  ist. 

6.  Ellipsoid. 

Man  erhält  eine  Beduction  auf  sieben  Massenpunkte,  wenn  man  je 
y'^  der  Gesammtmasse  in  den  sechs  Endpunkten  von  irgend  drei  zu  ein- 
ander conjugirten  Durchmessern,  sowie  ^  der  Masse  im  Centrum  des 
Ellipsoids  anbringt. 

Zum  Schluss  möge  noch  ein  recht  merkwürdiger  Satz  über  die  homo- 
gene materielle 

7.  Kugeloherflftche 

mitgetheilt  werden.     Nämlich: 

Beschreibt  man  derselben  irgend  einen  der  fünf  regel- 
mässigen Körper  ein  und  vertheilt  die  Masse  der  Kugel- 
oberfläche gleichmässig  auf  die  Ecken  des  regelmässigen 
Körpers,  so  erhält  man  ein  System  von  Punktmassen,  welches 
der  materiellen  Kugeloberfläche  äquivalent  ist. 

Der  entsprechende  Satz  in  der  Ebene  heisst:  Eine  homogene 
materielle  Kreislinie  ist  äquivalent  den  (sich  gleichmässig  in  die 
Gesammtmasse  theilenden)  Ecken  irgend  eines  einbeschriebenen 
regelmässigen  Vielecks. 

Was  den  Beweis  der  mitgetheilten  und  namentlich  die  Aufsuch- 
ung ähnlicher  Resultate  betrifft,  so  scheint  dazu  die  Methode  der  Car- 
tesischen  Coordinaten  sich  am  wenigsten  zu  eignen.  Ganz  wie  für  diesen 
Zweck  geschaffen  erweist  sich  dagegen  die  Möbius- Grassmann 'sehe 
Punktrechnung.  Wie  dieselbe  auf  diesem  Gebiet  zu  verwenden  sei,  habe 
ich  in  einer  kurzen  Mittheilung  zu  zeigen  versucht,  welche  demnächst 
in  den  „Mathematischen  Annalen'*  erscheinen  wird. 

Stuttgart,  Dr.  R.  Mehmkb, 

Repetent  am  PolytecbBikam. 


IV. 
Beiträge  sEur  graphischen  Dioptrik. 

Von 

F.  Kessleb. 


Hierzu  Taf.  IV  Fig.  1  —  17, 


Wenn  ein  homocentrisches  Lichtotrahlenbüschel  gespiegelt  oder  ge- 
brochen wird,  80  entwickelt  sieb  ans  den  abgelenkten  Strablen  im  All- 
gemeinen die  sogenannte  Brennfläcbe.  In  besonderen  Fällen  wird  diese 
in  einem  Brennpunkte;  beispielsweise  bei  der  Brechung  an  einer  Hohl- 
kugel  vom  Kadius  r  und  Brecbnngsverhältniss  n,  wenn  der  Strablpunkt 
a  (Fig.  1)  um  eine  centrale  Strecke  (n  +  l)r  von  der  Oberfläche  o  ab- 
steht und  die  gebrochenen  Strahlen  sich  dann  in  einem  Punkte  6  anf 
derselben  Centralen  im  Abstände  {n'\'l)r/n  vor  o  schneiden.  Betrachtet 
man  aber  ein  unendlich  dünnes  homocentrisches  Lichtstrahlenbüschel 
nach  seiner  Brechung  an  der  Ebene  oder  der  Kugel,  so  ergiebt  sich 
unter  Voraussetzung  endlicher  Einfallswinkel,  dass  im  Allgemeinen  die 
Brennfläche  auf  zwei  räumlich  gesonderte,  unendlich  kurze  gerade  Linien 
eingeschränkt  wird.  Eine  derselben,  welche  man  das  primäre  Bild 
genannt  hat,  liegt  normal  zur  Einfallsebene,  in  der  Brennfläche, 
die  andere,  das  secundäre  Bild,  in  der  Aze  der  Brennfläche,  also  in 
der  Einfallsebene,  normal  zum  brechenden  Flächenelement. 

Diese  den  Mathematikern  seit  geraumer  Zeit  bekannte,  auch  von 
Physikern,  z.B.  E.  Reusch,»  H.  v.  Helmholtz,»*  V.  v.  Lang,*** 
behandelte  Thatsache  findet  in  den  elementaren  Lehrbüchern  der  Physik 
selten  Beachtung.  Meistens  wird  daselbst  beim  Beginn  der  Dioptrik  die 
Brechung  aus  Wasser  nach  Luft  wie  Fig.  2  gezeichnet,  nämlich  zu  dem 
Strahle  aeo  ein  dem  Auge  o  erscheinendes  Bild  des  Gegenstandes  a  an- 
gegeben, zwar  nur  eines,  entweder  auf  der  kaustischen  Fläche  in  k  (das 


*  Beflenon  und  Brechung  des  Lichts  an  Bphärischen  Flächen  unter  Voraus- 
setzting  endlicher  Einfallswinkel  Poggeudorffs  Annalen  130,  S.  497—617  (1867). 
♦•  Physiologische  Optik  (1867). 
•*•  Einleitmig  in  die  theoretische  Physik  (1873),  $  182. 
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primäre)  oder  auf  der  Axe  derselben  in  c  (das  secnndäre),  oft  aber  anch 
jenseits  c  in  u,  wo  sich  wirklich  weder  das  eine,  noch  das  andere  be- 
findet. Letzte  Darstellangsweise  ist  also  völlig  falsch,  jede  der  beiden 
ersten  höchstens  halb  richtig.  Denn  mit  einem  Ange  kann  man  troti 
des  Accommodationsvermögens  nicht  beartbeilen ,  wo  sich  ein  Bild  befindet 
Eher  geschieht  dies  mit  zwei  Angen ,  wenn  man  folgendermassen  verführt 
Man  füllt  ein  möglichst  grosses  und  tiefes  durchsichtiges  Gefäss,  etwa 
ein  Aquarium,  ganz  mit  Wasser,  legt  auf  den  Boden  ein  weisses  Stein- 
chen a,  darflber  auf  einen  durch  die  Wände  des  Oefässes  gestützten 
Olasstreifen  ein  zweites  6.  Blickt  man  dann  bei  aufrechter  Stellung  des 
Kopfes,  wie  Fig.  3  in  Ca  valieri  -  Perspective  darstellt,  mit  beiden  Augen 
r,  /  schräg  auf  die  Wasseroberfläche,  so  sieht  man  a  nach  6  zu  gehoben 
und  stets  senkrecht  darunter,  in  c.  Neigt  man  sich  aber,  besonders  den 
Kopf,  so  weit  zur  Seite,  dass,  wie  Fig.  4  im  Durchschnitt  zeigt,  beide 
Augen  r,  /  mit  dem  Object  in  derselben  Verticalebene  liegen,  so  erblickt 
man  a  höher  gehoben  und  vor  fr  in  Ar,  so  dass  die  Brücke  mit  b  eine 
Strecke  nach  dem  Beobachter  zu,  bis  b'  geschoben  werden  muss,  wenn 
a  wieder  unter  b  erscheinen  soll.  Der  Punkt  c  ist  der  Ort  des  secun- 
dären  Bildes  von  a,  wogegen  k  nahezu  der  seines  primären. 

Zeigt  dieser  Versuch  schon  in  etwa,  dass,  wie  Reu  seh  a.  a.  0. 
sagt,  „noch  Manches  Eigentbum  der  elementaren  Optik  werden  kann", 
so  dürfte  es  sich  auch  lohnen,  die  dort  behandelten  Probleme  durch 
Ueberführen  auf  das  rein  graphische  Gebiet  ohne  goniometriscbe  Func- 
tionen oder  numerische  Rechnungen  zu  lösen  und  sie  damit  der  elemen- 
taren Behandlung,  um  nicht  zu  sagen  leichter,  doch  von  einer  andern 
Seite  zugänglich  zu  machen.  Hierfür  eignet  sich  besonders  die  schon 
früher  von  mir  zur  Lösung  dioptrischer  Probleme  benutzte  Methode,* 
den  gebrochenen  Lichtstrahl  mittels  zweier,  der  brechenden  Kugel  coo- 
centrischen  Kreise  zu  zeichnen ,  wobei  man  nach  einer  für  jede  brechende 
Fläche  einmal  gemachten  Vorzeichnnng  nur  gerade  Linien  zu  ziehen  bat 
Indem  ferner  für  centrale  Strahlen  jene  Kugeln  in  Ebenen,  Kreise  in 
Gerade  übergehen,  lassen  sich  gleicherweise  die  Bildgrössen,  die  Lage 
der  Fundamentalpunkte  und  alle  auf  die  Brechung  der  Lichtstrahlen  in 
centrirten  Linsensjstemen  bezüglichen  Gesetze  leicht  auffinden. 


1.  Bestimmung  der  Lage  des  primären  Bildes  an  der  Kugel.  Stellt 
(Fig.  5)  der  Kreis  K  um  c  den  Durchschnitt  der  Einfallsebene  mit  einer 
Kugeloberfläche  dar  und  ist  n  das  BrechnngsverhäUniss,  so  bcFchreibt 
man ,  um  sofort  beliebige  Strahlengänge  zeichnen  zu  können ,  aus  c  noeb 

*  Annalen  der  Physik  und  Chemie,  Nene  Folge  15|  S.  830  —  334  (1888). 
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zwei  Kreise:  Kn  mit  n  mal  grösserem  and  Afi/«  mit  n-mal  kleinerem 
Halbmesser  als  AT.  Trifft  dann  ein  in  der  Richtung  $a  kommender  Strahl 
den  Kreis  iT  in  a,  and  schneidet  derselbe  den  Kreis  iT«  aaf  der  a  ent- 
gegengesetzten Seite  in  6,  so  zieht  man  hc  bis  d  SLuf  I^i/n  and  erhält  ad 
als  Aastrittsstrahl.  Denn  weil  bc/acssac/cd^  so  ibX  ^abcf\i  dac,  mit- 
hin der  Aastrittswinkel  cad=iabc\  and  wird  dieser  mit  ßy  der  Einfalls- 
winkel bac  mit  a  bezeichnet,  so  ist  8ina/sinß=>  bc/ac^=n. 

Um  nun  das  primäre  Bild  eines  bestimmten  aaf  der  Geraden  sa 
befindlichen  and  in  dieser  Richtung  strahlenden  Punktes  p  zu  zeichnen, 
denke  man  sich  zwei  von  p  ausgehende,  mit  pa  unendlich  wenig  diver- 
girende,  in  derselben  Einfallsebene  liegende  Strahlen  po^,  pa^  analog 
behandelt,  also  6|,  b^  auf  A'nt  ^n  ^9  auf  ^1/119  schliesslich  die  Austritts- 
strahlen o^d^y  a^d^  construirt,  welche  ad  in  9,  dem  primären  Bildpunkte 
von  p,  sehneiden  werden.  Beschreibt  man  über  ac,  6c,  cd  Halbkreise, 
deren  erster  und  zweiter  ab  in  0,  erster  und  dritter  ad  in  e  schneiden, 
zieht  CO,  ferner  oe  bis  /  auf  6c,  so  ist  Lcoe  =  cae=:cbOj  folglich  0/ 
normal  6c,  Laco  =  dce^  also 

1)  ^elc  c>^  dec  r^  aoc  und   A  c/o  ro  cca  c>jco6. 

Denkt  man  sich  die  Geraden  o{aj,  «fg»  ^1»  ^2)»  ^Ki  '"2»  ^1»  ^'2)»  ^K»  ''2) 
gezogen  und  setzt  La^pa^=söy  La^ca^=  b^  Lb^cb^^rf^  i.rtj^rtj  =  t,  so 
wird  mit  Rücksicht  auf  die  über  ar,  bc,  cd  beschriebenen  Halbkreise 
La^oa^  =  a^ea^  =  a^ca^=  Zy  Lb^ob^  =  bj^cb^  =  d^ed2  =  tjy  und  wegen  un- 
endlicher Kleinheit  dieser  Winkel 

i/t=aq/aej     i/fl  =  de/dq^    also    i/fi  =  aq.de/ae,dgy 
femer 

i/d  =  ap/aOy    S/fi  =  bo/bpy    also    s/i^s^ap.bo/ao.bp^ 

also 

aq.de      ap.bo 


2) 

3) 


ae.dq      ao.bp 
Da  wegen  der  Aehnlichkeiten  1)  bo/ao^^aelde  ist,  so  folgt  aus  2) 
60'      bp.aq      ae^ 


ao*      ap,dq      de* 
Nimmt  man  anstatt  p  einen  unendlich  weit  entfernten  Strahlpunkt  cd 
auf  as  an   und  ist  dessen  Conjunct  ^,  so  folgt  aus  3),   indem  6cD  =  aa> 
gesetzt  werden  kann,  ag/dg^bo^aoK     Liegt  dagegen  ein  Punkt  /"auf 
sa  so,   dass   sein  Conjunct  unendlich   weit  fällt,   so   folgt  analog  bf/af 
=:a(^/ad^y  und  Gleichung  3)  erweitert  sich  zu 
D        n)       iiD            IV)      V) 
bd*  _^bf  ^bp.aq ^  _  «^  ^ 

'  äo^'~"af'^  ap.dq  ""  dg'~ de^ 

Die  Gleichung  II) — IV)  dieser  Kette  lehrt,  dass  die  aus  den  Aehnlich- 
keiten >)  erhellende  Proportionalität  der  einzelnen  Stücke  der  Dreiecke 
cba  und   dac  sich  auch   auf  die  Verlängerungen  af  und  dg  erstreckt. 

6* 
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Vweam  wie  ferner  s«  Sebliefleeades  wird  besonders  klar,  wenn  man  de& 
swffiten  Sehnhtpmikt  des  Kreises  K  anf  dem  Einfallstrahl  dnreh  k  be- 
seidmeC,  desgleichen  den  Ton  liy^  auf  dem  Anstrittsstrahl  dnreh  t,  iroiiiit 
kössoa^  ie^ssed  wird,  dann  ^cba  nebet  e/"  ans  Fig.  5  umgekehrt  in 
Fig.  6  mit  A  cad  nebst  dg  in  den  gleichen  Winkeln  c  snsammenlegtf 
anch  noch  ^elo  ebenso  binznfligt.  Man  ersieht  dann  leicht,  welcher 
Weg  Ton  der  Gleichnng  4)  I)— U)  anf  (Fig.  5) 

5)  bhjho  =  oa/afcs  bo/of, 
sowie  Ton  Gleichnng  4),  IV) — V)  anf 

6)  ai/ie  =  cd/ dg  =  ae/eg 
fUirt,  nnd  wamm  schliesslich 

7)  oa/afs=ioe/elf  sowie  ae/eg^=oe/el^ 
mithin  ag  parallel  /"/,  anch  e/*  parallel  gl  ist. 

<-  Setzt  man  fp=sx^  gq=zy^  dg=^t^  ag  =  m,z  nnd  beachtet,  AMaßbe 
ssn.aCf  folglich  (rergL  Fig.  6)  af=»n.z^  5/*=n.fit.t  ist,  so  gebt  Gleich- 
nng 4)  III)— IV)  aber  in 

{m.n.z  +  x)(m.z+y)      m.z 


woraus  folgt 


{n.z  +  x){z  +  y) 


oder  restitnirt 

8)  of.ag=zfp.gq. 

Gleichnng  8),  nebst  dem  ans  Gleichung  7)  unmittelbar  GefolgerteDi 
dass  aflg  ein  Parallelogramm  ist,  lehrt,  dass  jegliche  Gerade,  welche 
zwei  auf  dem  gebrochenen  Strahle  sad  gelegene,  wie  p  und 
g  conjugirte  Punkte  rerbindet,  durch  den  Punkt  /  gehen 
muss,  oder:  dass  der  Punkt  /  ein  F ix p unkt*  für  derartige  Verbin- 
dungsgeraden  ist. 


*  Die  Lage  dieses  Fizpunktes  l  ist  bereüs  yon  Ben  seh  a.  a.  O.,  aber  mehi 
arithmetisch  als  graphisch  bestimmt  worden.  In  seiner  Fig.  6,  welche  die  Abbil- 
dung an  der  Eagel  allgemein  erläutern  soll,  befindet  sich  derselbe  mit  J  bezeichnet 
an  einer  Stelle,  die  er  in  keinem  der  ans  den  Alternativen  n^  1,  r^  0  sich  er- 
gebenden yier  möglichen  Fälle  wirklich  erhalten  kann,  nämlich  bei  0  (J)  tmaerer 
Fig.  5,  ausserhalb  des  von  den  secandären  Brennstrecken  gebildeten  Parallelo- 
gramms asci.  Daher  schneidet  bei  Keusch  die  Verbindung  des  primären  und 
des  secnndären  Fizponktes  (letzterer  ist  der  Mittelpunkt  der  Kugel)  den  Einfalls- 
strahl  in  einem  Punkte  Z,  der  identisch  mit  unserem  Paukte  h  sein  sollte  und 
doch  scheinbar  auf  der  entgegengesetzten  Seite  yon  a  liegt.  Diese  Figur  (6, 
Benach)  ist  also  graphisch  unrichtig  und  hat  nur  eine  analytische,  keine  dar- 
bteilende Bedeutung.  Dagegen  haben  in  Keusch  Fig.  10  (Abbildung  durch  eine 
Linse)  die  Fixpunkte  J,  Jx  richtige  Lagen.  Die  von  Reu  seh  gegebenen  Coordi- 
nuten  des  Fizpunktes  2,  bezüglich  des  Einfalls-  und  Austrittsstrahles 'als  Azen, 
finden  sich  anch  aus  unserer  Figur  leicht,  z.  B.: 
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Hiernach  bestimmt  sich  die  Lage  Ton  q  als  des  primär  mit  p  über 
den  Einfallspnnkt  a  conjngirten  Punktes  folgendermassen« 

Man  zeichnet,  wie  eingangs  beschrieben,  den  Aoftrittsstrahl  ad^ 
liebt  CO  normal  zu  a6,  ol  normal  zn  6c,  endlich  pl  bis  q  anf  ad. 

Für  einen  zwischen  f  nnd  a  gelegenen  Strablpnnkt  p'  (Fig.  5)  würde 
der  CoDJnnct  q*  anf  die  VerlXngemng  von  ad  über  a  hinaus  fallen. 

2.  Bestimmung  der  Lage  des  primären  Bildes  an  der  Ebene  dnroh 
AUeitnng  ans  voriger  Constmotion.  Denkt  man  sich  (Fig.  5)  den  Ra- 
dius der  Kugel  veränderlich,  den  Einfallswinkel  aber  constant,  so  bleibt 
bis  auf  p,  q  nnd  die  davon  abhängigen  Strahlen  die  Figur  sich  selbst 
Shnlicb,  insbesondere  die  Richtung  ai  dieselbe.  Wird  also  der  Radius 
der  Kugel  unendlich,  mithin  das  Flächenelement  a^a^  eben,  so  liegt 
daher  der  Fixpunkt  /  im  Unendlichen.  Die  Lage  von  q  bestimmt  sich 
alsdann  dadurch,  dass  man  zu  der  Geraden  al  der  Figur  durch  p  eine 
Parallele  bis  q  auf  ad  zieht.  Oder  ist  (Fig.  7)  p  das  Homocentrum  eines 
auf  die  Ebene  M^M^  fallenden  unendlich  dünnen  Strahlen fKchers,  ah  das 
Einfallsloth ,  n  das  Brechungsverhältniss,  und  soll  das  primäre  Bild  des 
Punktes  p  construirt  werden,  so  nimmt  man  auf  oA  oder  auf  dessen  Ver- 
Ungemng  über  a  beliebig  einen  Punkt  c  an,  aus  welchem  man  mit  den 
Radien  n.ac,  ac/n  die  Kreise  ATn,  Ki/n  beschreibt,  findet,  wie  bei  Fig.  5, 
die  Punkte  b^  d^  o^  l  und  zieht  zu  a/  durch  p  eine  Parallele,  die  acf  in 
dem  gesuchten  Punkte  q  schneidet. 

Man  kann  auch,  nachdem  mit  d  die  Richtung  des  Austrittsstrahles 
gefunden  ist,  zu  M^M^  durch  p  eine  Normale  ziehen,  die  auf  ad  in  q' 
die  Lage  des  secundären  Bildes  bestimmt,  bc  verlängert  in  8  schneidet. 
Zieht  man  dann  st  normal  zu  bp^  tu  normal  zu  6«,  so  schneiden  sich 
up  und  ad  \u  dem  primären  Bildpunkte  q, 

S.  Directe  Constmotion  der  Lage  des  primären  Bildes  an  der  Ebene. 

Will  man  den  speciellen  Fall  der  Brechung  und  Abbildung  an  der  Ebene 
anabhängig  von  dem  allgemeinen  bezüglich  der  Kugel  behandeln ,  so  ist 
auch  erst  graphisch  das  Aenderungsgesetz  conjugirter  Brechungswinkel 
an  der  Ebene  zu  ermitteln. 

Liegt  (Fig.  8)  das  Homocentrum  c  eines  unendlich  dünnen  Strablen- 
ftehers  in  der  brechenden  Ebene,  ist  ch  das  Einfallsloth ,  n  das  Brechungs- 
verhältniss, so  beschreibt  man  aus  c  zwei  Kreise  K^  A^«,  deren  Radien 
sich  wie  1  zu  n  verhalten.  Schneidet  K  den  Strahlenfächer  in  a^^  a^  a^^ 
so  legt  man  zum  Einfallsloth  durch  a^,  a,  a^  Parallelen  bis  &|,  6,  6,  auf 
K^  und  zieht  den  Strahlenfächer  c(6j,6,  6,).     Dann  sind  ach^  bch  oder 


"'      ^       bd  sm(«-ft  nsm(«-/J)     ncoßß-cosa' 
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caoy  cbo  die  conjagirten  Brechungswinkel ,  a^ca^ss^fa,  b^cb^s=jß 
deren  relative  Aendeningen.  Zieht  man  die  Geraden  o(a^^a^^b^^b^)^  so 
sind,  wie  die  über  ac^  bc  beschriebenen  Halbkreise,  beide  durch  o  gebend, 
zeigen,  La^oa^=  Ja,  b^ob^^=  Jß^  also  Ja/ Jß^s=bolao, 

Bilden  also  awei  conjugirte  Brechungswinkel  ein  Drei- 
eck, so  yerhalten  sich  deren  Aenderungen  indirect  wie  die 
ihnen  anliegenden  Abschnitte,  in  welche  ihre  gemeinschaft- 
liche Seite  durch  das  aus  der  dritten  Ecke  gefällte  Loth  ge- 
t heilt  wird. 

Goniometrisch  heisst  derselbe  Satz:  Ja/Jßs^tga/igß  und  wird  als 
Ableitung  aus  dem  Brechungsgesetz  gewöhnlich  in  der  Form  JajAß 
=  n,cosß/cosa  gegeben. 

Das  Ganze  ist  in  Fig.  9  besonders  dargestellt.  Sind  a,  ß  conjugirte 
Brechungswinkel,  so  verhalten  sich  die  ihnen  gegenfiherliegenden  Seiten 
bc^  ac  wie  die  Geschwindigkeiten  des  Lichts  in  den  zugehörigen  Mitteln. 
Ist  CO  normal  zu  a6,  und  natürlich  Lbca=y  der  Ablenkungswinkel,  so 

ist  Ja/bo=^  Jß/ao=:  Jy/^^' 

Da  nun  bei  Strahlen  an  einer  Ebene  die  Einfallswinkel  durch  irgend- 
welche Parallelverschiebung  nicht  geändert  werden,  so  kann  man  an- 
beschadet  der  Anwendung  des  eben  Bewiesenen  das  Homocentrum  auch 
nach  a  ausserhalb  der  brechenden  Ebene  verlegen  und  dafür  (Fig.  10) 
gesonderte  Einfallspuokte  c^,  c,  c^  annehmen.  Um  dann  möglichst  ein- 
fach zu  allen  durch  a  gehenden  Strahlen  die  conjugirten  Austrittsstrahlen 
zu  erhalten,  trägt  man  auf  dem  Lothe  oa  die  Strecke  od  =  n.oa  ab, 
zieht  zur  brechenden  Ebene  durch  d  eine  Parallele,  die  den  Strahlen- 
fächer in  ^1,  «,  e^  schneidet,  beschreibt  aus  c^,  c,  c^  mit  ^^^j,  ce^  c^e^ 
Kreise  bis  6^,  6,  6^  auf  oa  und  zieht  alle  o6,die  sich  in  /",  dem  Con- 
juncte  von  a,  schneiden  müssen. 

Die  Lage  des  Punktes/  lässt  sich,  wie  früher  die  von  9,  analytisch 
bestimmen.  Denkt  man  sich  durch  f  einen  Kreis  gelegt,  der  die  Ebene  in  c 
berührt,  so  müssen,  da  auch  c^,  c,  als  in  dessen  Peripherie  liegend  an- 
gesehen werden  dürfen,  alle  auf  CjCg  stehenden  und  auf  jener  Peripherie 
scheitelnden  Winkel  gleich  c^fc^  =  Jß  sein.  Schneidet  derselbe  Kreis 
den  Einfallsstrahl  in  g,  und  denkt  man  sich  gic^^c^)  gezogen,  so  wird 
also  auch  Lc^gc^^=  dß  sein.  Da  aber  Ja  =  c^ac^^  nach  dem  vorigen 
Satze  Ja/Jß  =  bo/ao  und  Lc^acjLc^gc^^=gc/ac  wegen  unendlicher 
Kleinheit  dieser  Winkel  ist,  so  muss  bo/ao^gc/ac^  d.  h.  6 y  parallel  co 
werden.  Schneidet  endlich  gedachter  Kreis  das  mittlere  Einfallsloth  in  A, 
so  sind  L  cgh  und  L  cfh  Rechte  und  man  kann  also  die  Lage  des  Punktes 
f  folgendermassen  finden. 

Man  zeichnet,  wie  eben  erklärt,  die  Richtung  des  Austrittsstrables 
hCy  legt  zu  CO  durch  b  eine  Parallele  bis  g  auf  m,  zieht  zu  cg  durch  g 
eine  Normale  bip  ^  ^i^f  dem  Einfallsloth,  endlich  hf  normal  auf  6c. 
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Bei  der  AnsfübruDg  von  Fig.  10  war  ns=:4ß  angenommen.  Fig.  11 
zeigt  dieselbe  Construction  nebst  Beweisbilfslinien  unter  gleicber  Beseich- 
nnng  für  den  reciproken  Wertb  n'=zS/4. 

^immt  die  Zeicbnnng  ein  zu  grosses  Feld  in  Anspmcb,  so  zieht 
man  (Fig.  10)  von  einem  beliebigen  Punkte  u  des  Einfallslothes  die  Lothe 
uw  auf  ae^  uv  auf  6c,  endlich  zu  tvv  durch  g  eine  Parallele  bis  f  auf 
bc.  Oder,  da  Lfhg^Lfcg^y,  L/'gh=fch=^ß,  also  Lcfg^^  —  a 
=  cgb,  daher  A  Cöf/rv)c6^,  seist  cb/cg  =  cg/cf^  und  man  kann,  nach- 
dem b  und  g  erhalten  sind,  f  auch  folgen dermassen  bestimmen.  Man 
beschreibt  aus  c  mit  cg  einen  Kreis  bis  i  auf  c6,  zieht  zu  ei  durch  g 
eine  Parallele  bis  /*  auf  bc.  Keusch  zieht,  nachdem  6  erhalten  ist 
(Fig.  12),  zu  oc  Parallelen  durch  a  bis  ^,  durch  b  bis  /  auf  dem  Ein- 
fallsloth,  SU  normal  auf  ae,  iv  normal  auf  6c,  endlich  zn  uv  durch  a 
eine  Parallele  bis  f  auf  6c.  Aehnlich  ist  Fig.  10:  ax  normal  auf  do  bis 
auf  brechende  Ebene,  xb  bis  h  und  dann  wie  oben. 

4.  ZeiehiLTing  centraler  Strahleng&nge.  Wenn  auf  eine  brechende 
Kugelfläche  Strahlen  unter  unendlich  kleinen  Winkeln  einfallen,  so  er- 
geben sich  die  Austrittsstrahlen  nach  unserer  Methode  dadurch,  dass  man 
die  erforderliche  Vorzeichnung  in  einem  normal  zur  A&e  unendlich  ver- 
grSsserten  Maassstabe  entwirft,  d.  h.  an  Stelle  der  Kreise  die  Ordinaten 
ihrer  Scheitelpunkte  treten  lässt.  Die  unendlich  kleinen  Brechungswinkel 
erscheinen  dann  in  endlicher  Grösse.  Dieser  Uebergang  ist  von  Fig.  13 
nach  Fig.  14  dargestellt.  In  Fig.  13  sind  oberhalb  der  Aze  die  Wege 
zweier  von  p  ausgegangener,  unter  endlichen  Winkeln  auf  die  Fläche  JST, 
deren  Radius  oc  =  r  ist,  eingefallenen  Strahlen  mittels  der  Hilfskreise 
Ufa,  üTj/,,,  deren  Radien  cs  =  n,r,  ct^=^r/n^  construirt,  woraus  der  nach 
den  Grössen  des  Einfallswinkels  ii^  v  veränderlich  gelegene  secundäre 
Conjunct  t/^,  t/y  hervorgeht.  Unterhalb  der  Axe  (Fig.  13)  gilt  ein  reci- 
prokes  Brechungsverhältniss  n'=l//}:  daher  dieselben  Hilfskreise  in  um- 
gekehrter Bedeutung  und  Benutzung.  In  einem  Falle  ist  hier  der  Con- 
junct u.  Für  unendlich  kleine  Einfallswinkel  geht  diese  Figur  in  Fig.  14 
mit  analoger  Bezeichnung  über.  An  Stelle  der  Kreise  K^  K^^  ^w  treten 
die  nach  den  Scheitelpunkten  benannten  Normalen  0,  5,  T.  Der  alsdann 
zu  p  conjngirt  sich  ergebende  Punkt  Uq  wird  offenbar  unabhängig  von 
der  Elevation  de^  Strahles  pa^y  coincidirt  also  auch  mit  dem  diesfälligen 
primären  Conjunct. 

Die  Beziehung,  in  welcher  unsere  Constructionsmethode  zu  anderen 
bereits  bekannten  dieser  Art  steht,  mag  aus  Fig.  15  ersehen  werden. 

I.  Fttr  die  Methode  Reusch*  lassen  sich  S  und  7  benutzen,  weil  ja 
(r  +  wr)/(r4-r/n)  =  n/l  iat.  Der  Einfallsstrahl  schneidet  T  in  g.  Man  zieht 

*  Constructionen  zur  Lehre  von  den  Haupt-  und  Breonpunkten  eines  Linsen- 
BjrBtems.    1870,  §  2  S.  3. 
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zu  ac  durch  g  eine  Parallele  bis  h  anf  S  und  erhält  ah  zU  Anstritti- 
strahl. 

II.  Für  die  Methode  Oavarret*  dienen  die  Ordinalen  F^  F'  der 
Brennpunkte  fy  f.  Wird  FTom  Einfallsatrahl  in  t  geschnitten,  8(w siebt 
man  zu  et  durch  a  eine  Parallele,  welche  der  Austrittsstrahl  ist.  Oder 
man  zieht  zum  Einfallsstrahl  durch  c  eine  Parallele  bis  j  auf  F\  vonacb 
aj  der  Austrittsstrahl  ist. 

IIL  Für  die  von  Ferraris**  benutzte  Methode  macht  man,  wenn 
der  Einfallsstrahl  die  Mittelpunktsordinate  C  in  k  schneidet,  auf  letzterer 
cl^i^ck/ny  alsdann  ist  al  der  Austrittsstrahl. 

Es  leuchtet  ein,  dass  ah^  aj\  al  mit  dem  nach  unserer  Methode  ge- 
zeichneten Wege  ad  coincidiren. 

Als  Beispiel  allgemeiner  Anwendbarkeit  dieser  Methode  folge  die 
Bestimmung  der  Fundamentalpunkte  einer  Linse,  sowie  die  eines  Bild- 
ortes und  Bildgrössenverhältnisses  bei  derselben.  Sind  (Fig.  16)  o, ,  o,  die 
Scheitelpunkte,  c^ ,  c,  die  Mittelpunkte  der  Fl&chen  einer  Linse,  sind  auch 
die  Ordinalen  0|,  O,,  dann  nach  dem  BrechungsrerhSltniss,  wie  bei 
Fig.  14,  5|,  7\  fttr  die  erste,  ^,  T,  für  die  zweite  Fläche  construirt,  und 
schneidet  ein  axen parallel  zuerst  auf  0^  in  a\  einfallender  Strahl  die  S^ 
in  6\,  so  zieht  man  c^b\  bis  d\  auf  J|,  a\d\  bis  a'^  auf  0,  und  bis 
b\  auf  S,,  c^b\  bis  d\  auf  T,,  d\a\  bis  f"  auf  der  Axe  und  bis  g  anf 
dem  Einfallsstrahl,  zur  Axe  normal  durch  g'  bis  h'  auf  der  Axe.  AU* 
dann  ist  f*  der  aweite  Brennpunkt,  h'  der  zweite  Hauptpunkt  der  Linse. 
Oeht  man  ron  einem  axenparallel  in  entgegengesetzter  Bichtung  zuerst 
auf  0^  einfallenden  Strahle  aus,  so  ergiebt  sich  analog  /als  erster  Brenn- 
punkt, h  als  erster  Hauptpunkt« 

Um  den  Ort  des  Bildes  eines  Objects,  das  in  einer  zur  Axe  senk- 
rechten Ebene  liegt,  sowie  das  GrösseuTerbfiltniss  beider  unabhängig  von 
der  Kenntniss  der  Fundamentalpunkte  zu  finden,  nimmt  man,  wenn  die 
Objectebene  ron  der  Axe  in  p  geschnitten  wird ,  einen  beliebigen  von  p 
aus  in  (<ij)  auf  Oj  einfallenden  Strahl  und  erhält  nach  obigem  Verfahren 
die  Punkte  (Äj,  («fj),  (a,),  (Ä^),  (dg),  g^  wonach  q  das  Bild  von  p  ist.  [Be- 
hufs grösserer  Deutlichkeit  durch  Ersparniss  von  Linien  in  Fig.  16  ist 
der  Einfallsstrahl  so  geführt,  dass  (6^)  mit  b\,  (dj)  mit  d\  coincidirt.] 
Schneidet  sodann  der  zur  Construction  des  zweiten  Brennpunktes  be- 
nutzte Einfallsstrahl  a\b\  (anstatt  welches  auch  ein  beliebiger  anderer, 
nur  nicht  ein  durch  p  gehender  Strahl  genommen  werden  dürfte)  die 
Objectebene  in  p\  der  zu  a\b\  conjugirte  (hier  durch  f  gehende)  Aus- 


*  Constructionen  etc.  §  6  S.  8. 

**  Die  Fnndamentaleigenscbaften  der  dioptrischen  Instrumente.     Uebereetit 
Yon  F.  Lippich.    1879,  Art  4  S.  6. 


Von  F.  Kbsslbr.  73 

trittsstrahl  ^%a\  die  Bildebene  in  q\  so  ist  q'  das  Bild  von  p\  mithin 
qq'/pp   das  verlangte  Bildgrössenverhftltniss. 

Um  lediglich  die  Hauptpunkte  einer  Linse  zn  bestimmen,  ist  als 
Beispiel  in  Fig.  17  eine  convez-coDcave  dicke  Linse  mit  analoger  Be« 
leichnnng  gewählt.  Man  zieht  durch  t\  eine  beliebige  Gerade  bis  b^  auf 
5j  und  bis  d^  auf  7\,  parallel  hierzu  durch  c^  bis  h^  auf  S^  und  bis  d^ 
auf  7*2 ,  femer  d^  b^  bis  a^  auf  0^  und  bis  a^  auf  0^ ,  a^  b^  bis  h^  auf  der 
Aze,  desgleichen  a^d^  bis  A^.  Alsdann  sind,  wie  leicht  zu  beweisen,  A|,  h^ 
die  Hauptpunkte  der  Linse.  Die  Geraden  b^d^^  b^d^  schneiden  sich  übri- 
gens in  dem  optischen  Mittelpunkte  m  der  Linse. 

Wiesbaden,  September  1888. 
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V. 

Ueber  Länge  und  Vergrösserung,  Helligkeit  und 
Gesichtsfeld  des  Kepler-,  Bamsden-  und  Campani- 

Pemrohrs. 


Von 

ür.  C,  BoHN 

in  Aiohaffenbarg. 
(S  o  h  1  a  •  ■.) 


C.  Gesichtsfeld. 

Die  nach  Euler's  Vorgang  allgemein  übliche  Beschränkung  des 
GeBichtfifeldes  auf  solche  Punkte,  von  denen  noch  der  Hauptstrahl, 
d.  h.  der  durch  den  optischen  Mittelpunkt  des  Objectivs  gegangene  Strahl 
ins  Auge  gelangt,  werde  auch  hier  beibehalten. 

Für  die  mit  Sammellinsen -Ocular  versehenen  Fernrohre  Iflsst  sich 
bekanntlich  ein  Punkt,  der  sogenannte  Augenpunkt,  auf  der  optischen 
Aze  angeben,  durch  welchen  alle  vom  optischen  Mittelpunkte  des  Ob- 
jectivs gekommene  und  aus  dem  Augenglase  tretende  Strahlen  hin- 
durchgehen. Es  ist  das  der  Punkt,  in  welchem  das  reelle  Bild  des 
optischen  Mittelpunktes  des  Objectivs  durch  das  Ocular  (einfaches  oder 
zusammengesetztes)  entworfen  wird.  Dieser  Augenpunkt  liegt  um  etwas 
mehr  als  die  äquivalente  Brennweite  des  Oculars  hinter  dem  optischen 
Mittelpunkte  der  an  ihre  richtige  Stelle  gedachten,  dem  Ocularlinsen- 
system  äquivalenten  Linse.  Die  genaue  Berechnung  des  Abstands  des 
Augenpunktes  vom  Augenglase  ist  umständlich ,  derselbe  tritt  als  Wurzel 
einer  quadratischen  Gleichung  auf,  —  die  zweite  Wurzel  ist  negativ  und 
hat  keine  physikalische  Bedeutung.  Für  den  besondern  Fall  unendlicher 
Gegenstands-  und  unendlicher  Sehweite  berechnet  sich  einfach  der  Ab- 
stand des  Augenpunktes  vom  Ocular  gleich 

f+^     (G  =  00  und  d  =  oo). 

r 

Es  ist  nicht  nöthig,  das  Auge  so  weit  hinter  das  Augenglas  zu  entfer- 
nen, um  das  ganze  Gesichtsfeld  auf  einmal  zu  übersehen.  Denn  die 
Pupille  hat  eine  gewisse  Oeffnung  (mittlerer  Durchmesser  5  mm)  und  man 
kann,   ohne  Einbusse  am  Gesichtsfelde  zu  erleiden,   das  Auge  daher  so 


Ueber  Länge  und  VergrösseruDg  etc.     Von  Dr.  C.  Bohn.  75 

weit  Yorrttcken,  bis  die  PnpillenöfFnQDg  gleich  ist  dem  Querschnitte  des 
ans  dem  Augenglase  des  Oculars  tretenden,  vom  optischen  Mittelpunkte 
des  Objectivs  herkommenden  und  nach  dem  ,.  Augenpunkte''  convergiren- 
den  Strahlenbündels,  Hierauf  beschränkt  sich  bei  Fernrohren  mit  Sam- 
mellinsen -  Ocular  der  Einfluss  der  Pupillenweite  auf  das  Gesichtsfeld, 
während  bei  Galilei'schem  Fernrohre  (mit  zerstreuendem  Ocular)  die 
Grösse  des  Gesichtsfeldes  wesentlich  von  der  Oeffnung  der  Pupille  be- 
dingt wird.* 

Kepler  -Fernrohr. 

Das  Gesichtsfeld  des  Kepler -Fernrohrs  ist  ein  Kegel,  dessen  Spitze 

der  optische  Mittelpunkt   des   Objectivs,    dessen   Grundfläche  der  nicht 

abgeblendete  Theil  des  Augenglases  ist.     Bezeichnet  9  den  halben  OefT- 

Dungswinkel  dieses   Kegels  oder  Gesichtsfeldes,   so  findet  man   für   das 

Kepler-  Fernrohr : 

g 

45)  <^9ä=2/' 

wenn  wieder  s  den  Oeffnnngsdurchmesser  des  Augenglases  und  /  die 
Femrohrlänge  bedeuten.     Setzt  man  den  Werth  von  Ik  nach  Formel  3) 

GF 

ein,  schreibt  aber  der  Kürze  halber  B  für -^  so  erhält  man: 

(t  —  r 

s  f+d—e 

^^^  ''"'''=  2'ßf+iä-e)iB+f)' 

woraus  die  Sonderfälle: 

für  unendlich  fernen  Gegenstand: 

*91"'=TF+{d-e){P+n     ^^='°°^' 
für  unendlich  grosse  Sehveite: 

für  unendlich  fernen  Gegenstand  und  Accomodation  auf  parallele 
Strahlen:** 


*  Siehe  Bohn:  üeber  das  Gesichtsfeld  des  Galilei'schen  Femrohres.    CarTs 

Repertorium  IX,  97  (1878). 

**  Nimmt  man  an,  es  sei  die  OcularOffiiung  allezeit  derselbe  Bruchtheil  der 

Brennweite,  so  lässt  sich  die  Tangente  des  halben  Gesichtsfeldes  für  den  beson- 

dern  Fall  6r  =  Qo  und  i2  =  oo  in  die  Form  bringen: 

.               const      const     ,^  j  j        x 

*99k--^ "F+T    (^  =  <»  n^ad  d=o»). 

Der  häufig  in  den  Lehrbüchern  vorkommende  Satz ,  das  Gesichtsfeld  des  Kepler- 
Fernrohrs  sei  verkehrt  proportional  der  Vergrössernng,  ist  also  selbst  bei  Annahme 
der  besonderen  Bedingungen,  die  oben  ausgesprochen  sind,  —  nur  eine  massige 
Anoäherang. 
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^'P^'=j'Y+7    (^==^  ™*  rf  =  oo). 
Es   ist  also  allgemein  das  Gesichtsfeld  (genauer  die  Tangente  des 
halben  Oeffnungswinkels  desselben)  des  Kepler- Fernrohrs 

1.  proportional  dem  Oeffnnngsdnrchmesser  des  Oculars, 

2.  verkehrt  proportional  der  Länge  des  Fernrohrs. 
Das  heisst,  es  wird 

3.  mit  zunehmender  Brennweite  F  des  Objectirs  kleiner, 

4.  mit  zunehmender  Gegenstandsentfemung  G  grösser, 

5.  mit  zunehmender  Ocularbrennweite  f  kleiner, 

6.  mit  zunehmender  Sehweite  d  kleiner, 

Bemerkung.  Der  Augenabstand  e  ist  nicht  mehr  willkttrlich,  wenn 
das  grösstmögliche  Gesichtsfeld  ttberblickt  werden  soll,  sondern  mussdie 
oben  angegebene  Grenze  einhalten. 

Zahlenbeispiele  fOr  das  Gealohtafeld  des  Eepler-Femrohrs. 
I.    IT«  30  cm,   /'«=2cm,    e=  1  cm,- «  =  0,4/'=0,8cm,, 
d«a),    C  =  oo,    g)Ks=42'00"; 

<;»  1000  m       100  m         20  m 


rf=»20cm  ,  ^^^^g,^g„     43'06''     42'29' 

IL    Fc=40cm,   f^lcm,   «  =  0,5 cm,    «  =  0,4/=  0,4 cm, 
desQo,     €?=co,     9K  =  16'46"; 
._^.         J     C=  1000m      100m         20m 
*'-^^^°*  jyjc  =  16'47"     16-43"    16'32''. 

Bamsdea  -  Femiohr . 

Das  GesichUfeld  der  Fernrohre  mit  Collect! vglas  ist  ein  Kegel,  des- 
sen Spitze  der  optische  Mittelpunkt  des  Objectivs  ist  und  dessen  Grund- 
fläche  der  wirksame  Theil  des  CoUectivs  ist,  d.  h.  jener  Tbeil,  durch 
dessen  Verengerung  der  Strahlenkegel,  welcher  (ursprünglich  vom  opti- 
schen Mittelpunkte  des  ObjectiTs  herkommend)  schliesslich  aus  dem  Augen- 
glase  tritt  und  nach  dem  ,« Augenpunkte'*  conyergirt,  Terengt  würde. 

Die  ftlr  das  Gesichtsfeld  nütalichen  Oeffnungen  ron  CoUectiY  und 
Augenglas  bedingen  einander  derart,  dass  das  ganae  aus  dem  Collectiv 
tretende  Strahlenbündel,  welches  rem  optischen  Mittelpunkte  des  Objec- 
tiTS  ausging  und  nun  nach  einem  Punkte  auf  der  Axe  In  der  Elntfemung 
X  hinter  dem  CoUectiv  couTergirt,  dass  dieses  ganse  Strahlenbfindel  auch 
Durchgang  isa  Augenglase  finde,  Ist  ^  der  Oeffnungsdurchmesser  des 
Augenglases  und  «,  jener  des  ftbr  das  Gesichtsfeld  nütalichen  Theik  de8 
OeUeetiTS,  so  sause  aein  bei  Ramsden-Ocular: 

Die  Grösse  x  ist  aber  besünat  duidi: 
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,    1   _ 

1 

X 

'  ^-\r 

^«/ 
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woraus : 

Dies  benutzend,  erhält  man: 


25/+16/^ 

nnd  die  Verhältnisse  der  Oeffnnngsdnrchmesser  zn  den  Brennweiten  der 
Linse  verhalten  sich: 

^    s_     25/-- 20/* 

|/'V25/  +  16/ 

Das  heisst:  die  für  das  Gesichtsfeld  nützliche  Oeffnnng  des  Collectivs  ist 
ein  kleinerer  Brnchtheil  der  Brennweite,  als  das  beim  Angenglase  statt- 
hat Für  gegebenes  Augenglas  dem  Collectiv  die  für  das  maximale  Ge- 
sichtsfeld erforderliche  Oeffnnng  zn  geben,  ist  also  hinsichtlich  der  Aber- 
ration unbedenklich« 

Ist  nun  die  CoUectivöffnung  von  der  genügenden  Grösse  f^  (oder 
darüber),  so  berechnet  sich  die  Tangente  des  halben  Oeffnnngswinkels 
des  Gesichtsfeldes  im  Ramsden-Fernrohr: 

47)  i9<9R^-* 


2  /-!/• 

nnd  nach  Einsetzung  des  Werthes  von  Ir  [nach  Formel  5)] ,  Ausdrücken 
von  «2  durch  s  und  einigen  Zusammenziehungen  kommt: 

48^  to»»-i-  45[/-+2(rf-e)] 

worans  die  Sonderf&Ue: 

für  unendliche  Gegenstandsweite: 
v,^    -'  45[/'+2(d-e)l 

für  unendliche  Sehweite: 

'^^^^  2- 505  +  817     ^''  =  "^' 

für  unendliche  Gegen  Stands  weite  und  Accomodation  auf  parallele 
Strahlen : 

^g^«  =  i-5o/+8l/-     (G  =  ooundrf  =  oo). 

Allgemein  lassen  sich  für  das  Gesichtsfeld  des  Rams den -Fem rohrs 
dieselben  Schlüsse  ziehen,  die  unter  1),  dann  3)  bis  6)  für  das  Gesichts- 
feld des  Kepler- Femrohrs  bereits  aufgestellt  wurden. 


78      Ueber  Linge  a.  Vergrössernng,  Helligkeit  n.  Gesichtsfeld  etc. 

ZaMenbeiBpiele  fttr  das  Qe«iohtsfeld  des  Bamsden- Femrohrs. 

I.    F=30cm,   /•=2cm,    <?=lcin,    *  =  0,4/^=  0,8  cm, 
d=roo,    Cc=oc;     g)ii  =  lM4'27"; 

C=    1000  m  100  m  20  m 


''"■^^''°  '  91,  =  10  14' 47"     1«14'36"     1«13'48". 

II.    Fs=40em,   /"sslcm,    ß=0,5cm,    5  =  0,4/*=  0,4  cm, 
d=,oo,    C  =  oo;       9j,  =  29'47''; 

^^  J     C  =  1000  m       100  m         20  m 

rf-2ücm  j  ^^^29'46"     29'40"    29  19". 

FüT  AasrechnuDg  dieser  Beispiele  war,  da  schon  früher  die  Fem- 
rohrlftngen  berechnet  waren  (8.  30),  eine  andere  Formel  bequem,  die 
auch  selbatstftndig  Interesse  genug  bietet,  um  hier  raitgetheilt  zu  werden. 
Nämlich: 

s  45  ' 

Die  Vergleichung  der  Zahlen  in  den  Beispielen  für  Ramsden- 
Fernrohre  und  für  Kepler- Fernrohre  mit  gleichem  Objectiv,  Gegen- 
stands- und  Sehweite  und  gleichen  Brennweiten  des  Augenglases  lehrt 
schon,  dass  das  Gesichtsfeld  des  Ramsden-  fast  doppelt  so  gross  ist, 
als  jenes   des  Kepler- Fernrohrs.     Die  allgemeine  Vergleichung  liefert: 

'         tgipK  f+{d-e)'25Bf+(,ä-e){bOß  +  8in 

im   Besondern   fttr  annndliebe   OegensUndsweite  und  Accomodstion  auf 
parftUflle  Strahlen: 

Will  man  das  Gesichtsfeld  gleich  stark  yergrössernder  Sams- 
den-  und  Kepler- Fernrohre  bei  gleichem  Objectiv  u.  8.  w.  vergleichen, 
so    mus8    man    die   Brennweite  des   Augenglases  am  Ramsden-Ocular 

ffWisser  machen,   n Amiich  nach  11)  gleich  z—— — r-r-ri.-     Dadurch  wird 

y(a  —  €)  +  ^f 

das  Gesichtsfeld    des  Ramsden- Fernrohrs   ein    wenig  kleiner,   nämlich: 

»*    *x  /'+<'  — ^ 

51)  t9<PH'-=-^'9^ 


2       5Ä/"+(rf-<?)(5^  +  90 
ein  Ausdruck,  der  etwas  einfacher  ist,  als  der  früher  [48)]  gegebene,  in 
welchem  die  Brennweite  des  Augenglases  durch  ein  einfaches  Zeichen  (f) 
dai^^telU  ist. 

Für  unendliche  Gegenstands-  und  Sehweite  folgt: 
£  9 
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wie  man  leichler  durch  nnmittelhare  Benntznng  der  Formeln  14)  nnd  des 
hetreffenden  Sonderfalls  von  48)  finden  kann. 
Schliesslich  ergiebt  sich: 

52)  ^^  =  9-    ^/'+ («'-«)(»+/) 


und  im  Besondern: 

'MK^Q^ff      (Ce=oonndd-oo). 

Das  gleich  stark  vergrössernde  Ramsden -Fernrohr  hat  also  bei 
gleichem  A  bsolntwerthe  der  AugenglasÖffnnng  {s)  ein  annähernd  |- 
mal  so  grosses  Gesichtsfeld,  als  das  E  e  p  1  e  r  -  Fernrohr,  gleiches  Objectiv 
n.  s.  w.  vorausgesetzt.  Da  das  Angenglas  des  gleich  stark  vergrössernden 
Ramsden-Ocnlars  eine  grGssere  Brennweite  als  das  Kepler- Angenglas 
hat,  60  wird,  wenn  man  beiden  Augengläsern  gleiche  relative  OelT- 
ntiDgen  (im  Verhältniss  zu  ihren  Brennweiten)  giebt,  das  Gesichtsfeld  des 
Ramsden -Fernrohrs  noch  etwas  grösser.  Und  zwar  wird  annähernd 
(genan  bei  G  =  co  nnd  d  =  co)  bei  gleicher  relativer  Oe£Pnung  der  Werth 
des  Augenglases  am  Ramsd  en-Ocular  -^ mal  jenem  des  Kepler-Ocu- 
lars,  demnach  bei  gleicher  relativer  Oeffnung  der  Augengläser, 
das  Gesichtsfeld  des  gleich  stark  vergrössernden  Ramsden- 
Fernrohrs  nicht  annähernd  |-,  .sondern  annähernd  zweimal  so 
gross,  als  jenes  des  Kepler-Fernrohrs.     Genau: 

"^^T.V.'f    (^  =  -nndd  =  oo) 
tgVK,       bF+9f      ^  ^ 

(der  untere  Strich  am  Index  soll  andeuten  gleiche  Vergrösserung  der 
Femrohre  und  gleiche  relative  Oeffnung  der  Augengläser). 

Campani  -  Fernrohr. 

Die  einleitenden  Worte  zur  Untersuchung  des  Gesichtsfeldes  des 
Ramsden -Oculars  wären  hier  zu  wiederholen. 

Damit  die  ganze  Oeffnung  {s)  des  Augenglases  für  das  Gesichtsfeld 
des  Campani -Fernrohrs  nutzbar  werde,  muss  der  Durchmesser  s^  der 
CoUectivöffnung  der  Bedingung  genügen: 

wenn  x  bedeutet  die  Entfernung  des  Punktes  (auf  der  optischen  Axe), 
nach  welchem  die  ursprünglich  vom  optischen  Mittelpunkte  des  Objectivs 
herkommenden  Strahlen  nach  der  Brechung  im  Collectiv  (Brennweite  3/) 
convergiren.     Zur  Bestimmung  von  x  dient: 

1  ,    1   _  1 

worans: 
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Dies  benntxend,  erhftlt  man: 

und  die  Verhältoisse  der  Oeffnangsdurchmesser  an  den  Brennweiten  der 
Linsen  verhalten  sich: 

^r  r   /+4/ 

das  heisst:  das  Collectiv  braucht  nnr  eine  relativ  geringere  Oeffirnng 
zn  haben,  als  das  Angenglas  des  Campani-Ocnlars,  nm  das  Oesichts- 
feld  des  Camp  an  i -Fernrohrs  an  dem  von  der  Angenglasöffnnng  ab- 
hängenden Maximum  anwachsen  au  lassen.  Die  Vorbedingung  für  dieses 
ist  also  leicht  erfüllbar. 

Ist  nun  die  Collectivöffnung  von  der  genügenden  Grösse  s^  (oder  da^ 
über),  so  berechnet  sich  die  Tangente  des  halben  Oeffnungswinkels  des 
Gesichtsfeldes  im  Ca m p an i- Fernrohr: 

53)  /^^^=.^.__, 

und  nach  Einsetaung  des  Werthes  von  Ic  (nach  Formel  8),  Ausdrücken 
von  8^  durch  5  und  einigen  Zusammenziehungen  kommt 

54)  '^Vc=2'/?yr+(rf^,)(2/?+9n' 
woraus  die  SonderfUle: 

für  nnendlieh  ferne  OegensUndsweite: 

für  unendliche  Sehweite: 

für  unendliche  Gegenstandsweite  und  Accomodation  auf  parallele 

Strahlen : 

s  6 

*^^  =  1*27+97    ^^==^  ^^^  rf=<»). 

Allgemein  lassen  sich  für  das  Gesichtsfeld  des  Campani-Femrohrs 
dieselben  Schlüsse  aiehen,  die  unter  1),  dann  3)  bis  6)  für  daa  Gesichts- 
fehl  de«  Kepler- Fernrohrs  (S«  76)  und  für  jenes  dea  Ramaden- Fem- 
robf«  (S«  77)  bereita  aufgestellt  wurden. 

BsJüenbeiapiele  Ar  daa  Oesdohtafsld  des  Campani  «gemrohra» 
L    f'=30c«,   /=2cm,    i*=lcm,   $  =  0,4/'=0,Scm, 
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«^         l      C=    1000  m  100  m  20  m 

^"''"  )  (pe  =  lM6'57"     1046'44"     1«45'43", 

II.    F=40cm,    /•=lcm,    e  =  0,5cm,    *  =  0,4/"=  0,4  cm, 
rf=oo,    G==oo;      9?c  =  46'2l"j 
^^  j     6?=  1000  m      100  m        20  m 

^^-^"^"^  )  <pe  =  46'27"     46'19"    45'49^ 

Für  Ansrechnung   dieser  Beispiele   war,   da  schon    früher   die  Fernrohr- 
längen berechnet  waren  (S.  33),  bequemer  die  Formel: 

55)  ,^^,  =  .^.__. 

Obige  Zahlen  lehren,  dass  das  Gesichtsfeld  des  Campani- Femrohrs 
sehr  erheblich  grösser,  als  das  des  Kepler-  nnd  anch  recht  merklich 
grösser  als  das  des  Ramsden- Fernrohrs  ist,  welche  gleiches  Objectiv 
und  gleiche  Brennweite  des  Angenglases  haben,  ~  gleiche  Sehweite 
n.  s.  w.  vorausgesetzt. 

Die  allgemeine  Vergleichung  liefert: 

Sm  ^^=3    /'+^(^-^)       Bf+(d^e){B  +  f) 

und 


^71  ^5?£  =  JL   25g/-+(d-g)(50g  +  8l/-) 

'  igvR     ^'     ß/-+(d-e)(2i?  +  9/) 


Für  den  Sonderfall  unendlicher  Gegenstandsweite  und  Accomodation  auf 
parallele  Strahlen  folgt: 


^9vc^  g .    F+r 


lgq,K  2F+9f 

tgq>c  ^  ,50/^+81 /• 


(£;==Qo  und  d=oo). 


tgfpR      ^     2F+9/- 

Dem  grössern  Gesichtsfelde  des  Cam p an i- Femrohrs  steht  eine  ge. 
ringere  Vergrösserung  gegenüber.  Will  man  das  Gesichtsfeld  gleich 
stark  vergrössernder  Campani-  und  Kepler-Femrohre  verglei- 
chen, so  muss  man  (gleiches  Objectiv  u.  s.  w.  vorausgesetzt)  in  dem  Aus- 
drucke für  tgg>c  [54)]  statt  /",  gemäss  Formel  12),  setzen  ^  — TT^r/- 
und  findet  dann: 

58)  tgq>a  =  -^' 


2    Bf+{^d--e){B  +  if) 

woraus  für  den  besondern  Fall  unendlicher  Gegenstands-  und  Sehweite: 

s         3 
<^y<r  =  -2'^^3^    (C  =  cx>  und  d  =  cx), 

wie  leichter  durch  unmittelbare  Verwendung  der  Ausdrücke  15)  und  des 
Bonderfalls  zu  54)  hätte  abgeleitet  werden  können. 

KcitMhrift  t  BUtbematik  n.  Physik  XXIX.  2.  6 
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DIa  Vergleicbnng  liefert  nun: 
m  Hl£^^^       Bf+{d-^e){B  +  n 

ntifl 

(10)  L^lSL^x  ^Bf+{d^e){bß  +  9n 

In  (lorn  bMondern  Falle  nnendlicher  Gegenstands-  und  Sehweite: 

tgq>c      3F+3/  fyyer  ^S/^'+O/ 

'i7VK'"  ^'+3/  '  /i^<pjr     3^+9/-' 

Dai  Gesichtsfeld  des  gleich  stark  vergrössernden  Campani-Fero- 
rohrs  ist  also  grösser  als  das  des  Ra  ms  den  Fernrohrs  (gleiches  Objecti? 
u.  s.  w.  voransgesetst),  wenn  die  Absolntwerthe  der  Augenglas 
Öffnungen  gleich  sind.  Da  aber  das  Augenglas  des  Ramsden- 
Oonlars  «ine  grössere  Brennweite  hat,  als  das  des  gleich  stark  vergrös- 
sernden C  ampani-Oculars,  so  kann  der  Oeffnungsdurchmesser,  obne 
schädliche  Aberration  befürchten  zu  müssen,  bei  Ramsden -Ocular  ab- 
solut genommen  grösser  als  bei  Campani-Ocular  gewählt  und  damit 
das  Gesichtsfeld  des  Ramsden -Fernrohrs  vergrössert  werden. 

Nimmt  man  in  dem  gleich  vergrössernden  Campani-  und  Rams- 
den •Fernrohr  die  AugenglasöfFnungsdurchmesser  relativ  gleich  (d.  b. 
gleiche  Bruchtheile  der  Brennweiten),  wfihlt  sie  also  von  den  Verhält- 
*  niaaeni  welche  durch  die  Formeln  11)  bis  13)  angegeben  sind»  so  findet 
man  -  der  Strich  unten  am  Index  soll  gleiche  Vergrösserung  und  gleicbe 
relative  OeAnung  der  Augenglfiser  andeuten  — : 

«n  ^v^<^  ^^M^~>-^^^>^  +  9/'^^Krf-r^A65^  +  36n  +  2o^/^ 

uod  im  Sonderfalle  unendlicher  Gegenstands*  und  Sehweite,  wie  ein- 
tVeher  aus  dem  besonderu  Falle  au  54)  und  14)  bis  16)  abgeleitet  wer- 
de« kann; 

IVfcWr  da«  Kr^bni«*: 

\^a$Oe*icht*fold  eines  CampaBi-Fernrohrs  ist  nickt  grosser, 
«v^md^^n»  etwa$  kleiner  als  das  eines  Ramsden-Ferarnkrs  glei- 
chet Vet|f:tC**$eruai:  und  gleich  grosser  relativer  Oeffoung 
de*  Au^reÄ^lase*^  3j:>:cVe  Ob;ectire.  Oi»i?^a$taai$weite«  Sehweite  und 

l^ll*  O^^sv^tsVu  d^  Oa«rpaa;-FermrvVrs  tSertrtft  immer  soch  sehr 
eic>eV.  v^>  ?Ä^  ev5^<^  4:>:c^  ^t^r^  vyr^-vNÄsa^Tri«?':»  Ker !  er-Ferarohis,  bei 
Ij-Vv-V  ^>cs?^   tv'fctA^er  vV*Ä*r^  ivtjt  Axc^ji'.*?^.   ferner  deichem  Ob- 
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62)  A^<Pc.  ^g    ßf+{d-^e){ß  +  n  d-e 


und  für  den  Sonderfall  unendlicher  Gegenstands  weite  und  Accomodation 
auf  parallele  Strahlen : 

-— — ===2-— -_       (G=Qo  nnd  //  =  qo). 


U.  Weitere  Yergleichung  von  Bamsden-  und  Campani-Ocular. 

Wird  das  vom  Ohjectiv  entworfene  Bild  als  ganz  vollkommen  an- 
genommen, 80  ist  die  Leistung  eines  Kepler-Fernrohrs  dennoch  so  un- 
genügend, dass  wenigstens  an  neueren  Instrumenten  der  Geodftsie  das 
einfache  Ocular  nicht  mehr  angebracht  wird.  Es  findet  überhaupt  nur 
noch  eine  ausnahmsweise  Verwendung,  dann,  wenn  man  mit  der  stärkst- 
möglichen  Vergrösserung  Gegenstände  betrachten  will,  ohne  messende 
Beobachtungen  mit  Fadenkreuz  u.  s.  w.  zu  machen.  Das  schliesslich  ge- 
sehene Bild  ist  nämlich  mit  den  zwei,  bei  einfacher  Linse  ungemindert 
verbleibenden  Abweichungen  behaftet.  Es  liegt  sehr  nahe,  statt  einer 
einfachen  eine  achromatische  Linse  zu  wählen,  die  zugleich,  da 
über  mindestens  drei  Krümmungen  zu  verfügen  ist,  fast  ganz  aplanatisch 
gemacht,  jedenfalls  so  berechnet  werden  kann,  dass  die  verbleibende 
Kngelabweichung  keine  praktische  Bedeutung  mehr  hat.  Unerlässlich  ist 
die  Beschränkung  auf  geringe  Oeffnung  der  Linse.  Die  Achromatisirung 
wird  erzielt  durch  Anfügung  einer  Zerstreuungslinse  (aus  Flintglas),  wo- 
durch die  Brennweite  des  zusammengesetzten,  nun  von  der  Farben- 
abweichung genügend'  befreiten  Augenglases  bedeutend  grösser  wird. 
Dadurch  wird  dann  die  Vergrösserung  des  Fernrohrs  erheblich  geringer. 
Will  oder  kann  man  nicht  auf  stärkere  Vergrösserung  verzichten  oder 
diese  durch  ein  Ohjectiv  grösserer  Brennweite  erzwingen,  so  müssen  die 
Krümmungen  der  zusammengesetzten  Ocularlinse  weit  stärker  gemacht 
werden,  als  das  bei  der  einfachen  nöthig  ist,  um  die  für  die  Vergrösse- 
rung unentbehrlich  kurze  Brennweite  des  Augenglases  zu  erzielen.  Da- 
durch entsteht  aber  sofort  die  Noth wendigkeit,  die  freien  Flächen  der 
Linse  sehr  stark  zu  verengen,  wovon  eine  ungemeine  Verminderung  des 
Gesichtsfeldes  wieder  die  Folge  ist.  Beide  Nachtheile,  zwischen  denen 
man  die  Wahl  hat:  Abnahme  der  Vergrösserung  oder  des  Gesichtsfeldes, 
sind  so  bedeutend,  dass  Fraunhofer  nach  einigen  wenigen  Versuchen 
(an  Mikroskopen  wie  an  Fernrohren)  es  aufgegeben  hat,  das  Kepler- 
Ocular  durch  Achromatisiren  zu  verbessern,  und  man  allgemein  durch 
Einfügung  eines  Gollectivglases  die  schädlichen  Wirkungen  der  Farben- 
abweichung zu  bekämpfen  sucht. 
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Welche  Art  von  Ocalar  mit  Cullectiv  erzielt  nun  in  dieser  Hinsicbt 
den  besten  Erfolg?  Eine  kurze  und  allgemeine  Antwort  wird  sich  hier- 
auf nicht  geben  lassen,  da  der  Erfolg  bei  ganz  gleicher  Gestalt  und  Stel- 
lung der  Jiinsen  betrAcbtlich  von  dem  mittlem  Brechungsezponenten  und 
von  dem  ZerstrennngBcoefficienten  der  angewandten  Glasart  abhängt.  Denn 
die  Oculare  mit  CoUectiv  haben  das  gemeinsam,  dass  die  sphärische  Ab- 
weichung der  chromatischen  entgegenwirkt  und  durch  das  Gegenwirken 
beider  ein  besseres  Bild  gewonnen  werden  soll.  Die  FarbenabweichnDg 
i«t  aber  sehr  verschieden,  je  nach  dem  Zerstreuungscoefficienten ,  nnd 
di(i  wegen  der  Kugelgestalt  ändert  etwas  mit  dem  Brechungsexpo neDten. 

Die  ausfuhrliche  Besprechung  beider  Oculare  hat  ein  hervorragen- 
der praktischer  Optiker,  dessen  Auisprttche  wegen  seiner  grossen  Er- 
fahrung und  seiner  scharfen  Beobachtung  viel  Ansehen  geniessen,  ge- 
liefert in  „üai  orthoskopische  Ocular  etc/^  von  C.  Kellner,  Brann- 
•ohweig  1849.  (Das  in  vieler  Hinsicht  vortreffliche  Schriftchen  ist  im 
Huohhandel  vergriffen  und  selten  geworden.  Die  nächst  ausführliche  Er- 
Oiterung,  die  sich  sehr  an  Kellner's  Besprechang  anlehnt,  steht  in  dem 
bekannten  Lehrbuche  von  Hu n aus,  „Die  geometrischen  Instrumente 
der  gesammten  praktischen  Geometrie,  deren  Theorie,  Beschreibung  und 
Gebrauch**,  Hannover  1864«)  ^ 

Bei  jeder  Vergleiohung  wird  zunächst  betont ,  das  C am p an i- Ocular 
zeichne  sich  aus  durch  grössere  Helligkeit  und  grösseres  Gesichtefeld. 
Das  sind  unbestreitbar  wichtige  Vortheile,  aber  sie  sind  erkauft  dnrch 
Vorsicht  auf  stärkere  Vergrösserung.  Nun  liegt,  wenn  es  sich  um  die 
Wahl  eines  Oculars  handelt,  die  Frage  wohl  immer  so,  dass  ein  be- 
stimmtes Objectiv  gegeben  ist  (die  Kosten  des  Objectivs  betragen 
«olbst  bei  massig  grossen  Fernrobren  neun  Zehntel,  bei  grossen  noch 
wehr,  des  Gesammtpreisc's  des  Fernrohrs)  und  eine  bestimmte  Ver- 
grösserung verlangt  wird.     Die  Frage  muss  deshalb  so  gestellt  werden: 

«»Welches  Ocalar  ist  für  das  Beobachtungsfernrofar  das 
vorlkeilhafteste,  um  in  Verbindung  mit  gegebenem  Objectiv 
elue  gegebene  Vergrösserung  au  erzielen?'* 

Nun  hat  die  vorstehende  Untersuchung  nachgewiesen,  dass  die  Hel- 
ligkeit gleich  stark  vergrössernder  Camp  an  i-  nnd  Ramsden- Fernrohre 
\^lM^i  gleichem  Obi^srtir  u-  s,  w,^  gleich  ist,  dass  das  G^esichtsfeld  des 
Oa«a)«aui-  Fernrohr»  aber  keineswegs  grösser  ist«  als  das  des  gleich  stark 
V1^rgr^$*1^nulell  Kam$deu-Kernrv^hr$.  sondern  umgekehrt  sogar  kleiner, 
>ife»ifc  naau  in  beid<^u  iVular^u  dem  An^nglas  gleiche  relative  Oeffhung 
<ttheih«  al*x^  die  Abweichung  wegx^n  der  Kug^li:e*ialt  in  Reichem  Maasse 
dulsWt.  Was  aU>^  bisher  UberAll  aU  der  Hauptronug  des  Campani- 
iViftUtr»  a«$g<>g^KNi  wuT>le«  bec^tebt  ia  der  Tbat  srar  nicht,  sobald  man 
ii*  Ve«)5:leis*Kuw^  utut^r  *o»*t  gleicheu  l'sa^ti^uiea  vormiamt  oder  die 
^^'«^  rtvbt;»^  *t^'Iu 
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Kellner  hebt,  am  die  Vorzüge  des  von  ihm  erfundenen  orthosko- 
pisehen  Ocalars  sn  zeigen ,  die  Mängel  der  Doppelocnlare  beider  Classen 
herror.  Zuerst  spricht  er  von  dem  krummen  Bilde  und  der  Ursache 
der  Krümmung.     Er  sagt: 

(S.  9  der  genannten  Schrift.)  „  Das  Bild ,  welches  von  dem  in  Rede 
stehenden  Ocular  (Campani)  dargestellt  wird,  tritt  nämlich  nur  in  der 
Mitte  des  Gesichtsfeldes  klar  hervor,  und  je  reiner  man  dasselbe  haben 
will,  mit  einer  desto  kleineren  Ausdehnung  wird  man  sich  begnügen 
mttssen.  Schiebt  man  die  Ocularröhre  um  eine  sehr  geringe  Grösse 
gegen  das  Objectiv  hin,  so  erweitert  sich  zwar  der  deutliche  Kreis;  es 
legt  sich  aber  alsdann  über  den  Mittelpunkt  ein  nebliger  Fleck,  der  in 
dem  Maassstabe  wächst,  in  welchem  durch  ferneres  Hineinschieben  des 
Oculareinsatzes  der  deutliche  Kranz  sich  erweitert,  und  so  läuft  das  Bild 
bei  anhaltendem  Weiterschieben  in  Gestalt  einer  ringförmigen  Welle  dem 
Rande  des  Gesichtsfeldes  zu.** 

Dann  wird  die  Perspective  des  Bildes  besprochen: 

(S.  11  unten.)  „Ein  sehr  schwerwiegender  Vorwurf,  den  man  diesem 
(Campani-)  Ocular  ferner  machen  muss,  ist  die  aus  der  sphärischen 
Abweichung  der  einfallenden  Lichtkegel  entstandene  Verzerrung  des  Ge- 
sehenen. ...  Das  Ocular  vergrössert  demnach  gegen  den  Rand  des  Ge- 
sichtsfeldes hin  stärker,  als  in  der  Mitte  desselben.  Diese  hässliche  Eigen- 
Bchaft  ..." 

Um  einen  recht  klaren  Begriff  von  der  Grösse  der  Kugelabweichung 
zu  erhalten,  wird  ein  Beispiel  durchgerechnet: 

„Ein  schlagender  Beweis  für  das  eben  Gesagte  liegt  auch  schon 
darin,  dass,  wenn  die  ins  Auge  tretenden  Centralstrahlen  aus  der  Ent- 
fernung von  10  Zoll,  der  Weite  des  deutlichen  Sehens,  divergiren,  die 
Kandstrahlen  alsdann,  obiger  Abweichung  gemäss,  aus  dem  Abstände 
von  22,6  Zoll  herzukommen  scheinen." 

(S.  13  unten.)  „Auch  von  der  Farbenzerstreuung  in  der  Axe  ist 
dieses  Ocular  ...  nicht  frei.  Es  gilt  sogar  die  ganze  auf  die  Zerstreu- 
ung der  Farben  bezügliche  Einrichtung  streng  genommen  nur  für  die 
ans  der  Mitte  des  Objectivs  herkommenden  Hauptstrahlen,  also  nur  für 
die  Axen  aller  einfallenden  Lichtkegel.  . . .  Zwar  sind  die  auf  solche  Art 
fibrig  bleibenden  Reste  der  Zerstreuung  durch  ihr  regelloses  Ineinander- 
wirken  nicht  im  Stande,  farbige  Ränder  an  den  Kanten  der  Objecto  her- 
vorzurufen, tragen  jedoch  immer  dazu  bei,  die  Deutlichkeit  zu  hinter- 
treiben und  dem  Bilde,  anstatt  Schärfe  und  Correctheit,  eine  gewisse 
Weichheit  zu  ertheilen." 

Schliesslich  wird  der  blaue  Rand  des  Gesichtsfeldes  erwähnt  und 
erklärt. 

Nun  werden  die  Nachtheile  des  Doppeloculars  zweiter  Classe  be- 
cprochen : 
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(S.  15.)  „Dieses  von  Barns  den  eingeführte  und  später  von  Fraun- 
hofer bedeutend  verbesserte  Ocular  bleibt  im  Allgemeinen  an  guten 
Eigenschaften  noch  weit  hinter  dem  Doppelocular  erster  Olasse  zu- 
rück, hat  jedoch  vor  diesem  den  grossen  Vorzug,  dass  sein  Fadennetss 
nicht  nur  in  erhöhter  Ausdehnung  rein  gesehen  wird,  sondern  auch  der 
Ort  desselben  weder  von  der  grössern  oder  geringern  Entfernung  der  Ob- 
jecte,  noch  von  der  Accomodation  des  Auges  erheblich  abhängig  ist,  wel- 
cher Tugend  sich  ersteres  (Campani-)  Ocular  keineswegs  rühinen  kann/^ 

Der  letzte  Theil  dieses  Satzes,  von  „sondern**  bis  „abhängig  ist**, 
steht  wörtlich  auch  in  Hunäus,  Geometrische  Instrumente,  S.  56,  und 
bedarf  einer  Bemerkung. 

Von  der  grössern  oder  geringern  Entfernung  der  Gegenstände  hängt 
der  Ort  des  Fadenkreuzes  ganz  genau  in  gleicher  Art  bei  Ramsden- 
wie  bei  Campani -Ocular  ab.  Man  erkennt  das  einfachst,  wenn  man 
die  Femrohrlänge  (bei  deren  Abänderung  die  Fadenplatte  verschoben 
wird)  Iji  und  lo  [Formeln  5)  und  8)]  nach  der  Gegenstandsweite  difife- 
rentiirt;  man  findet  dann: 


dG      dG  \G-'F/' 


üeberhaupt  ist  die  Ortsänderung  des  Fadenkreuzes,  welche  durch 
Aenderung  der  Gegenstandsweite  bedingt  wird,  nur  vom  Objectiv  ab- 
hängig und  dieselbe,  wie  immer  das  Ocular  beschaffen  sein  mag. 

Anlangend  den  Einfluss  der  Accomodation  des  Auges,  so  ist  die 
Lage  der  Fadenplatte  gegen  das  Objectiv  ganz  unabhängig  (bei  jeder 
Art  von  Fernrohr)  von  der  Sehweite,  nicht  aber  die  Lage  gegen  das 
Augenglas  und  das  Collectiv.  Es  ist  der  Abstand  des  reellen  Bildes 
(also  auch  der  Fadenplfttte)  vom  Collectiv  des  Ramsden-Oculars  schon 
früher  gefunden  worden  (S.  29): 

^^  =  ^^'57+7' 

wenn  man  statt  d  —  e  einfach  6  schreibt.     Um  zu  wissen,  wie  sich  g^^  mit 

dg. 
der  Sehweite  ändert,   bilde  man   -— 7    und  findet,  was  auch  durch  Diffe- 

ao 

rentiirung  der  Fernrohrlänge  nach  der  Sehweite  gefunden  wird: 

dS      dö      "\2«  +  A/ 
Beim  Campani -Fernrohr  ist  die  für  andere  Sehweite  erforderliche  Ver- 
schiebung der  Fadenplatte: 

dd         \26  +  fJ 
Es   ist  also  allerdings  bei   Rams  den -Fernrohr  die  gleicher  Aenderung 
der  Sehweite  entsprechende  nothwendige  Verschiebung   der  Fadenplatte 
nur  ^mal  so  gross,  als  die  bei  Campani -Fernrohr  mit  gleicher  Augen- 
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glasbrenD  weite  erforderliche.  Fragt  man  nach  dem  Verbältnisse  der  glei- 
cher Aendernng  der  Sehweite  entsprechenden  nothwendigen  Verschie- 
bungen der  Fadenplatte  in  gleich  stark  vergrössernden  Bams- 
den-  nnd  C am p an i- Fernrohren,  so  erhält  man  ein  wesentlich  anderes 
Ergebniss.     Das   Camp  an  i- Augenglas  ist   dann   von  erheblich  kürzerer 

Brennweite   nnd  -r-r-    nimmt   einen   kleinern  Werth  an,   der  unter  jene 

diu' 
von  — r-  sinkt.     Bekanntlich  ist  das  für  gleiche  Vergrössernng  geforderte 

Verhältniss  von  /"jt'fc  veränderlich  mit  der  Sehweite.  Nimmt  man  die 
Sehweite  unendlich  an,  so  findet  man: 

dh^  <ijc:_.  /10^  +  3A^ 
dö  •  dd  ~^A  2ö  +  f  /' 
in  Anbetracht  der  Kleinheit  von  f  gegen  die  Sehweite  also  entschieden 
grösser  als  1,  d.  h.  die  Fadenplatten  Verschiebung,  entspringend  aus  ge- 
änderter Accomodation ,  ist  im  R  a  m  s  d  e  n  -  Fernrohr  grösser  als  im  C  a  m  - 
p a n i •  Fernrohr  gleicher  Vergrössernng.  Uebrigens  wird  gewöhnlich 
in  Campani  Ocularen  nicht  das  Fadenkreuz  verschoben,  bis  seine  Stel- 
lung der  besondern  Sehweite  passt,  sondern  das  Augenglas  gegen  das 
Fadenkreuz  und  gegen  das  Collectiv  und  damit  das  zusammengesetzte 
Ocular  verschlechtert. 

Kellner  fährt  in  der  Vergleichung  der  zwei  Oculare  folgender- 
massen  fort: 

(S.  15  a.  a,  0.)  Die  Mängel  des  Ramsden-Oculars  sind  der  Haupt- 
sache nach  dieselben  wie  die  des  Campani-Oculars,  und  beruhen  auch 
auf  ganz  ähnlichen  Ursachen;  ,,sie  treten  indessen  vermöge  der  veränder- 
ten Coustruction  hier  in  einer  andern  Mischung  und  Stärke  hervor". 

„Die  Krümmung  des  Bildes  ist  ...  etwas  geringer  ..." 

„Die  Verzerrung  der  Perspective  ist  ebenfalls  erträglicher." 

„Die  Farbenzerstreuung  ausserhalb  der  Axe  der  Linsen  ist  aber  auf 
der  andern  Seite  nur  unvollständig  gehoben,  daher  dieses  (Ramsden-) 
Ocular  die  Objecte  gegen  die  Begrenzung  des  Gesichtsfeldes  hin  mit  ziem- 
lieh  hervortretenden  farbigen  Säumen  darstellt  und  folglich  in  dieser 
Hinsicht  der  vorigen  Einrichtung  (Campani)  bedeutend  nachsteht." 

„Beiderlei  Abweichungen  in  der  Axe,  sowohl  die  sphärische,  als  auch 
die  chromatische,  sind  hinwiederum  hier  etwas  vollständigergehoben ..." 

„Der  blaue  Rand  des  Gesichtsfeldes  ist  fast  ebenso  stark,  als  bei 
der  vorigen  Einrichtung." 

(S.  16.)  „Ein  weiterer  Nachtheil  ist  noch  der,  dass  der  Ort  des 
Bildes  allzu  nahe  an  die  erste  Fläche  der  Linse  (des  Collectivs)  fällt, 
wodurch  der  zufällig  daraufliegende  Staub  in  die  Vorstellung  des  Ge- 
sehenen sich  störend  einmischt;  wenn  man  indessen  stets  reinlich  zu  Werke 
geht,  so  hat  dieser  Umstand   wenig  oder  gar  nichts  zu  bedeuten." 
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In  dieser  ZnsammenstellnDg  Kellnei's  ist  Alles  zv  Gunsten  des 
Ramsden-Ocnlars,  bis  auf  den  farbigen  Rand  gegen  die  Grenzen  de£ 
Gesichtsfeldes,  der  zu  Ungunsten  von  Barns  den  zählt.  Nnn  ist  der- 
selbe an  und  für  sieb  bei  dem  Beobacbtungsfernrobr  nicht  sehr  störend, 
mehr  ein  Schönheitsfehler,  findet  sich  aber  anch  bei  Campani-Ocniar, 
nur  weniger  lebhaft,  d.  h.  die  Farbe  ist  weniger  von  Weiss  verschieden, 
da  die  den  einzelnen  Spectral färben  entsprechenden  Ränder  „so  regellos 
ineinander  rücken'*;  ist  die  Lebhaftigkeit  der  Färbung  geringer,  so  „wird 
jedoch  immer  die  Deutlichkeit  hintertrieben  und  dem  Bilde  anstatt  Schärfe 
und  Correctheit  eine  gewisse  Weichheit  ertheilt'^  Ganz  anders  fallen 
die  von  der  sphärischen  Abweichung  herrührenden  Mängel,  die  bei  Cam- 
pani-Ocular  die  sehr  viel  stärkere  Krümmung  und  Verzerrung  des  Bil- 
des bewirken,  ins  Gewicht.  Es  sei  daran  erinnert,  dass  in  den  sphä- 
rischen Zerstreuungskreisen  die  Lichtintensität  gegen  den  Rand  hin  zu- 
nimmt, in  der  chromatischen  aber  ab,  und  die  gewöhnlich  angenommene 
Zulässigkeitsgrenze  für  sphärische  Abweichungskreise  1  Secunde,  für 
chromatische  Abweichungskreise  bis  zu  5  Minuten  Halbmesser  beträgt. 

Für  das  Beobachtungsfernrohr  kommt  noch  ein  Umstand  in 
Betracht,  dessen  Kellner  nicht  gedenkt,  der  aber  in  manchen  Leh^ 
büchern  der  Geodäsie  und  in  meinen  schon  einmal  angeführten  „Ergeb- 
nissen physikalischer  Forschung"  (§  644)  besprochen  wird.  Im  Cam- 
p  a  n  i  >  Fernrohr  sieht  man  das  Fadenkreuz  nur  durch  das  Augenglas,  also 
nicht  möglichst  deutlich,  da  die  zwei  Abweichungen  der  benutzten  einen 
Linse  ungemindert  bleiben.  Den  angezielten  Gegenstand  aber  sieht  man 
durch  das  ganze  Ocular  und  die  Stellung  und  Einrichtung  des  Oculais 
ist  ja  so  gewählt,  die  Aberrationen  weniger  störend  zu  machen.  Gegen- 
stand und  Fadenkreuz  werden  im  Camp ani. Fernrohr  also  niemals  gleich 
scharf  und  deutlich  gesehen,  sondern  das  virtuelle  Bild  des  letzteren  ist 
etwas  mangelhafter  als  das  des  Gegenstands.  Es  ist  sogar  die  Stellung, 
die  man,  um  das  ganze  Ocular  möglichst  gut  zu  machen,  dem  Augen- 
glase giebt,  nämlich  mit  der  convexen  Seite  dieser  planconvexen  Linse 
gegen  das  Fadenkreuz  gewendet,  für  die  Fadenkreuzbetrach  tun  g  die  un- 
günstigere; das  virtuelle  Bild  der  Fäden  würde  weniger  mangelhaft  sein, 
wenn  die  ebene  Seite  der  Linse  gegen  die  Fäden  gekehrt  wäre. 

Im  Rams  den -Fernrohr  hingegen  werden  das  reelle  (fehlerfreie) 
Bild  des  entfernten  Gegenstandes  und  das  Fadenkreuz  durch  das  ganze 
Ocular  betrachtet,  das  heisst  durch  ein  und  dieselbe  Linsenznsam- 
menstellung,  welche  die  virtuellen  Bilder  des  Gegenstandes  und  des 
Fadenkreuzes  in  gleichem  Maasse,  möglichst  vollkommen  und  tbnn- 
lichst  befreit  von  den  Aberrationen  entwirft. 

Es  wird  zuweilen  angegeben,  das  Ramsden -Ocular  sei  anzuwenden 
bei  Mikrometervorrichtung  der  Fäden  und  das  Campani- Ocular  sei  un- 
brauchbar,  wenn   die  Fäden   gegen    einander   verschoben    werden   sollen. 
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Das  ist  aber  nicht  richtig,  man  kann  auch  im  Campani-Ocnlar  die 
mikrometrische  Bewegifng  der  Fäden  anbringen.  Nur  ist  das  etwas 
weniger  bequem,  weil  die  Fäden  zwischen  Augenglas  und  Collectiv,  also 
im  Innern  der  Ocularröhre  liegen  müssen. 

Hu n aus  (Geometr.  Instrum.  S.  54)  meint,  das  Ramsden-Ocular 
sei  nicht  zu  gebrauchen,  wenn  man  die  stärksten  Vergrösserungen  an- 
wenden wolle,  weil  das  reelle  Bild  zu  nahe  an  die  Vorderfiäche  des 
CoUectivs  rücke,  um  die  Aufstellung  der  Fadenplatte  zu  gestatten.  Nun 
sind  aber  die  stärksten  Vergrösserungen,  welche  bei  geodätischen  Fern- 
rohren anzuwenden  noch  Sinn  hat,  höchstens  60 fache.  Man  kann  sie 
erzwingen  durch  Vergrösserung  der  Objectivbrenn weite,  was  allerdings 
die  Unbequemlichkeit  der  Verlängerung  des  Femrohrs  mit  sich  bringt, 
oder  durch  Verminderung  der  Augenglasbrennweite,  was  erhebliche  Ver- 
ringerung des  Gesichtsfeldes  nach  sich  zieht.  Mit  Rücksicht  auf  Letz- 
teres wird  man  selten  Bamsden-Oculare  an  geodätischen  Fernrohren 
finden,  deren  Augenglas  eine  geringere  Brennweite  als  1  cm  hat. 

Nachstehend    berechne    ich    die    Entfernung    g^  =  -^f'—- r-r^u 

z(a— e)-|-/ 

(S.  29) ,  das  ist  die  Entfernung  des  Fadenkreuzes  vom  Collectiv  für  die 

Fälle  der  Sehweiten  20  cm  und  unendlich  und  die  Augenglasbrennweiten 

1  cm,  •!  cm  und  ^  cm: 


d  — e=19,6cm. 

d-«  =  <». 

/■=lcm 
/"=  0,76  cm 
/'=0,5cm 

flf,  =  0,139  cm 
^1=0,112  cm 
flfi  =  0,0797  cm 

g^  =0,18  cm 
gx  =  0,136  cm 
gx  =  0,09  cm 

Es  bleibt  also  in  den  etwa  noch  vorkommenden  Fällen  über  1  mm 
und  selbst  in  dem  extremen  Falle  von  nur  \  cm  Brennweite  des  Augen- 
glases noch  mehr  als  ^  mm  Abstand,  und  damit  Gelegenheit,  die  Faden* 
platte  vor  dem  Collectiv  anzubringen. 

Noch  ein  zu  Gunsten  des  Ramsden-Oculars  sprechender  Umstand 
ist  erwähnenswerth.  Sieht  der  Beobachter  das  Fadenkreuz  nicht  deutlich, 
so  bat  er  nur  das  ganze,  zusammengesetzte  Ocular  gegen  die  Fadenplatte 
entsprechend  zu  verschieben,  um  die  Anpassung  an  die  besondere  Seh- 
weite zu  erzielen;  das  Ocular  wird  in  seiner  optischen  Wirksamkeit  — 
auf  Verminderung  der  Abweichungen  —  nicht  im  Geringsten  geändert, 
während  die  für  Ca mpani- Ocular  bestehende  Uebung,  wie  erwähnt, 
das  Ocular  verschlechtert 

Das  Camp  an i- Fernrohr  hat  vor  dem  gleich  stark  vergrössemden 
Bamsden- Femrohr  (mit  gleichem  Objectiv  u.  s.  w.)  auch  einen  Vor- 
theil,  es  ist  nämlich  kürzer,  was  für  die  Construction  der  geodätischen 
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tX)  üeber  Länge  und  Vergrössernng  etc.     Von   l)r.  C.  Bobn. 

Werkseage  erwünscht  ist.  Der  Längennnterschied  ist  in  Formel  22)  an- 
gegeben; sein  Werth  ist  so  unbedeutend  —  für  unendliche  Sehweite  |j 
der  Augenglasbrennweite  des  gleich  stark  Tergrössernden  Kepler- Fern- 
rohrs — ,  wird  in  den  praktischen  Fällen  nur  wenige  Millimeter  betragen, 
dass  hierdurch  die  Vergleichnng  nicht  zu  Gunsten  des  Campani- 
Femrohrs  gewendet  wird. 

Manche  Schriftsteller»  wie  HunSus,  empfehlen  lebhaft  das  Bams- 
den-Ocnlar  für  Distanamesser  und  überhaupt  für  die  Fälle,  wo  auch 
ausserhalb  der  optischen  Axe  genau  beobachtet  werden  soll ,  hingegen  du 
Camp  an i-  fiir  Theodolithfemrohre  und  viele  andere.  Nachdem  durch 
meine  Untersuchung  dargethan  ist,  dass  die  oft  angeführten  Vorzüge  des 
Campani-Oculars  —  grössere  Helligkeit  und  grüsseres  Gesichtsfeld  — 
nur  Termeintliche  sind ,  nämlich  bei  richtiger  Vergleichnng  gleich  stark 
▼ergrössernder  Fernrohre  gar  nicht  bestehen,  spricht  gar  kein  ernst- 
hafter Grund  für  Anwendung  von  Campani-Ocular,  hingegen  Alles  zur 
Empfehlung  des  Ramsden-Oculars.  Auch  so  die  Ergebnisse  meiner 
Untersuchung  über  den  Einstellungsspielraum  de^  Femrohrs  (Zeitachr.  f. 
Math.  u.  Phjs,  XXVIII,  S  129—149). 

Ueat  man  die  bei  den  Schriftstellern  vorkommenden  Drtheile,  so 
kann  man  den  Gedanken  nicht  unterdrücken,  dasa  eine  gewisse  Vorein- 
genommenheit au  Gunsten  des  Campani-Oculars  bestehen  mtlsse,  denn 
wenn  ich  auch  die  nicht  giltigen  Vorzüge  hinsichtlich  Helligkeit  und 
Gesichtsfeld  gelten  lassend  will,  so  kann  ich,  nach  den  von  Anderen  ge> 
machten  Zusammenstellungen  der  Eigenschaften  beider  Oculare,  nicht  zu 
dem  von  Jenen  gezogenen  Schlüsse  kommen,  sondern  muss  schon  dar- 
nach dem  Ramsden-Ocular  einen  Vorzug  einräumen. 

Ebendiese  Begünstigung  des  Campani-Ocalars  zeigt  aich  in  der 
Praxia.  Ich  habe  nur  ein  oder  zwei  Mal  bei  sehr  vielen  Beobachtnngs- 
ferarohren,  die  ich  schon  benutzte«  ein  Ramsden>Ocular  gefunden, 
aonat  immer  Campani*Oculaie.  Auf  mein  Ersuchen  haben  die  Vor- 
stände einigex  grjl^sserea  geodätischen  Sammlungen  in  Deutschland  Ab 
Zählungen  derRamsden>  und  der  Camp  an  i- Oculare  an  den  verschie- 
denen Instrumenten  der  betreffenden  Sammlungen  anstellen  lassen,  wofür 
ich  jenen  Herren  zu  Pank  verpdichtel  bin,  I>as  Ergebniss  ist  ein  ganz 
entschiedenes  Uebervie^ren  de«  Campani>Oculars^  Verhält nissmässig 
am  teickiten  >>der  am  wenigsten  aim"^  an  Ramsden-Ocularen  ist  die 
gevsiitisirhe  Sammlung  der  Münchner  pclvtechnischen  Schule,  das  Ver- 
hälTUK«  iä^t  t9  Ramsden  auf  40  CampaaL 

Der  Haupt$<Mu^,  zu  dem  ich  nach  vo^rstehender  Untersuchung 
ki>BBLae«  i$t  der:  gar  kein  Campani>Ocular  zu  verrenden,  sondern  immer 
da«  Ramsden- Ocular« 


VI. 

Ueber  sphärische  Vielecke,  die  einem  Kreise 
eiligeschrieben  und  einem  andern  Kreise  um- 
geschrieben sind. 

Von 

Dr.  Stoll, 

Gymnasiallehrer  in  Bexwheim. 
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Für  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  ist  die  Gleichung  eines 
Kegels,  dessen  Spitze  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  liegt,  dessen 
Axe  mit  der  Axe  der  z  zusammenfällt  nnd  dessen  Erzengende  mit  der- 
selben den  Constanten  Winkel  r  bilden: 

1)  z«  =  (a«  +  y 2  ^  js»)  eo«2  r, 

eine  Gleichung,  di^  man  vermittelst  Einführung  des  veränderlichen  Para- 
meters ^  durch  folgende  zwei  ersetzen  kann: 

1  a)  x^=^ztgrcosq)^     y  s=ztgr  8mq>. 

Daher  ist  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  durch  diejenigen  Erzeugen- 
den gehtf  denen  die  Parameter  tp^  und  <P2  angehören: 

X  y  t 

igr  cosfp^     tgr  sing)^     1 
Igr  co8(p^     igr  sing>^    1 
oder  entwickelt: 

2)  X  C08^{q>^+<p^)  +  y  *iw J^ (g?j  +  9,)  =  z  tgr  cos^(fp^'-q>^\ 

Die  Gleichung  eines  zweiten  Kegels,  der  mit  dem  ersten  die  Spitze 
gemeinschaftlich  hat,  dessen  Axe  mit  der  z-Axe  den  Winkel  d,  mit  der 
x-Axe  den  Winkel  90^  — ^  und  mit  der  y-Axe  den  Winkel  90°  macht, 
dessen  Erzeugende  endlich  gegen  seine  Axe  um  den  constanten  Winkel 
^  geneigt  sind,  ist  folgende: 

3)  (x sin b  +  zcos ^)*  =  (a:*  +  y*  +  x^)  cos^ q. 

Die  beiden  Kegel  1)  und  3)  erzeugen  auf  einer  Kugeloberfiäche, 
deren  Mittelpunkt  in  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  fällt,  zwei  kleine 
Ejreise  von  den  sphärischen  Radien  r  und  ^,  deren  Mittelpunkte  um  den 
Bogen  8  von  einander  entfernt  sind,  und  die  Ebene  2)  schneidet  diese 
Kugeloberfläche  in  einem  Bogen  eines  grössten  Kreises,  der  eine  Sehne 
des  kleinen  Kreises  mit  dem  Radius  r  ist;   dabei  ist  zu  bemerken     dass 
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die  Parameter  g>^  und  «p,  die  beiden  Winkel  bedeuten ,  welche  die  naeh 
den  Endpunkten  dieser  Sehne  gerichteten  Kadien  des  Kreises  r  mit  dem 
Verbindungsbogen  der  Mittelpunkte  der  Kreise  r  und  q  (der  Centrale) 
machen.  Soll  nun  diese  Sehne  den  kleinen  Kreis  mit  dem  Badius  d 
berühren  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Ebene  2)  eine  Tangentialebene  deb 
Kegels  3)  sein,  so  findet  dafür  folgende  Bedingungsgleichung  statt: 

cos^ Q  —  siri^  ö  0  —  sin  ö  cos  ö  cos^{g)i  +  qPj) 

0  cos^Q  0  ««i(Vi  +  9^2) 

—  sin  d  cosi  0  cos*  g  —  cos*  6       -tgrcos^  {q)^  -  g>^) 

oder  entwickelt: 

[sin  6  cos  ^  (9?i  +  9g)  —  igr  cos  ö  cos  \  {fp^  —  «pj)]* 
=  [1  +  ^9^  r  cos*  4  (9i  —  <pj)]  sin*Q. 

Um   dieser   Gleichung  eine  Air  unsern  Zweck  mehr  dienliche  Form  zn 
geben,   ersetzen    wir  aunächst   die  Cosinusse  der  halben  Winkelsummen 
und  Winkeldifferenzen  durch  ihre  ausgeführten  Werthe  und  erhalten  so*. 
[{tgr  cosö  +  sin  d)  sin^qf^  stn-^tp^  +  {igr  cosd  •—  sind)  cos^g)^  cos^q^^]* 

=  [l  +  tg*r(cosii^q>^  cos^<p^  +  sin^q>^  sin^q}^)*]  sin*Q^ 
oder  nach  Ausführung  der  angezeigten  Operationen  und  neuer  Anordnung 
der  Glieder: 

[{Igr  cosd+  sind)*  —  ig* r  sin* q]  sin*^qf^  sin*^q>^ 
+  [{tgr  cos 8-^  sin  8)*  —  ig^r  sin*g\  cos*^q>y^  cos*\q>^ 

+  2  \(ig* r  cos*  8  —  sin* 8)  —  tg*r  sin* q]  sin  ^ q>^  sin  ^ qf^  cos  ^ q>^  cos ^ 9>2  ==  sin* q. 
Drückt  man  endlich  die  Sinusse  und  Cosinusse  der  halben  Winkel  durch 
ihre  Tangenten  aus,  so  nimmt  die  Bedingungsgleichung  schliesslich  die 
Form  an: 

[sin*  {r  +  8)  —  sin*  r  sin*  q]  tg*  \q>ilg*^  q>^ 
+  2  [sin {r  +  8)sin{r^  8)  —  sin*r  sin*Q]  tg^qf^  tg^qf^  +  sin*{r  —  i)  —  sin*r  sin*Q 
=  (1  +  tg^Vi)  (1  +  ^HVf)  ««'^  <^os*r, 

oder,   wenn   man   nach  vorgenommener  Reduction  der  Abkürzung  halber 
statt  ig^q>i  und  tg\q>2  ^i  ^i^d  i^  schreibt  und  die  Grössen 
/  sin*  (r + d)  —  sin*  q  ^ 

I  sin*  Q  cos*  r  ^    ' 

4)  sinHr-i)-sin', 

'  1  Sin*  Q  cos*  r 

I  ^  sin  (r  +  8)  sin  (r  —  ^)  —  sin*Q  sin*r 

'  surQCOS*r 

setzt : 

5)  at,*t^*+b  +  ct^t^^i*  +  ij^. 

Legt  man   daher  von  irgend   einem  Punkte  der  Kreisperipherie  r, 
dessen  Parameter  9^  ist,  an  den  Kreis  q  eine  sphftrische  Tangente,  so 
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erhält  man  den  Parameter  des  zweiten  Schnittpnnktes  derselben  mit  dem 
Kreise  r  dnrcb  die  Gleichung  5);  legt  man  ferner  von  dem  Punkte  «p^ 
in  derselben  Richtung,  in  weicher  9^1  und  ^>^  gemessen  sind,  eine  zweite 
sphärische  Tangente  an  den  Kreis  p,  so  erhält  man  den  Parameter  tp^ 
ihres  auf  dem  Kreise  r  gelegenen  Endpunktes  durch  die  ähnlich  gebildete 

Gleichung:  «/,«V  +  6  + et,  ..  =  «,»  +  (,». 

Wenn  man  so  fortführt  und  immer  vom  Endpunkte  der  letzten  Tan- 
gente an  den  Kreis  q  eine  neue  Tangente  legt,  so  bekommt  man  eine 
Reihe  solcher  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  aufeinander  folgenden 
Parameter,  so  dass  endlich  der  Parameter  des  Endpunktes  der  n^^"  Tan- 
gente durch  die  Gleichung 

gefunden  wird.  Wenn  der  Endpunkt  der  n*^"  Tangente  mit  dem  An- 
fangspunkte der  ersten  zusammenfällt,  so  hat  man  ein  geschlossenes 
Vieleck  von  n  Seiten;  die  Bedingung  dafär,  dass  dies  stattßndet,  ist 
9.4.1  =  360^+9^11  und  infolge  dessen  gilt  dann  für  die  letzte  Seite  des 
Vielecks  die  Gleichung: 

Wir  wollen  nun  den  Anfangspunkt  der  ersten  Tangente  auf  der 
Kreis  Peripherie  r  um  einen  unendlich  kleinen  Bogen  dfp^  in  der  Rich- 
tung, in  der  die  <p  gezählt  sind,  verschieben,  dann  verschiebt  sich  ihr 
Endpunkt  um  den  unendlich  kleinen  Bogen  d^,,  der  Endpunkt  der  zwei- 
ten Tangente  um  c/93  etc.,  der  der  n^^^  um  d^^j^\.  Alle  diese  Incremente 
haben  dasselbe  Zeichen,  weil  mit  dem  Wacbsthum  von  tp<^  alle  ttbrigen 
9  wachsen.  Um  das  gegenseitige  Verbal tniss  derselben  kennen  zu  ler- 
nen, differentiire  man  die  Gleichung  5)  nach  g>|  und  9,,  wodurch  man 
erhält:  • 

Durch  Auflösung  der  Gleichung  5)  nach  \  findet  man  aber: 

2/2(o/,«-l)  +  c/,=  +  /4fl/,*  +  (c«-4«ö-4)/2H46, 

und  durch  Auflösung  nach  (2' 

2/j,(Ä/i2-l)  +  c/i=  +  ^4a/j*  +  (c»-4a6-4)<i«  +  46; 

daher  ist: 


/4a/ *  +  (c«- 4a6  ^\)i^^\h  ^  /4a/ *+  (c«  -  4 a6  -  4)/i*  +  4<>  ^ 

rqr^« ^^»= \^^ ^^«' 

wo  die  Zeichen  rechts  und  links  positiv  genommen  wurden,  weil,  wie 
oben  bemerkt,  die  Incremente  dtp^  und  d^>^  dasselbe  Zeichen  haben 
müssen.  Wenn  man  die  Coefficienten  von  d^iy^  und  dtp^  kurzweg  mit  f 
und  fy^  bezeichnet,  so  hat  die  letzte  Gleichung  die  Gestalt: 

Ud^y^fydq>^\ 
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für  das  Verhältniss  von  dq>^  und  «/«jp,  findet  man  ebenso:  /'s  ^<P2  =  A^^s^ 
für  das  von  dq>^  und  dq>^:  f4dq>^t=f^dq>^  etc;  endlich  für  das  von  tf^. 
und  d<p^^\:  fn^\  dqfn  =  fn  dtp^^^.  Die  Multiplication  aller  dieser  Gleieb* 
an  gen  ergiebt: 

nun  ist  aber,  im  Falle  das  ursprüngliche  Vieleck  geschlossen  war,  fm^\ 
=  fii  daher  ist  dann  anch  ^9>i  =  ^9>n4-i)  d.h.  der  Endpunkt  der  letzten 
Tangente  f^llt  auch  jetzt  wieder  mit  dem  Anfangspunkte  der  ersten  in- 
sammen    und   man   hat  ein  neues,  wiederum  geschlossenes  Vieleck,  das 
dem  Kreise   r   ein-   und   dem  Kreise   q   umgeschrieben   ist.     Indem  man 
den  Anfangspunkt  der  ersten  Tangente  stetig  immer  weiter  in  derselben 
Richtung   auf  der  Kreisperipherie   r   fortrücken   lässt,   werden    bei  jeder 
auch    endlichen   Verrückung    dieses   Anfangspunktes    immer   neue  ge- 
schlossene Vielecke  entstehen,  so  dass  man  den  Satz  aussprechen  kann: 
A.  Dreht    man    ein   sphärisches   n-Eck,    das   einem    Kugel- 
kreise reingeschrieben  und  einem  andern  Kugelkreise 
(I  umgeschrieben  ist,  so,  dass  seine  ;i  Eckpunkte  immer 
auf  der  Peripherie  des  ersten  Kreises  fortrücken,  seine 
n  —  ]    ersten  Seiten   aber   den   zweiten   Kreis  berühren^ 
indem   sie    sich   auf  demselben   hinwfilzen,    so   berührt 
auch  seine  /i^°  Seite  fortwährend  denselben  Kreis. 
Dieser  Satz   gilt   in   seinem   ganzen   Umfange   auch   für   die   Ebene,, 
weil,    wenn   man    den   Radius    der   Kugeloberfläcbe   bis   ins   Unendliche 
wachsen  lässt,  sich  an  der  ganzen  Schlussweise  nichts  ändert.* 

Dagegen  gilt  nur  für  die  Ebene  ein  anderer,  schon  bekannter 
Satz,**  den  wir  jetzt  herleiten  wollen.  Denken  wir  uns  nämlich  den 
Kreis  r  in  der  Ebene  als  fest  und  gegeben,  dagegen  in  derselben  Ebene 
eine  Schaar  von  Kreisen  mit  veränderlichem  Radius  p,  welche  mit  dem 
Kreise  r  dieselbe  Potenzlinie  haben,  so  hat  man,  um  die  Gleichung  der 
letzteren  zu  finden,  die  beiden  Gleichungen 

a;«  +  y«  =  r2  und   (a;  -  d)«  +  y«  =  ^« 

von  einander  abzuziehen,  was  26x  =  r^+6^—Q*  ergiebt;  berücksichtigt 
man  aber,  dass  für  diesen  Fall  die  zwei  ersten  der  Gleichungen  4) 
in  (r+d)*  =  ^*(a  +  l)  und  (r  — d)*  =  p*(6  +  l)  übergehen,  dass  folglich 
2(r«  +  d*  — ^*)  =  e*(a  +  ft)  nnd  4rd  =  ^«(a  — (/)  ist,  so  erhält  die  Gleichung 
der  Fotenzlinie  die  Gestalt: 

(a-.ft)a:  =  (a  +  6)r. 

*  Für  die  Ebene  hat  den  Satz  mit  Heranziehung  der  elliptischen  Functionen 
bewiesen  Jacobi  in  Grellere  Journal  Bd.  S.  Vergl.  Durö^e,  Theorie  der  ellipt. 
Funct.,  2.  Aufl.,  S.  181. 

**  Vergl.  Duröge  a.  a  0.  S.  180 
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Man    kann    daher    di«  Forderang,    dass   die  Potenzlinie   für   die   ganze 
Sehaar  von  Kreisen  dieselbe  sein  solle,   in  die  Form  kleiden:   das  Yer- 
-hältniss  a\b  solle  constant  sein,  wenn  auch  die  a  und  h  selbst  für  jeden 
Kreis  der  Schaar  verschiedene  Werthe  haben.    Legen  wir  nun  von  irgend 
einem  Punkte  der  Kreisperipherie  r,   dessen  Parameter  qt^  ist,  an  einen 
Kreis   dieser  Schaar   eine  Tangente,  so  finden  wir  den  Parameter  ihres 
Endpunktes  auf  dem  Kreise  r,  wie  oben,  durch  die  Gleichung  5): 
ai^^l^^^b  +  ct,i^  =  i^^  +  i^\ 
Der   Parameter   des  Endpunktes   einer   zweiten  Tangente,    die   man 
^om  Endpunkte  der  ersten  an  einen  andern  beliebigen  Kreis  der  Schaar 
legt,  wird  erhalten  durch  die  Gleichung: 

Indem  man  nun  den  Anfangspunkt  der  ersten  Tangente  unendlich 
wonig  verschiebt  und  sonst  dieselbe  Schluftsweise  anwendet,  wie  oben, 
erhRlt  man  nacheinander  die  Differentialgleichungen: 


^4g/g'*  +  (c«-4/i6-4)V  +  4<^         ^  /4q  y-f  (c^  -  4«6-  4)/,^+  46 


y^a't^^+(c^^Aa'b'-A)t^^+U' 


1  +  ^s^  ^^« 


dq>^  u.  s.  w. 


Nun  geht  aber  für  die  Ebene  die  dritte  der  Gleichungen  4)  über  in: 
2(r*— d*)  =  ^*c,  was  mit  den  zwei  anderen  schon  oben  gebrauchten: 
(r+5)«=^-{fl+l)  und  (r-6)«  =  p«(6  +  l)  die  Relation  giebt:  c«  = 
4(ö+l)(ft+l)»  aws  welcher  c*— 4a6  — 4  =  4(a  +  6)  folgt.  Dividirt  man 
daher  diese  Differentialgleichungen  der  Reihe  nach  mit  b^  b'  u.  s.  w.  und 
bezeichnet   das  Verhältniss  a:b  =  a:b'  u.  s.  w.  mit  A,   ferner  einen  Aus- 


druck wie ^   ,  ^  ^ mit  /i,  so  hat  man  auch  hier  wieder 


/i^9i  =  A^<P2»  h^^%^h^^z  U.S.W,  und  zuletzt  /ii+i  rf^«  =  /'n  rfg>ii+i» 
woraus  durch  Multiplication ,  wie  oben,  /ii+i  ^<)Pi  =/i  ^^n  +  i  folgt.  Hat 
man  aber  vom  Endpunkte  der  vorletzten  Tangente  eine  Verbindungslinie 
nach  dem  Anfang  der  ersten  gezogen,  so  dass  das  Vieleck  sich'schliesst, 
so  wird  auch  diese  nothwendig  irgend  einen  Kreis  der  Schaar  berühren 
und  man  wird  haben:  fn^i=fi^  folglich  auch  dq>^  =  dtp^^i^  d.  h.  der 
Bndpunkt  der  letzten  Tangente  fällt  auch  jetzt  wieder  mit  dem  Anfangs- 
punkt der  ersten  zusammen,  und  es  gilt  der  Satz: 

B.  Wenn  in  der  Ebene  ein  fester  Kreis  mit  dem  Radius  r 
und  eine  Schaar  von  Kreisen  mit  dem  verAnderlichen 
Radius  q  gegeben  sind,  welche  alle  mit  dem  Kreise  r 
dieselbe  Potenzlinie  besitzen,  und  man  legt  von  irgend 
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einem  Punkte   des   ersten  Kreises   an  einen  beliebigen 
Kreis  derScbaar  eine  Tangente,  von  ihrem  Endpunkte 
an    einen   zweiten   Kreis   der  Schaar  eine  zweite  Tan- 
gente   und   so   fort,    so  wird   die   Verbindangslinie  des 
Endpunktes   der   letzten  Tangente  mit   dem   Anfangs- 
punkte  der  ersten   immer  denselben  Kreis   der  Schaar 
berühren,    wenn    man    auch    das    dadurch    entstandene 
Vieleck  sich  so  drehen  l&sst,  dass  seine  Eckpunkteaof 
der  Peripherie   des  Kreises   r   fortrücken  und  die  n-1 
ersten  Seiten  desselben  fortwährend  dieselben  Kreise 
der  Schaar  berühren. 
Für  die  Kugel  ISsst  sich  ein  ähnlicher  Satz  nicht  aufstellen.   Denn 
sollte  obige  Schlussweise  auch  hier  zulässig  sein,  so  müsste  sich  erstens 
die  Grösse   c^  —  Aah  —  4  durch  eine  mit  a  oder  6  multiplicirfe  Function 
von  a',b  ausdrücken  lassen,  und  zweitens  müsste  die  Bedingung,  welche 
erfüllt   sein   muss,   damit   alle  Kreise   der  Schaar  mit  dem  Kreise  r  die- 
selbe Potenzlinie   besitzen,    eine  Function   von  a\b  allein  sein.    Keines 
von  beiden  ist  der  Fall.     Die  oben  Gleichung  4)  gegebenen  Werthe  von 
(1,  6,  c  liefern  nämlich: 

(a  cos^ r  + 1)  5IW* ^  =  sin^ (''  +  ^) »     (^  cos^ '^  -f  1 )  *«w* Q  =  sin^{r  —  6) 

(c  cos^r  +  2  sin^r)  sin^Q  =  2  sin  (r+  d)  sin  {r  —  ö); 
daraus  folgt: 

4(öros«r  +  l)(6co5«r  +  l)  =  [(c-2)ros«r  +  2]* 
und  daraus 

Dies  giebt  endlich: 


c^^Aab'-4=i{a  +  b  +  2tg^r)±8ig*rj/{a+l  +  lg^r){b  +  l+tg*r), 
Um  die  Gleichung  des  Potenzkreises  zu  finden,  müssen  wir  aas  den 
Gleichungen  1)  und  3)  die  Grösse  x''\'y^  +  z*  eliminiren,  wodurch  man 
z^  cos^Q  =  (o?  sin ö  +  zcos 6)^  cos^ r  oder  x  sin 6  cos r  =  z^—cosS  cosr  +  cosa) 
erhält ,  d.  h.  die  Gleichungen  zweier  grössten  Kreise  der  Kugel.  Es  laset 
sich  leicht  zeigen,  dass  der  erste  derselben,  für  den  das  positive  Zeichen 
gilt,  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die  von  einem  beliebigen  Punkte  des- 
selben an  die  Kreise  r  und  q  gelegten  sphärischen  Tangenten  einander 
gleich  sind ,  während  die  von  einem  Punkte  des  zweiten  an  den  Kreis  r 
und   den  Gegenkreis   von   q  gezogenen  Tangenten   gleich   sind.     In  der 

That,  sind 

X  sin  6  cosr  =  z ( —  cos 6  cos r  -f-  cos q) 
und 

y  sin 6cosr=iXz{'- cos6  cosr  +  cos q) 

die  Gleichungen  der  geraden  Linie,  die  man  vom  Ursprung  nach  einem 
Punkte  des  ersten  Potenzkreises  gezogen  hat,  so  findet  man  den  Winkel 
Ar,  welchen  diese  Gerade  mit  der  s-Axe  macht,  durch  die  Gleichung: 


cosk  = 
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1 


wo  —cosöcosr  +  cosQ  =  iisinöcosr  gesetzt  ist;  dagegen  wird  der  Winkel 
X,  den  dieselbe  Gerade  mit  dem  Kngelradias  nach  dem  Mittelpunkte  des 
Kreises  q  macht,  bestimmt  durch  die  Gleichung: 

1  +  ulg6  cosd  +  u  sin ö 


Bedeutet  nun  /  die  Länge  der  von  .jenem  Punkte  des  ersten  Potenz- 
kreises an  den  Kreis  r,  und  v  die  Länge  der  von  demselben  Punkte  an 
den  Kreis  q  gezogenen  sphärischen  Tangente,  so  ist  nach  einem  für 
rechtwinklige  Dreiecke   geltenden  Satze   der  sphärischen  Trigonometrie: 

cosk  =  cosr  cosi   und  costi  =  cos qcost, 
also  {cosö  +  li  sin 6)  cosr  cosi^i  cosq  cosx  oder,  wenn  man  die  Gleichung 
—  cos  S  cos  r '\' cos  q  =i  it,  sin  ö  cos  r  heranzieht : 

cosi  =:  cosx  j 
woraus  die  erste  Behauptung  unmittelbar  folgt.  Nimmt  man  statt  des 
Kreise«  q  einen  andern  mit  dem  Radius  p'=180^  — ^,  so  ist  die  Gleich- 
ung seines  ersten  Potenzkreises:  x  sind  cosr  =  z  ( —  cosö  cosr  -f-  cosq')  oder 
X  sind  cosr  =iz{ — cosö  cosr --  cosq)  ^  d.  h.  die  Gleichung  des  ersten  Po- 
tenzkreises der  Kreise  r  und  q  ist  identisch  mit  der  Gleichung  des  zwei- 
ten Potenzkreises  der  Kreise  r  und  ^,  womit  die  zweite  Behauptung 
erwiesen  ist. 

Wenn   also    eine  Schaar   von  Kreisen   mit  dem  Kreise  r  den  ersten 

Potenzkreis,  der  hier  allein  in  Betracht  kommt,  gemeinschaftlich  hat,  so 

muss,    weil    für    einen   constanten   Werth  von  p  auch  p  Igr  eine  Con- 

Btante  ist,  /     .       •  *  .         *\ 

[p  tgr  stn 6+ cosö)  cosr  e=s COSQ 

VT        •  -L     L        ^      sin^(r  +  ö)'-sin^Q  .^  .^         ,_ 

sein.      Nun   ist  aber  -— s=-r-^- ^ .-^»    woraus    stn*Qt=  stn*r  cos^ö 

b      sm^{r—ö)  —  stn^Q  ^ 

+  CO»*  r  MW*  d  —  2 sin  r  cos  r  sin  ö  cos  ö  folgt.     Daher  muss : 

[p  igr  sinö  +  cosö]*  cos^r 

=  1—1  sin*r  cos*  ö  +  cos*r  sin*  4  —  2  • sin  r  cos  r  sin  ö  cos  öl 

L  a^b  J 


[pigrigö  +  iy^{l  +  ig*r)(l+ig*ö)^[ig*r  +  ig*ö^2^^igrigöj 


oder 

b 

oder  endlich 

a —  b 
sein.    Wenn  man  entwickelt  und  den  Factor  igö  weghebt,  so  wird  daraus: 
2[p{a^b)^{a  +  b)]:=:{a^b){l'^p*)igrigö. 

ZtftMlizift  1  MAilimiatlk  a.  Phyiik  XXIX,  2«  7 
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Es  ist  aber  weiter :  («  —  6)  sin*(f  cos^r  ■=  sin* (r  +  d)  —  sin* (r  —  Ö)  and  («+fc 
—  c  +  2)  sin*  Q  cos*  r  =  [sin  (r  +  d)  —  sin  (r  —  d)]* ;  daher  kommt  darch  Divi- 
sion: 

a  — 6        sin{r +d)  +  sin{r-^S)  ^  . 

also 

oder,   wenn   man  für  <i-f-6— c  +  S  seinen  oben  gefundenen  Werth  setzt: 

=  [(i  +  6  +  2(l  +  «(7*r) +  2^(^  +  1 +rp«r)(/>  +  l  +  /^«r)J(l-p«)/i;«r. 

Das  ist  also  die  Bedingung,  dass  eine  Schaar  von  Kreisen  mit  ver&nder- 
lichem  Badins  q  zugleich  mit  dem  festen  Kreise  r  eine  gemeinschaftlicbe 
Potenzlinie  besitzt,  ausgedrückt  als  Function  von  a  und  6.  Daraus  e^ 
sieht  man  sofort,  dass  sie  nicht  von  dem  Verhältniss  der  Grössen  a  und 
b  abhängig  ist,  woraus,  verbunden  mit  der  Form  des  Ausdrucks,  deo 
wir  für  c'  — 4a6  — 4  gefunden  haben,  folgt,  dass  der  Satz  B  für  die 
Kugel  nicht  gilt. 

Unter  den  Vielecken,  welche  dem  Kreise  r  ein-  und  dem  Kreise^ 
umgeschrieben  sind,  besitzen  die  von  gerader  Seitenzahl  einige  besondere 
Eigenschaften;  für  ebene  Vielecke  findet  man  eine  derselben  entwickelt 
und  ausgesprochen  bei  Dur^ge  a.  a.  O.  S.  183  (vergl.  unten  Satz  C). 

Für  ein  2n-Eck  nämlich  gelten  folgende  2n  Gleichungen,  die  ähn- 
lich der  Gleichung  5)  gebildet  sind: 

a/^2    t^2^f,^ci,   /,  =  /,«     +t^*, 
at^*    t^*  +  b  +  ci^   /,  =  /,«     +t^*, 


Eliminirt  man  aus  der  (n  +  iy^'^  dieser  Gleichungen  und  der  ersten,  der 
(n  +  2)*«"  und  der  zweiten  u.  s.  w.  die  Grösse  c,  so  erhält  man  die  « 
neuen  Gleichungen: 


{b-^alnin^lhnU)     {hnt^  -/,/,  +  ,)=     (/„ /?«  - '1.  +  I  ^i)      (<«<, -'•  +  i '2.)- 

Man  kann  diesen  n  Gleichungen  zugleich  dadurch  Genüge  thun ,  dass  mso 

setzt.  Denn  das  Product  aller  dieser  Relationen  ist:  ^^  =  tn4.l^  woraus 
/i^=  +  ^n+i  folgt.  Nimmt  man  das  positive  Zeichen,  also  t^^^tn-^u  ^ 
folgt  aus  der  ersten  Relation  l^^tn^t^  dann  aus  der  dritten  /3  =  /j,^3  etc.; 
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infolge  dessen  sind  snch  die  anf  der  rechten  Seite  obiger  Oleichnngen 
Yorkommenden  zweiten  Factoren  gleich  Null.  Wfthlt  man  aber  das  nega- 
tive Zeichen,  nämlich  ^i^  —  ^n+i«  so  erhält  man  ebenso  nacheinandef : 
1^  =  — /»4.2i  ^  =  — /«+s  etc.,  und  die  erwähnten  Factoren  werden  auch 
jetst  wieder  Null.  Aber  obgleich  die  genannten  Relationen  obige  Oleich- 
nngen in  beiden  Fällen  identisch  erfüllen,  so  darf  man  sie  doch  nicht 
als  wirklich  bestehend  ansehen;  denn  im  ersten  Falle  mQsste  ^1  =  360^ 
+  9»+ii  <P8 —  360^+9)1.4.2  etc.  sein,  d.h.  die  gegenüberliegenden  Ecken 
des  Vielecks  müssten  zusammen  fallen ,  im  zweiten  Falle  aber  mttsste 
9i  =  360*^  — g?»+i,  g?2  =  360*^— g>»4.2  etc.  sein,  d.  h.  die  gegenttberliegen- 
den  Ecken  des  Vielecks  mttssten  symmetrisch  liegen  gegen  die  Centrale, 
was  ebenfalls  unmöglich  ist. 

Dem  gegenüber  müssen  wir  uns  nach  anderen  Belationen  unter  den 
/  umsehen,  welche  obige  Gleichungen  erfüllen;  solche  erhält  man  aber 
dnrch  Nullsetzen  der  ersten  Factoren  auf  der  rechten  Seite  der  genann- 
ten Gleichungen,  so  dass 

WO  1  eine  Constante  bedeutet.  In  der  That  gehen  dadurch  die  genann- 
ten Gleichungen  über  in: 


die  zweiten  Factoren  auf  der  linken  Seite  können  nicht  zugleich  Null 
sein,  weil  sonst  ii*^i^\  ^*  =  '4'»  's*=='6*>  •  •  '»-i*='ii  +  i*  folgen  würde, 
was  nicht  möglich  ist.  Man  hat  daher  den  ersteft  Factor  auf  der  rechten 
Seite  =  0  zu  setzen ,  also  _ 

-±/?- 

damit  die  Gleichungen  vollständig  erfüllt  werden.  Demzufolge  bestehen 
flir  jedes  Vieleck  von  gerader  Seitenzahl  die  Relationen : 

Bei  der  Badicirung  hat  man  das  positive  Zeichen  zu  nehmen,  wenn  die 
Kreise  r   und  q  sich  nicht  einschliessen ;   im  andern  Falle  das  negative. 

Nun  ist  die  Gleichung  einer  Diagonale,  welche  die  gegenüberliegen- 
den Eckpunkte  von  den  Parametern  k  und  n+k  verbindet,  nach  Gleich- 
ung 2): 

X  cos^{<pk  +  q>n-\-k)  +  y  sin^{ipk  +  <P«+0  =  2  fgr  cos^{q>k  -  Vn  +  O 

oder,  nach  Ik  und  fu-\-k  entwickelt: 

7* 
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Enetst  niAn  hier  in-i-k  dmeh T/  ^t  so  erlüüt  man: 

ik^/a  +  b  yä+yb 

Da,  wie  man*  sieht,  die  Gleichungen  aller  Diagonalen  sich  nnr  darch 
den  Coefficienten  Yon  y  unterscheiden,  so  schneiden  sich  alle  in  einem 
Pnnkte  p^  der  Kngeloberfläche,  dessen  Coordinaten 

l/a  —  yb 
7)  yi  =  0   und  g^  =  z^^r>^         ^     > 

ya  +  yb 

ako  nnabhftngig  Yon  den  t  sind.     Daraus  folgt  der  Satz: 

C.  Die  Verbindungsbögen  gegenttberliegenderEcken  eines 
sphärischen  Vielecks  von  gerader  Seitenzahl,  das 
einem  festen  Kreise  r  eingeschrieben  und  einem  festen 
Kreise  ^  umgeschrieben  ist,  schneiden  sich  in  einem 
Punkte,  welcher  unverändert  derselbe  bleibt,  wenn 
man  auch  das  Polygon  verschiebt,  sobald  nur  seine 
Ecken  auf  der  Peripherie  des  Kreises  r  bleiben  nnd 
seine  Seiten  den  Kreis  q  berühren.* 
Wir  wollen  uns  jetzt  die  Aufgabe  stellen:  den  Schnittpunkt  zweier 

gegenüberliegenden  Seiten   des  Vielecks  zu  finden.     Die  Gleichung  der 

Seite  Ar,  Ar  +  l  ist: 

und  die  der  Seite  »  +  Ar,  n  +  k+l: 

x(l'-tn^kim-{-k-k'i)+y(^  +  k  +  im  +  k^\)  =  Ztgr{l  +  tn+ktn  +  k-\-i). 

Durch  die  Substitution  tn^k  "  "~  r  ^  ""  ^^^  'n+jfc+i  = y  ~ 

geht  letztere  über  in: 

Für  den  Schnittpunkt  erhält  man  demnach  nach  leichter  Bechnung: 

ya^yb  {tk+tk+iWa^yb) 

Da  die  Gleichung  zwischen  ^  und  2  die  Grössen  t^  und  ^j^^i  nieht 
mehr  enthält,  so  liegen  die  Schnittpunkte  irgend  zweier  gegenüberliegen- 
den Seiten  auf  einem  und  demselben  grössten  Kreise,  dessen  Schnittpunkt  p, 
mit  der  Centrale  der  Kreise  r  und  q  bestimmt  wird  durch  die  Gleichungen: 


•  Für  ebene  Vielecke  findet  sich,  wie  schon  oben  bemerkt,  dieser  Sata  ent- 
wickelt bei  Duräge  a.  a.  0.  S.  188. 
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8)  yg  =  0   und   x^^z^tgr^^'^^t-' 

Wenn  man  den  Quotienten  o?! :  z^  in  Gleichung  7)  mit  ige^  und  den 

Quotienten  x^:z^  in  Gleichung  8)  mit  tge^  bezeichnet ,  so  hat. man  durch 

Multiplication:  ,       ^  ,  , 

tge^ige^^ig^r, 

woraus  man  schliesst,  dass  die  Punkte  p^  und  p^  den  auf  der  Centrale 
liegenden  Durchmesser  des  Kreises  r  harmonisch  theilen,  oder  dass  der 
durch  p^  gehende  grösste  Kreis  in  Bezug  auf  den  Punkt  p^  dieselbe 
Rolle  spielt,  wie  in  der  Ebene  die  Polare  in  Bezug  auf  den  Pol;  daher 
gehen  bekanntlich  die  Bertihrungssehnen  aller  von  irgendwelchen  Punkten 
dieses  Polarkreises  an  den  Kreis  r  gelegten  Tangenten  paare  durch  den 
Pol/^i. 

Wir  können  ferner  noch  die  Frage  aufwerfen,  welcher  Punkt  p  der 
harmonische  Pol  des  durch  p^  gehenden  grössten  Kreises  in  Bezug  auf 
den  Kreis  q  sei,  oder  welcher  Punkt  p  zugleich  mit  p^  den  auf  der  Cen- 
trale liegenden  Durchmesser  des  Kreises  q  harmonisch  theile.  Nennen 
wir  den  Winkel,  den  der  nach  diesem  Punkte  gerichtete  Kugelradius 
mit  der  z-Axe  bildet,  ß,  so  muss  demgemäss: 

tgi,e^6)tgi,e^'^S)  =  ig^Q 
sein,  wo 

lge^  =  (gr^—P-^^    also    /(y(gg-d)=  V       J'        —        >      ^- 

ist.     Es  ist  aber: 
a  ^sm^r  +  6)-sin^Q^{tgr  +  lgö)\l  +  tg^Q)-tg^Q{l  +  lg^r){l  +  tg^d) 
b      sin*{r-^S)^sin^g      (tgr -igöy{l  +  ig^g)  -  lg^Q{l+tg^r){l  +  tg^d)' 

oder  anders  geordnet: 

a  ^  (igr  +  ig6Y  "  jl-igrigö)^  tg^Q 

b        {tgr  —  tg6y-{l  +  tgrtgö)'^ig^g' 
Dies  giebt: 

fsrQ  =  -  


ail+igrtgöy-b^l'-igrtgöy 

oder,  wenn  man  die  Differenzen  im  Zähler  und  Nenner  der  rechten  Seite 
in  Producta  zerlegt: 

,^   ^   [{tgr-fg8)V^'-{tgr  +  ig6)j/b]l{igr^ig6)yZ  +  {igr  +  igö)yb]; 
^      [{l  +  i9rtg8)ya  +  (l^tgrtgd)yb][(l+tgrtgd)j/^-{l'-tgrtgd)yb] 

durch   andere  Anordnung  der  Glieder  auf  der  rechten  Seite  bekommt 
diese  Gleichung  schliesslich  die  Gestalt: 

^^    ^tgr{y^--yb)-^tg6(yi+yb)    tyr{ya  +  yb)^tg8(yä'-yb) 

^    yi+yi+tgrigb^ya-^-yi)    ya-yb+ tgrtgö (yi+yb) 
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Der  zweite  Factor  rechts  ist,  wie  oben  bemerkt,  gleich  (g(e^  —  d\ 
also  ist: 

/,(e-^)=.^-i^7/^^-^^(f,-  +  f.^,    d.  h.  ^ge^^r.l^. 
j/l+yb  +  tgrtgö{ya^j/ö)  j/a  +  fb 

womit  bewiesen  ist,  dass  der  Punkt  p  mit  dem  Punkte  P|,  dem  Schnitt- 
punkte der  Diagonalen,  zusammen f&llt. 

Die  beiden  Punkte  P|  und  p^  theilen  daher  sowohl  den  auf  der 
Centrale  liegenden  Durchmesser  des  Kreises  r,  als  auch  den  ebenso  liegen 
den  Durchmesser  des  Kreises  g  harmonisch,  oder  sie  sind  die  Doppel- 
punkte der  von  den  Endpunkten  dieser  Durchmesser  auf  der  Centrale 
gebildeten  Involution;  infolge  dessen  ist  der  durch  p^  gehende  grSsste 
Kreis  der  Polarkreis  des  Punktes  p^  auch  in  Bezug  auf  den  Kreis  ^ 
oder  die  Bertthrungssehnen  je  zweier  von  irgend  einem  Punkte  dieses 
Polarkreises  an  den  Kreis  q  gelegten  Tangenten,  folglich  auch  die  Ver- 
bindungsbögen  der  Berfihrungspunkte  je  zweier  gegenüberliegenden  Seiten 
sehneiden  sich  in  dem  Punkte  p^,  dem  nämlichen  Punkte  also,  in  dem 
sich  auch  die  Verbindungsbögen  je  zweier  gegentiberliegenden  Ecken 
schneiden ,  und  zwar  findet  dies  Alles  statt  unabhängig  von  den  verschie- 
denen Werthen,  welche  die  /  annehmen  können,  also  auch  dann,  wenn 
man  das  Vieleck  in  der  oben  angegebenen  Weise  verschiebt.     Weil  wir 

1  7/T 
bei    unserer   Untersuchung  jedesmal    die   Substitution    tn+k^-'-rr   " 

gebrauchten,  die  nur  dann  gilt,  wenn  der  Kreis  r  den  Kreis  q  ein- 
schliesst,  so  sind  vorerst  die  gewonnenen  Resultate  auch  nur  in  diesem 
Falle  richtig;  wenn  aber  die  Kreise  r  und  q  auseinanderliegen,  man  also 
für  in+k  das  positive  Zeichen  wählen  muss,  so  hat  dies  nur  die  Folge, 
dass  die  sphärischen  Abscissen  der  Punkte  ^,  und  Pg  ihre  algebraischen 
Werthe  vertauschen,  ohne  dass  die  Eigenschaften  dieser  Punkte  selbst 
sich  ändern:  der  innerhalb  des  Kreises  r  liegende  Doppelpunkt  der  In* 
volution  bleibt  auch  jetzt  noch  Schnittpunkt  der  Verbindungsbögen  je 
zweier  gegentiberliegenden  Ecken  des  Vielecks  sowohl,  als  des  Vielecks 
der  Berührungspunkte;  der  ausserhalb  liegende  bestimmt  den  grösstan 
Kreis,  auf  dem  die  Schnittpunkte  je  zweier  gegenüberliegenden  Seiten 
des  Vielecks  liegen.  Weil  aber  der  gemeinschaftliche  Schnittpunkt  der 
Verbindungsbögen  je  zweier  gegenüberliegenden  Ecken  des  Vielecks  der 
Berührungspunkte  der  Punkt  p^  ist,  so  müssen  nothwendig  die  Schnitt- 
punkte je  zweier  gegenüberliegenden  Seiten  des  Vielecks  der  Berührungs- 
punkte auf  dem  grössten  Kreise  liegen ,  der  durch  den  diesem  harmoniBch 
zugeordneten  Punkt,  nämlich  den  Punkt  p^  bestimmt  wird.  Das  6e- 
sammtergebniss  unserer  Untersuchung  enthält  folgender  Satz: 

D.  Für   ein  sphärisches   Vieleck   von   gerader  Seitenzahl, 
das  einem   festen  Kreise  r  eingeschrieben   und  einem 
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festen   Kreise   g  nmgeschrieben   ist,    sind  die  Doppel- 
punkte der  von  den  Endpunkten  der  Durchmesser  bei- 
der Kreise  auf  der  Centrale  gebildeten  Involution  zwei 
merkwürdige  Punkte,   von   denen  der  erste,   innerhalb 
des  Kreises  r  liegende  die   Eigenschaft  besitzt,   dass 
die  Verbindungsbögen   je   zweier  gegenüberliegenden 
Eckpunkte  sowohl  des  Vielecks,  als  auch  des  Vielecks 
der  Bertihrungspunkte  durch  ihn  hindurchgehen,  wäh- 
rend   der    zweite,    ausserhalb    des   Kreises    r    liegende 
einen   grössten  Kreis   bestimmt,   auf  dem  die  Schnitt- 
punkte je  zweier  gegenfiberliegenden  Seiten  sowohl  des 
Vielecks,  als  des  Vielecks  der  Berührungspunkte  sich 
befinden.     Alles   dies    bleibt  unverändert,    auch  wenn 
man   das  Vieleck   so  verschiebt,   dass  seine  Eckpunkte 
auf  dem  Kreise  r  bleiben  und  seine  Seiten  fortwährend 
den  Kreis  q  berühren. 
Wenn  in  den  festen  Kreis  r  ein  sphärisches  Vieleck  von  bestimmter 
Seitenzahl  eingeschrieben  werden  soll,  dessen  Seiten  einen  andern  Kreis 
mit  dem  Radius  q  berühren,  so  muss  zwischen  den  Grössen  r,  i  und  g 
eine  gewisse  Relation  bestehen,  die,  wie  aus  Satz  A  erhellt,  unabhängig 
ist  von  den  Werthen  der  Parameter  der  Eckpunkte  des  Vielecks.     Man 
könnte  dieselbe  dadurch  erhalten,  dass  man  aus  den  n  Gleichungen: 


die  Grössen  (g,  /,,  ...  tj,  eliminirte,  wodurch  man  eine  Endgleichung  be- 
käme, die  nur  noch  t^  enthielte.  Wegen  der  Willkürlichkeit  von  i^  müssten 
aber  sämmtliche  Coefficienten  dieser  Gleichung  gleich  Null  sein,  also 
einen  gemeinschaftlichen  Factor  besitzen«  der,  gleich  Null  gesetzt,  die 
fragliche  Relation  lieferte.  Für  ein  Dreieck  hat  man  beispielshalber  die 
drei  Gleichungen: 

Die  Elimination  von  ^3  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  giebt  das 
ResulUt: 

Schreibt  mau  die  erste  Gleichung  in  der  Form: 
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80  erhält  man  dnrch  Elimination  von  t^  ans  dieser  and  der  vorhergehen- 
den Gleichung: 


(a6  +  I)c«-2(«6-l)»         flc/j«-(a6-l)«  c         at^*--l 

ftc«-(öfr-l)«r,«  (afr  +  l)c«-2(afr~l)«      6-/i«  c 

0  •    fcc«-(a6-.l)«<i«  0  6-/i» 


=  0. 


Ans  dieser  Determinante  kann  man  den  Factor  a6  — 1  — c  aasscheiden- 
denn  sie  wird  identisch  gleich  Nall,  wenn  man  aft  — l=c  setzt,  weil 
dann  zwei  Vertikalreihen ,  nachdem  man  sie  durch  c^  dividirt  hat,  den 
beiden  anderen  Vertikalreihen  gleich  werden.  Also  ist  ab  —  l^c  die 
▼erlangte  Relation. 

Es  würde  jedoch,  wie  man  an  diesem  Beispiele  sieht,  zn  sehr  an- 
erqnicklichen  Rechnungen  fähren,  wenn  man  in  dieser  Weise  auch  die 
Relationen  für  Vielecke  höherer  Seitenzahl  entwickeln  wollte.  Da  bietet 
nun  aber  der  Satz  A  ein  willkommenes  Mittel,  um  die  aufzuwendende 
Mühe  ganz  bedeutend  zu  verringern.  Weil  nämlich  darnach  die  fragliehe 
Relation  bei  jeder  Lage  des  Vielecks,  d.  h.  bei  jedem  Werthe  des  An- 
fangsparameters 9|  gelten  muss ,  so  kann  man  auch  dem  q>^  den  speciel- 
len  Werth  Null  geben,  wodurch  bewirkt  wird,  dass  die  übrigen  Ecken 
des  Vielecks  eine  symmetrische  Lage  gegen  die  Centrale  annehmen.  Für 
ein  Vieleck  von  gerader  Seitenzahl  2n  wird  nämlich  dann:  g>g  =  360^ 
—  «pan»  <P8~  360®  — g>2ii— 1  •••  etc.  und  endlich  g)«+i  =  360®  — g)«4-i  oder 
9>ii+i  =  180®,  und  infolge  dessen:  /2ii  =  — 's»  '2ii-i=  — ^  ...  etc.  und 
endlich  t^^i=sco\  für  ein  Vieleck  von  ungerader  Seitenzahl  2n-|-l  aber 
hat  man  dann:  q>2^=i60^  —  (p2n-{-i^  <y)3  =  360®  — 9)2n  •*>  etc.  und  endlich 
9n+i  =  360®  — g)i,4.2>  und  infolge  dessen:  '2«+i==  — ^»  <2ii  =  -''s.«.  ©tc. 
und  endlich  ^114.2  =  — 'a^-i.  Wenn  man  zunächst  in  die  2n  für  ein 
Vieleck  von  gerader  Seitenzahl  geltenden  Gleichungen  die  eben  für  die 
t  gefundenen  Werthe  substituirt,  so  werden  die  n  letzten  Gleichungen 
identisch  mit  den  n  ersten  und  man  hat  deshalb  die  n  Gleichungen: 

b   =  <,«, 

ai,*l,*    +b+     ct,t^    =    <,»    ,+  /,«, 
9) 

Ebenso  erhält  man  für  ein  Vieleck  von  2»  +  !  Seiten  die  »  +  1  Gleich- 
ungen : 
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b         c=/,«, 

ot^^tf?    +b+   cl^t^    =V+    i^\ 
10) 

«/•+!*   +fr~  c(„+i«  =2/„+,«. 

Aus  diesen  beiden  Oleichnngssystemen  kann  man  noch  einen  merk- 
vürdigen  Schlnss  ziehen.  Substitnirt  man  nämlich  ans  der  ersten  der 
GleicbuDgen  9)  den  Werth  von  t^  in  die  zweite,  so  erhält  man: 

«^'8'  +  *+c^H  =  6  +  ^*    oder    (a6-l)<8  +  c^6  =  0. 
Wenn  man  daher  mit  /V  kurzweg  eine  Function  der  beiden  Grössen  ab 
QDd  c  bezeichnet,  so  ist  i^^f^j/b.     Dies  in  die  dritte  der  Gleichungen 
9)  snbstituirt,   giebt:   abf^^t^^  +  b  +  cf^j/bt^^^fQ^b  +  t^^   woraus  ^4  = /S 

x-^^±/c'y-4(l-^«)(»6/•,»-l)^ , ,. ,,,,,,  ,.„,  ^,^  ^  „„,. 

tiplicirte  Function  von  ab  und  c  folgt,  so  dass  man  setzen  kann :  t^  =  fi  yb'^ 
dann  folgt  in  der  nämlichen  Weise  i^^f^Vb  etc.;  die  letzte  Gleich- 
ung giebt  dann  aber  abf^^^^^X  als  Verlangte  Relation,  die  sich  dem- 
nach als  eine  Function  der  beiden  Grössen  ab  und  c  ausweist  Setzt 
man  den  in  der  nämlichen  Weise  aus  der  vorletzten  der  Gleichungen  10) 
gewonnenen  Werth  von  ^n^-i,  nämlich  fn-^^V^  in  die  letzte,  so  entsteht: 
fl^*/«-j*  +  ^  — <?ft/n-2*  =  26/*„— 2*  oder  nach  der  Division  mit  ^ :  abf^^^^ 
•{-l  —  cfn—i^^^fu^t*  als  verlangte  Relation,  die  also  ebenfalls  eine 
Function  der  beiden  Grössen  ab  und  c  ist.  Man  kann  diese  beiden 
Resultate  in  den  Satz  zusammenfassen: 

E.  Die  für  irgend  ein  sphärisches  Vieleck  von  bestimmter 
Seitenzahl,  das  einem  Kreise  mit  dem  Radius  r  ein- 
geschrieben und  einem  Kreise  g  umgeschrieben  ist, 
geltende  Relation  zwischen  r,  q  und  ö  ist  eine  Func- 
tion der  beiden  Grössen 

t  _.  sin{r+ö  +  Q)  sin(r  +  ö^Q)  sin(r^6  +  Q)  sin{r~'d  —  Q) 

sin^Q  cos^r 
und 

e^-^ .  a         « '* 

stnrg  cosrr 

Wenn  man  von  der  Kugel  zur  Ebene  übergeht,  so  bleibt  der  eben 
geseliilderte  Bau  der  Relationen  derselbe,  nur  hat  man 
{r  +  S+Q){r  +  d^g)(r^6  +  Q)(r^d^Q)    ^^^^   [(r  +  p)« -  6«] [(r ^ ^^ - ^'] 
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statt  ab   und   -^ — 0 — -  statt  c  zu  setzen.     Nun  lässt  sich  aber  das  Pro- 

duct  ab  für  die  Kugel  auch  auf  die  Form: 
.  [^>i'(r  +  p)  -  jm«a]  [sin^jr-Q)  -  sin^ö] 

{ [sin  rco8Q  +  sin  q  cos  r]*  —  sin  ö^\\[sinr  cos  q  —  sin  q  cos  r]*  —  si/i*  ö  \ 

sin^Q  cos^r 
bringen ,  weil  sin  (r  +  4  +  ^)  5f>i  (r  —  a  +  ())  =  siw*  (r  +  p)  —  5in*  6  und  sin  (r  +  tf 
—  p)  «n  (r  —  a  —  p)  =  *«w*  (r  —  p)  —  m* 5   ist.     Daraas   kann   man    folgende 
Schlassfolgemng  ziehen: 

F.  Die  Relation   zwischen   r,  q  nnd   6  für  ein  sphärisches 

Vieleck   von   bestimmter  Seitenzahl  lässt  sich  ans  der 

für  ein   ebenes  Vieleck  derselben  Seitenzahl   dadurch 

ableiten,   dass   man   sind  statt  a,   sinr  cosq  statt  r  und 

singcosr  statt  q  setzt.* 

Dieser  Satz   ist   für  die  Herleitung  der  auf  sphärische  Vielecke  be^ 

züglichen  Relationen   von   grosser  Wichtigkeit,    weil  es  in  vielen  Fällen 

leichter   ist,   die  Relationen  für  ebene  Vielecke  zu  finden,   wofür  weiter 

unten  Beispiele  vorkommen  werden. 

Es  bleibt  uns  nur  noch  übrig,  für  einige  der  einfachsten  Fälle  diese 
Relationen  wirklich  zu  entwickeln,  nnd  zwar  wollen  wir  mit  Vielecken 
gerader  Seitenzahl  den  Anfang  machen,  weil  sich  für  diese  die  Aus- 
führung der  Rechnung  am  leichtesten  gestaltet. 

1.  Für  ein  Viereck  hat  man  nach  9)  die  zwei  Oleichnngen: 
b=si^*  und  a^'s=l,  woraus  sofort: 

a6-l=0 
oder 

sin{r  +  6  +  Q)  sin(r+8  —  q)  5f>i(r  —  J+  ^)  sin{r~'ö  -q)  =  sin*q  coS^r  *♦ 

als  verlangte  Relation  folgt.     Für  die  Ebene  geht  dieselbe  über  in: 

oder 

(r«-^«)«-.2«(r«  +  p«)  +  d*  =  ^*. 
Dies  giebt: 

wo  das  obere  Zeichen  für  den  Fall  gilt,  dass  der  Kreis  q  ausserhalb  des 
Kreises  r  liegt,   das  untere  für  den  Fall,  dass  der  Kreis  r  den  Kreis  q 


*  In  etwas  anderer  Form  findet  sich  dieser  Sats,  durch  Vergleichung  der 
Werihe  der  Invarianten  J,  ^,  Q  und  O'  für  die  Ebene  und  die  Kugel  abgeleitet, 
bei  Salmon-Fiedler,  Aualyt.  Geometrie  des  Raumes  P,  S.  316. 

**  Genau  in  derselben  Gestalt,  aber  ohne  Beweis  giebt  Steiner  diese  Rela- 
tion Gesammelte  Werke  I,  159,  wo  er  auch  die  Relationen  fSr  das  ebene  Drei-, 
Vier-,  Fünf-,  Sechs-  und  Achteck  mittheilt. 
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eiDScfaliesst.     Umgekehrt  leitet  man  daraus  durch  Anwendung  des  Satzes 
¥  ffir  das  sphftrisehe  Viereck  folgende  Form  der  Belatton  her: 

sin*6  =  sin^r  cos^q  +  sin^Q  cos^r  +  sin  ^  cosr  j/A  sin^r  cos^g  +  sin^g  cos^r, 

2.  Für  ein  Sechseck  gelten  die  drei  Gleichungen: 

woraus  nach  leichter  Rechnung  die  Relation  {ab  —  l)*=c^ab  folgt ,  d.  h.: 

[sin (r+6  +  g)  sin {r  +  Ö  —  g)  sin  {g  -^  6  +  g)  sin  {r  ^  Ö—  g)  —  sin^ g  cos^ r]* 
=  4{«ri*r  cos^g  -  sin^S)*  sin  {r  +  5+g)  sin  (r+  ö—g)  «>i(r-5+  ^)  «w(r— d  — ^). 

3.  Für  ein  Achteck  erhält  man  aus  den  vier  Gleichungen: 
ebenso  leicht  die  Relation: 

4.  Waa  das  Zehneck  hetrifft»  so  könnte  es  scheinen,  dass  die  Re- 
lation für  dasselbe  (a^  — l)^  =  c^a6  heiasen  müsse,  weil  man  für  das 
Viereck  {ab-iy^c^ ab,  für  das  Sechseck  (aft-l)«  =  c«a6,  für  das 
Achteck  {ab  —  iy^c^ab  hat;  aber  dieser  Analogieschluss  ist  falsch,  wie 
•iu  der  folgenden  Darstellung  hervorgeht.     Von  den  fünf  Gleichungen: 

giebt  n&mlich  zun&chst  die  zweite  und  vierte  mit  Hilfe  der  ersten  und 
flinften : 

(aA  — l)/j  +  c/6==0  und   cj/ät^  +  ab-l  ^0. 
Durch  Substitution  der  daraus  gewonnenen  Werthe  von  i^  und  t^  in  die 
dritte  Gleichung  erhftlt  man: 

2flfcc«(a6-l)»  +  c»(a6-l)«^ir6  =  flfcc*+(ö6-l)* 
oder  anders  geordnet: 

Durch  Quadiiren  geht  diese  Gleichung  Über  in: 

oder,  wenn  man  das  Glied  links  auf  die  rechte  Seite  bringt: 

Wie  man  sieht,  Ittsst  sich  der  Factor  {ab  —  iy  —  c^ab,  welcher  dem 
Zehneck  fremd   ist,   weil   er,  gleich  Null   gesetzt,   die  Relation   für  das 
Sechseck  liefert,  ausscheiden,   und  die  Relation  für  das  Zehneck  nimmt 
demnach  die  Gestalt  an: 
[{üb^iy^€»abY=^2(^ab{ab-l)[{ab^iy-c^ab]  +  c^ab{ab-l)\ 
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Indem  man  die  linke  Seite  in  die  zwei  Posten  (06  — 1)'[(ö6  — 1)*  — c*fl6]' 
—  c*«  6  [(a  6  —  1)*  — c*a  6]*  zerlegt  und  den  zweiten  auf  die  rechte  Seite 
bringt,  erhält  diese  Gleichung  die  bequemere  Form: 

(o6-l)«[(a6-l)»-c«a6]«  =  c*flfe[(a6-l)«-c«J», 
wodurch  durch  Badicirung  die  zwei  Relationen: 

(W6-l)[(a6-l)«-c«afc]=  +  c[(a6-l)«-c«]/^ 
entspringen,  von  denen  die  erste  für  den  Fall  gilt,  dass  der  Kreis  r  den 
Kreis  g  einschliesst,   die  zweite,  mit  dem  negativen  Zeichen  rechts,  för 
den  Fall,  dass  die  Kreise  r  und  g  auseinanderliegen. 

ö.  Endlich  wollen  wir  noch  die  Relation  für  ein  Zwölf  eck  ent- 
wickeln. Aus  der  ersten  und  zweiten,  vorletzten  und  letzten  der  hienn 
dienenden  Gleichungen  erhält  man  wieder  wie  oben: 

(a6  — l)/g  +  c^^=0    und    c/ä/ß  +  a6  — 1  =  0, 
wodurch  die  beiden  mittelsten  Gleichungen  tibergehen  in: 

[(a6-l)«-c«fl6]//+c«f/6(a6-l)/^  +  6[c«~(a6-l)«]    =0, 
a[c«-(ö6-l)«]  l^^  +  c^y'a{ab'^l)t^  +  [{ab^i)^-^c^ab]  =  0. 
Als  Resultante  dieser  beiden  Gleichungen  findet  man  nach  den  bekann- 
ten Methoden: 

(a6-l)«[(fl6-l)«-cY^|[(a6-l)2+cY^]«-c*(l  +  f/76)V«^l==<'- 
Die  beiden  ersten  quadratischen  Factoren  sind  dem  Zwölfeck  fremd, 
denn  sie  gelten  für  das  Viereck  und  Achteck.  Es  bleiben  somit  alü 
Relationen  ftir  das  Zwölfeck,  wenn  man  entwickelt  und  neu  ordnet: 

(öfe«-l)4-c*ö6=  +  c«[c«(a6  +  l)-2(ö6-l)«]^, 
von  denen  die  erste,  mit  dem  positiven  Zeichen,  wiederum  für  den  FtU 
gilt,  dass  der  Kreis  r  den  Kreis  g  einschliesst,  die  zweite  für  den  Fall, 
dass  beide  Kreise  auseinanderliegen. 

Die  Relationen  ftir  Vielecke  ungerader  Seitenzahl  folgen  ebenso 
leicht  aus  den  Gleichungen  10),  und  zwar  hat  man 

1.  ftir  das  Dreieck  b=t^*  und  ai^^  +  b  —  ct^^^^it^K  Daraus  findet 
man  sofort  nach  Ausscheidung  des  Factors  b: 

a6  — l  =  c, 
d.h. 

sin{r+8'\' g)  sin{r  +  S  —  g)  $in{r^ö  +  g)  sin^r-^ d—  g) 
=  sin^g  cos^r  [sin^g  cos^r  +  2  sin^r  cos^g  —  2  m*5], 

Ftir  die  Ebene  geht  diese  Relation  tiber  in: 

(r«-^8)«~  2tf2(r«+(»*)  +  Ä*  =  ^*  +  2^«(r«-d*) 
oder 

a*-2r»Ä«  +  r*  — 4r«p«  =  0. 

Dies  giebt  aber  die  bekannte  Euler 'sehe  Relation  6^  =  r^  +  2rg,  folg- 
lich nach  Satz  F  ftir  das  sphärische  Dreieck: 


Von  Dr.  Stoll.  109 


5111*  d  =  sin  r  cos  q  {sin  rcosQ±^  2  sin  q  cos  r)  ♦ 
oder  in  anderer  Form: 

m*  g  cos^  r  =  sin  (r  +  p  +  ^)  siu  (r  +  ^  —  ^). 

2.  Das  Fünfeck  erfordert  die  Gleichungen: 

b=.i^\     ai^^t,^  +  b  +  ct,i^  =  i^^  +  i,^     ai,^  +  b-ci^^^2t,K 

Die  erste  und  zweite  Gleichung  geben  (ab  — l)i^ +  €1/1=0,  wodurch  die 
dritte  Gleichung  nach  Ausscheidung  des  Factors  b  tibergeht  in: 

a6c*+(a6-l)*=c*(c+2)(a6-l)«.      . 
Wenn  man  derselben  die  Form  giebt:  * 

[(fl6-.l)2_c«]»=:c»(a6-l)[a6-.l-c], 
80  kann  man  den  Factor  ii6  — 1  — c,  welcher  dem  Dreieck  angehört,  hier 
also  fremd  ist,  ausscheiden  und  erhält  so  endlich 

[öÄ  — l  +  c]«[a6--l-c]  =  c3(a6-.l). 
Für  das  ebene  Fünfeck  kann  man  sich  mit  Vortheil  der  folgenden 
Rednction  bedienen.  Man  setze  (r  +  d):^  =  0)  {''  —  ^)'Q  =  ßi  so  ist 
fl  =  «*— 1,  6  =  /5«— 1,  c  =  2a/5,  «6  — l  =  a*/3*— a*  — /P,  was  wir  kurz- 
weg mit  A  bezeichnen  wollen.  Die  Gleichung  {ab  —  1)*  —  c^{c  +  2){ab  —  1)^ 
+  aöc*  =  0  geht  dann  über  in  ^*-8««/?(a/3  +  l)^  +  16a*/3*(a2-l)(j8«-l). 
Dies  giebt  aber  A^  =  icflß^laß  +  1 +  {a+ß),  also  entweder 

(a«^«-a«-PV  =  4a»^«(a  +  l)(^  +  l) 
oder 

Die  erste  dieser  Gleichungen  ist  durch  a/3+<x  +  /^  theilbar,  die  zweite 
durch  a|3  — a  — ^;  durch  Ausführung  der  Divisionen  bekommt  man  für 
das  ebene  Fünfeck  die  zwei  Relationen: 

a!^  +  ß^-a^ß^^aß{a  +  ß)ia  +  l){ß  +  l), 
a^  +  ß^-^a^ß^^aß{a  +  ß){a^l){ß^l),** 

von  denen  die  erste  gilt,  wenn  die  Kreise  r  und  q  sich  schneiden,  die 
zweite,  wenn  der  Kreis  q  vom  Kreise  r  eingeschlossen  wird.  Nach  Wie- 
dereinführung der  Werthe  von  a  und  ß  und  durch  Anwendung  des  Satzes 
F  erhalten  die  Relationen  ihre  Ausdehnung  auf  die  Kugel. 

3.  Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  gleich  von  vornherein  das 
ebene  Siebeneck  betrachten  und  dabei  die  nämlichen  Bezeichnungen 
beibehalten,  wie  in  der  vorigen  Nummer.  Man  hat  auszugehen  von  den 
Gleichungen : 

*  In  etwas  anderer  Form  steht  diese  Relation  bei  Salmon -Fiedler  a.  a.  0. 
S.  316. 

••  Vergl.  damit  die  Form  dieser  Relation  bei  Durfege  a.  a.  0.  S.  186;  durch 
Rationalisiren  und  Ausscheidung  des  fremden  Factors  r  +  9+Q  kann  man  derselben 
die  obige  symmetrische  Qestalt  geben: 
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Ans  der  ersten  und  zweiten  Gleichung  ergiebt  sich  Al^^s  —  iaßyß^  —  U 
aus  der  letzten  Oleichung  aber  erhält  man  entweder  (a  —  l}/^'»/?^! 
oder  («+1)^4*  = /?—l-  Nehmen  wir  zunächst  den  ersten  Werth,  so  vird 
die  dritte  Oleichung,  nachdem  man  die  Nenner  weggebracht  und  mit 
dem  fremden  Factor  ß  +  1  dividirt  hat: 

=  4a*/J*(c-l)(i3-l)  +  ^« 
oder,  wenn  «man  berücksichtigt,  dass  (a*  —  1)(/J*  — 1)  =  1  — -/^  ist: 

=  4  a8/?«^^/(c- 1)05-1). 
Dies  giebt  nach  der  Reduction: 


(^«-4a«/J«)(ai3-a-/5)-4a«/P.4  =  4««/P^jK(«-l)(/S-l). 

Erhebt  man  jetzt  ins  Quadrat,  so  fallt  rechts  und  links  das  Glied  Ißä^ß^A* 

fort,   und   nach  Weghebung   des   fremden  Factors   aß^a  —  ß  bleibt  nur 

noch: 

(/^«- 4o«/5«)«(cr/J- «-/J)  -  8a«/P^U«-4o«/5«)  =  16ä*/J*.^« 

oder  in  einer  mehr  symmetrischen  Form 

(^«- 4««/3«)«(« -.!)(/?- 1)  =  (4««/J«J«+ ^«-4«« /5«)«. 
Diese  Entwickelung  gilt  für  den  Fall,  dass  der  Kreis  r  den  Kreis  q  ein- 
schliesst.    Hätte  man  aber  den  andern  Werth  von  t^  aus  (a  +  l)/4*  =  J?— 1 
genommen  und  gerade  so  gerechnet,  so  hätte  man  als  Relation  für  den 
Fall,  dass  beide  Kreise  sich  schneiden,  erhalten: 

(^«-4«»/JV(«  +  l)(/3  +  l)  =  (4a«i3«^«  +  .<«-.4a«/P)«. 
Dabei  wären  die  Factoren  ß  —  1  und  aß  +  a-i-ß  weggefallen;  das  Prodnct 
des  bei  der  ersten  Relation  ausgeschiedenen  Factors  aß  —  a^ß  mit  aß 
+  ^  +  ß  giebt  aber  «*/?*  —  («  +  /')*»  was  annullirt  die  Relation  für  das 
Dreieck  ist,  ein  Beweis,  dass  wir  das  Recht  hatten,  diese  beiden  Facto- 
ren wegzuwerfen. 
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nL   Heber  dreifeioli- orthogonale  Flächentysteme. 

1«  Geometrisehe  Interpretation  der  Gleichungen 

1)  x  =  /'(i/,r,w),      y  =  g>{u,v,fv),      z  =  i|;(w,»,w). 

In  ^den  Gleichungen  1)  seien  x^  y,  z  die  gewöhnlichen  rechtwink- 
ligen Raumcoordinaten ,  t/,  t;  und  tv  drei  von  einander  völlig  unabhängige 
Parameter,  so  ist  klar,  dass  jedem  Werthsystem  von  u^  v,  w  ein  oder 
mehrere  Werthsysteme  von  j*,  y,  z,  d.  h.  ein  oder  mehrere  Punkte  des 
Raumes  entsprechen,  je  nachdem  die  genannten  Gleichungen  linear  oder 
böherea  Grades  sind.  Setzt  man  nun  eine  der  Variablen  —  etwa  u  — 
gleich  constant  und  Iftsst  nur  v  und  w  variiren,  so  wird  man,  wenn  sich 
0  uud  fv  continuirlich  ändern,  im  Räume  ein  ganzes  Continuum  von 
Punkten,  d.  h.  eine  Fläche  erbalten,  in  deren  sämmtlicben  Punkten 
u  =  constant  ist  und  deren  Gleichung  durch  Elimination  der  Grössen  v^  w 
aus  1)  gefunden  wird.  Denkt  man  sich  dem  u  einen  andern  constanten 
Werth  beigelegt,  so  bekommt  man  eine  andere  Fläche;  lässt  man  u  alle 
möglichen  Werthe  von  —  oo  bis +<^  annehmen,  betrachtet  aber  bezüglich 
eines  jeden  dieser  Werthe  die  Grössen  v,  w  als  variabel,  so  bekommt 
man  ein  ganzes  System  von  unendlich  vielen  Flächen,  von  denen  jede 
die  Eigenschaft  besitzt,  dass  in  ihren  sämmtlicben  Punkten  u  =  consL  ist. 
Wir  wollen  dieses  System  von  Flächen  das  System  der  u-Fläcben 
nennen.  Es  ist  nun  klar,  dass  es  ebenso  ein  System  von  unendlich  vie- 
len Flächen  giebt,  auf  denen  überall  v  =  const,  ist.  Wir  nennen  dieses 
System  das  System  der  v-Flächen.  Ebenso  giebt  es  ein  System  von 
Flächen,  auf  denen  Überall  n;=  consL  ist,  d.  h«  ein  System  vonn^-Flä- 
ehen. 

Es  entspricht  daher  jedem  Werthsystem  von  u,  Vj  w  ein  bestimmter 
Punkt  des  Raumes,  der  als  Schnittpunkt  dreier  Flächen  —  einer  ti*Fläche, 
einer  p- Fläche  und  einer  n^- Fläche  —  erscheint,  und  man  kann  sonach 
jeden  Punkt  des  Raumes  als  Schnittpunkt  dreier  sogenannter  Fnndamen- 
talflächen  auffassen.  Es  ist  dadurch  der  Begriff  des  allgemeinsten  Raum- 
coordinatensystems  gegeben.  So  bekommt  man  z.  B.  das  gewöhnliche 
rechtwinklige  Coordinatensystem,  wenn 

gesetzt  wird. 
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Setzt  man 

x=zucosv  coswy     y  =  u  sinv  costv^     z^=usinw^ 
80  bekommt  man  das  Polarcoordinatensystem.    Denn  setzt  man  u  =  consl., 
so  erhält  man  durch  Elimination  von  v  und  w  eine  Gleichung 

x^  +  y*  +  z^=u\ 
d.  h.  eine  Kugel,  deren  Mittelpunkt  der  Anfangspunkt  und  deren  Radius 
gleich  u  ist.  Jedem  andern  constanten  Werthe  von  u  entspricht  eine 
andere  Kugel,  und  man  erhält,  indem  u  der  Reihe  nach  alle  möglichen 
Werthe  zwischen  —  oo  und  +  oo  beigelegt  werden ,  ein  ganzes  System 
von  concentrischen  Kugeln. 

Setzt  man  w  =  const.,  so  ist  costv,  ab  auch  sinw  constant;  ist  etwa 
cosw  =  Aj  sin 7»  =  B^  so  ist 

x  =  Aucosv,     y=i  Ausinvy     z=zBu 
oder 

d.  h.  man  erhält  einen  geraden  Kreiskegel,  dessen  Scheitel  der  Anfangs- 
punkt und  in  dessen  sämmtlichen  Punkten  iv=^consi.  ist. 
Setzt  man  v  =  consU ,  so  bekommt  man 

x=^  Äu  cosTVy     y  s=  B^ucosw^     z^=usinw 
oder 

X       y 

d.  h. :    die  Fläche  v  =  const,  ist  eine  Ebene ,   die  durch  die  z  -  Axe  geht 
Es  erscheint  somit  auch  im  Polarcoordinatensystem  jeder  Punkt  als 
Schnittpunkt  dreier  Fundamentalflächen. 

Wir  wollen  ferner  jede  Linie  der  m- Fläche,  in  der  nebst  ussconsl. 
auch  V  ~  consL  ist ,  welche  also  Schnittlinie  der  u  •  Fläche  mit  einer 
f- Fläche  ist,  eine  ut;-Linie  nennen  und  haben  sonach  zwischen 
Mf' Linien  und  tin;-Linien  der  u-Fläche,  zwischen  ut^- Linien  and 
v;v-Linien  der  e^-Fläche  und  zwischen  un^-Linien  und  rw-Linien 
der  n^- Fläche  zu  unterscheiden.  Ferner  soll  die  Curve  einer  Fläche,  in 
der  diese  von  einer  t/- Fläche  geschnitten  wird,  eine  i/ -Li nie  dieser 
Fläche  genannt  werden  u.  s.  w. 

2. 

Es  sollen  folgende  Bezeichnungen  eingeführt  werden; 


dx 

dx 

drv      ^  ' 

^y  -h 

K-'-. 

dfv         ' 

dt 

!-:='-• 

dw         ' 
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an'+bb'+cc  =FQ^, 

a  a"+  b  b"+  e  c"=  F^, 
ati  +bb  -^cc  =  ",8, 


«"« 


+  b' 


b, 
b\ 


U". 


,+  c\=F„i 

b,      c 
0  ,     c 


019 


=  ^, 


0»» 


=  ^, 


1»> 


a 

=  ^01» 

C,       ö 

c,     a' 

=  ^1«? 

=  5. 


0«» 


-'Ol» 

.  b" 


=  a 


6 
6" 

18  • 


»C 


08) 


Sind  nun  ds  und  «/^^  zwei  Vom  Punkte  {u^  p,  ;z;)  ausgehende  Linien- 
elemente,  so  zeigt  eine  Rechnung,  die  wir  hier  übergehen  zu  können 
glauben,  daas  das  durch  sie  begrenzte  Fl&chenelement  ^{F)  durch: 

4J(Ff^    {F^F„^F^^)(du,dw^dudtv,)^ 
+    {F^F^^^F,,^){dudv,^dvdu,y 
+    {PiiF^'-^i2^){dvdw,^dwdv^y 
+  2(^01  F^  —  ^j2 ^oo)(^"  ^h  —  d^  dui)(dfv  du^  —  du  dro^ 
+  2(FojFig  —  F^F^^[du  dv^  —  dv  du^)(dv  dw^  —  dw  dv^) 
+  2{Fq^F^^'-'  FQj^Fj){dw  du^  —  du  dw^)(dv  dw^  —  dv^  dw) 
gegeben  ist. 

Die  Lage  dieses  Flächenelements,  somit  auch  die  Richtung  der  zu- 
gehörigen Flftche  im  Punkte  (t/,  v,  w)  ist  gegeben  durch  die  Richtung  der 
Ebene,  welche  mit  der  Fläche,  der  dieses  Element  angehört,  dieses  ge- 
mein hat,  d.  h.  durch  die  Richtung  der  Tangentialebene  im  Punkte 
(^jV^tv)  oder  der  Ebene,  die  durch: 


and 


u  +  dUf 


w, 


v  +  dv^      TV  +  dw 


u  +  du^^    »  +  d»j,     rv  +  dw^ 

geht     Nachdem  aber  die  Gleichung  dieser  Ebene 

S-ar,  V  —  Vf  t—^ 

a du  +  adv  +  a'dw,      b  du  +  b'dv  +  b"dw^       c  du  +  cdv  +  c'dtv 
a  äu^^adv^'\' d'dm^ ,    b  du^  +  h'dv^+  b"dw^ ,    c  du^  +  cdv^  +  c'dw^ 
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=  0 
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ist,  Bo  sind  die  Richtangscosiniis  der  im  Punkte  (u^v^w)  auf  diese  Ebene 
errichteten  Senkrechten,   d.  h.  der  bezüglichen  Flächen  normale  gegeben 

durch :  I 

co8\N^x\^^\  J^{duäVi'^dvdu^) 
+  A^{du  dtv^  —  dw  du^) 
+  i^jj  (dr  d»j  —  dw  d»i)} , 

cos\N,y\  =  -^\  Foi(dud»i  — dpdttj 
+  Bf^{dudw^^dwdUj) 


+  ^12  {^^  ^^1 ""  ^^  ^^i) I  > 


+  ^os(*'"  ^^l  ""  ^"^  ^^^l) 
+  ^i%i^^  dw^—dw  dt^i)} , 

wobei  ilf  die  Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate  der  drei  Zähler 

bedeutet. 

Für    die  Fundamentalflächen   selbst  ergeben  sich  folgende  Gleich- 

^11  ^\%  ^1% 

wenn  A^+B*+C^=sj  gesetzt  wird, 
Bbenso  ist: 

^n  ^0»  ^m 

und 

-^01  -^01  -^01 

8. 

Es  ist  nun  leicht,  den  Winkel  anzugeben,  unter  welchem  sieb  je 
zwei  der  zu  einem  (u,  r,  it;)- Punkte  gehörenden  Fundamentalfläcfaen 
schneiden. 

Es  ist  nämlich: 

cos{u,  W)  =  CO*  { i^.,  iU  ==  ^oi^i»  +  ^oi^i2  +  go»fi« 
und 

CO«  |P,  W}  «    ^01  ^08 +  ^01^0«+  ^01  Q»    . 

Sollen  sich  überdies  die  Fundamentalflächen  im  Punkte  (ti,r,  w)  recht- 
winklig durchschneiden,  so  müssen  die  Gleichungen 

(       ^02^1S  +  ^(»^H  +  Co,Cj,  =  0, 

bestehen.  '     "^»^  "^^  "*"  ^^»  ^<»  "^  ^»i  ^02  =  ö 
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Sind  überbanpt  fttr  jeden  Pnnkt  des  Kanmes  diese  Gleichungen 
erfallt,  so  ist  jeder  Punkt  des  Ranmes  als  Schnittpunkt  dreier  sich  in 
ihm  rechtwinklig  schneidender  Flfichen  aufzuhissen  und  man  hat  sich 
den  ganzen  Raum  von  lauter  sich  rechtwinklig  durchschneidenden  FlS- 
ehen  ausgefüllt  zu  denken,  so  dass  jeder  Punkt  des  Raumes  Schnitt- 
punkt dreier  solcher  Flftchen  ist. 

Durch  das  Gleichungssystem  A)  sind  also  die  nothwendigen  und 
hinreichenden  Bedingungen  g^eben,  die  drei  Flftchenaohaaren  in 
erfüllen  haben,  damit  sie  ein  dreifach -orthogonales  Flächen- 
System  bilden. 

Doch  erlauben  die  hier  aufgestellten  Bedingungen  eine  einfachere 
und  elegantere  Darstellung.  Mit  Rücksicht  auf  die  eingeffibrten  Bezeich- 
nungen kann  die  erste  Gleichung  des  Systems  A)  auch  so  geschrieben 
werden : 

bb+cCy  ob  +CC  I  K^ +*^>  cc +aa  •  M*«  +*^»  aa +bb  | 
b'b"+c'c\  b"^+c"^r\cc'+aa'\  c"*+a'^\'^\aa"+bT\  a"^+b"^\ 
oder 


0  =  3, 


\aa'+bb'  +  ec\   a a'+  b b"+cc" 
\a'a"+b'b"+cc'\  ei''«+6"«  +  c"« 


bb'+cc\  bb"+ec'\ 


aa 


«"« 


bb\  bb" 

ccy  cc 

^W»    ^M 

cc-\-aa^  cc  -^aa 

br\      b\ 

aa+bb\  aa^-^-bb' 


Nun  ist  aber: 

66'+ cc,   66''+cc''  _ 
aa  ^             a  ^ 

nn« 

1  daher: 

aa  +  bb'+cc\   fla"+66"+cc"| 


aa  j  a  ^ 


0  =  3 


'Ol' 


'08 


oder 


B) 


1^18»     ^« 


^01»     ^08 
^18»     ^88 


I^Olf     ^0» 
I  ^18»     ^88 


1-^01»    -^08 


Ebenso  ist: 


und 


^18»  ^10  I  _  Q 

^80»  *'oo 

1^08»  ^Oll— .A 

\  P  JP      \  — 


Durch  das  Gleichungssystem  B)  sind  also  die  nothwendigen  und 
binreichenden  Bedingungen  für  dreifach  -  orthogonale  Flächensysteme 
gegeben.  Auch  erkennt  man  sofort,  dass  als  hinreichende  Beding- 
ungen für  die  gegenseitige  Orthogonalität  der  drei  Flächensysteme  schon 
die  Erfüllung  der  Gleichungen: 

8» 
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C)  ^01  =  0,     ^08  =  0,     F,,  =  0 

genügen. 

Es  seien  z.  B.  die  dnrch: 

y  =f{u).cosg>{v).sinilf{w), 
zs:sf(u),sing>{v) 
gegebenen  Flftchensysteme  zu  untersnchen   (/,  <p  and  tf;  sind  beliebige 
Functionen).  * 

Hier  ist: 
a  =  f\u) .  cos  q>,cos^^ 
b  =  f{u)  .cosq>,  sin  i/; , 
cs:sf(ju),sinq> 

und  daher: 

^01  =  0,     ^02  =  0,     F„  =  0. 

Es   ist  also  durch  D)  ein  dreifach -orthogonales  Flächensystem  gegeben 
Es  soll  nnn  folgende  Frage  behandelt  werden, 
unter  welchen  Bedingungen  stellt: 

IX  =  (u  +  a)%  ,cosv,  cos  w , 
2=(t4-{-y)%  .«Vit; 

ein  dreifach -orthogonales  FlScbensystem  dar?* 
Es  ist  hier: 


a^i^f. <p\  sin <p . cos t/;, 
6'  =  —  /*.<)?'.  sin  g> .  sin  t/;, 
c'sss     f.q>.coSfp 


a" =  —  /".  ^'.  C05  9 .  sin  ^, 
c"=     0 


6» 


cosv  costv 
2/fi  +  a' 

C09V  5m  ll' 


2/ii  +  y 
und  daher: 


a'=  —  st>i  p  C05  w  yu + ff, 


6'=  —  51«  V  sin  m  Yu  +  /J, 
c'=      cosvj/ü+yj 


a"=  —  5t«»  51«  W  ^11  +«i 

c"=     0 


12" 


(ti  -1~  tt)  51«  V  COS  V  sin  w  cos  w  —  (ti  -|-  j^)  sin  v  cos  v  sin  w  cos  w> 


Soll  nun  E)  ein  orthogonales  System  bilden,  so  mnss,  am  B)  zo 
genügen,  entweder  noch  Fqq^O  oder  ^^^  =  0  sein.  Nachdem  aber  ^oo 
hier  nicht  Nnll  sein  kann,  so  müsste  F^^  =  0  sein.  Dies  ist  aber  der 
Fall,  wenn  a  =  ß  ist  und  sonach  die  eine  Flächenschaar,  welche  nnn 
durch: 


x^  +  y\       r 


=  1 


tt+tt     ' u+y 
gegeben  ist,  eine  Schaar  von  Rotationsellipsoiden  darstellt. 

^  Es  ist  dies  ein  spedeller  Fall  der  von  Tiss^rand  (Comptes  rendns,  Bd. 72) 
behandelten  Frage. 
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Die  durch  C)  gegebenen  Bedingungen  lassen  eine  einfache  geome- 
trische Dentnng  zu.  F^^  s=  0  drückt  —  wie  eine  kleine  Ueberlegang  zeigt 
—  die  Bedingung  aus,  dass  sich  die  t/r-  und  t/n;- Linien  der  u- Fläche 
rechtwinklig  schneiden.  Die  gegebenen  Definitionen  dieser  Linien  lehr- 
ten aber,  dass  diese  die  Gurren  sind,  in  denen  die  u- Fläche  von  den 
beiden  anderen  Fundamentalflächen  geschnitten  wird.  Dies  für  die  an- 
deren Fundamentalcurven  der  übrigen  Flächen  in  Betracht  gezogen,  sowie 
die  Berücksichtigung  der  Gleichungen  Fq^=:Q^  F^^^O  giebt  folgenden 
wichtigen  Satz: 

„Schneiden  sich  drei  Flächen  so,  dass  die  drei  bezüglichen  Schnitt- 
enrven  im  gemeinsamen  Schnittpunkte  aufeinander  senkrecht  stehen,  so 
schneiden  sich  auch  die  Flächen  daselbst  rechtwinklig.*^ 

Wien,  im  Juni  1883.  Dr.  £d.  Mahler. 


IV.  Berechnung  der  Moduln  SoBenhain'scher  Thetafiinetionen. 

In  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  gelingt  es  bekanntlich 
in  eleganter  Weise,  den  Modul  der  Thetafunctionen  durch  den  Classen- 
modul  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  den  Werth  eines  Thetaquotienten 
mit -verschwindendem  Argument  auszudrücken.  Die  analoge  Aufgabe  für 
die  Rose nhain 'sehen  Functionen  gestaltet  sich  bei  Weitem  complicir- 
ter.  In  meiner  „Sammlung  von  Formeln,  welche  bei  Anwendung  der^ 
elliptischen  und  Rosenhaiu'schen  Functionen  gebraucht  werden,**  ist  unter 
114)  eine  Näherungsformel  gegeben,  deren  Begründung  auf  S.  20  versucht 
ist,  von  der  aber  infolge  eines  Versehens  beim  Rechnen  nur  das  erste 
Glied  brauchbar  ist,  wobei  die  vernachlässigten  Glieder  von  der  dritten 
Ordnung  wären.  Hierauf  wurde  ich  privatim  durch  Herrn  Krause  und 
jQngst  durch  Herrn  v.  Braunmühl  in  den  Leipziger  Annalen  XX,  S.  565 
aufmerksam  gemacht.  Es  ist  leicht,  mit  der  in  der  Sammlung  an- 
gewandten Methode  die  Genauigkeit  bis  auf  Glieder  fünfter  Ordnung  zu 
verschärfen;  will  man  aber  weiter  gehen,  so  wird  die  Sache  sehr  com- 
pHcirt  Ich  will  hier,  um  zu  grösserer  Genauigkeit  zu  gelangen,  Formeln 
aufstellen,  in  welchen  die  vernachlässigten  Glieder  von  der  20.  Ord- 
nung sind. 

^(a?,  y)  =  Xiixx  +  2Tig a?y  +  t„  yy , 

worin  die  Doppelsummen  sich  über  alle  ganzen  positiven  und  negativen 
Zahlen  m^,  m,  zu  erstrecken  haben.     Zur  Abkürzung  sei  fem  er 
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e8;g«i,   €i;l^,,,  «t:;=»,  «1:J=|,   «};}=., 

dann  sind  die  Grössen 

^^0      „+^+y+5-;t'       ^^      a  +  ^+y  +  a        X 
a^ß^Y  +  ö^i 

als  bekannte  Grössen  anansehen,  weil  die  Quotienten  der  d  als  Classen- 
modnln  zn  betrachten  sind«     Nun  sind  aus  den  Gleichungen 

oder 

^  =  ^o(l  +  V  +  2(r*  +  2pV(p*-4p«+2))-^pV-2)+^,, 
P?^  =  '-o(l  +  2l>*  +  2g*  +  2p*^V-4^«+2))+ßr 
die  Grössen  Pi  ?>  ^  zu  berechnen.  Nennen  wir  p,  g,  p^^  kleine 
Grössen  erster  Ordnung,  so  sind  Bp,  B^^  Br  (z.  B.  das  Glied  p^q^q^ 
von  der  siebenten  Ordnung.  Das  in  der  Sammlung  begangene  Versehen 
besteht  darin |  dassp^^^^)  ^P^9%  b®^*  durch  p^^,  qp^q  ersetzt  sind;  auch 
dürfen  ^p,  Bq^  Br  nicht  als  Reihen  bezeichnet  werden,  die  nach  Poten- 
zen von  p,  g,  pqq  fortschreiten.  —  Schreiben  wir  nun 

P^Po-P9^9^  +  ^P^    Q  —  9o-9P^9^+^9^    PQQ^^r^  +  f^rj 
so  sind  jetzt  die  c  von  der  fünften  Ordnung.     Hieraus  folgt  mit  Unter* 
drttokung  ron  Grössen  derselben  Ordnung 

*  P  =Po -  (Po -P^(>*)K- ?P*^*)*^*  =Po - Po^^Q^ 
^^'Qq  —  ^oPo^Q^     Q^^r^ipq 
und  weiter 

P  «  (Po' -  Ö'o*''o')  5 Pof     fi'  =  (fi'o'  - PoW)  •  ?0 » 

^      Po«^o*-(Po*+^o*)V     Po^o^VPoJ  ^'^^  +^^^- 
Wenn  die  vernachlässigten  Glieder  von  der  fünften  Ordnung  genannt 
werden,  so  ist  nicht  ^,  sondern  pqQ  als  zu  bestimmende  Grösse  an- 
gesehen; soll  Q  selbst  bis  auf  Grössen  fünfter  Ordnung  genau  sein,  so  ist 

zu  setzen.  So  sind  die  Thetamoduln,  wenn  man  noch  das  Vorzeichen  in 
der  Gleichung 

nach  den  in  meiner  Sammlung  gegebenen  Vorschriften  bestimmt,  gefun- 
den. Die  von  Herrn  v.  Braunmühl  gegebenen  Formeln  sind  in  Bezug 
ftu^Poi  ^0  nnsymmetriscb ,  aber  die  für  q  stimmt  mit  der  hier  abgeleite- 
ten überein. 
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Um  nun  zn  genaueren  Formeln  zu  gelangen,  bedienen  wir  nns  von 
Hern  Rosenhain  gegebener,  von  Herrn  Weber  bequem*  vtttammen- 
gestellter  Formeln 

(0  diM 

ist.    Das  negative  Zeichen  der  Wnrael  ist  gewählt,  damit  rechts  das  von 
p,  g  freie  Glied  fortfalle.  —  Nun  werde 

geseilt,  so  dass  p^,  ^g,  r^  bekannte  Grössen  sind,  weil  die  VerhSltnisse 
lifiiv:^  durch  O- Quotienten  gegeben  sind;  alsdann  sind  die  Formeln 

bia  auf  Glieder  von   der  20.  Ordnung  richtig  und   demnach  wohl  meist 
ausreichend,  freilich  nicht  mühelos  zu  berechnen. 

Ist  9  =  0,   sind  die  Functionen   elliptische,   und  ist  ^^i9^ s^^lc^ 
80  ist 

vird  dann  pss^p^  gesetzt,  so  ist  der  d- Modul  bis  auf  kleine  Orössen 
30.  Ordnung  genau  gefanden« 

In  Bezug  auf  die  Formel  109)  meiner  Sammlung  ist  zu  bemerken, 
dass  die  rechte  Seite  die  Form  0:0:0...  besitzt 


*  Crelle*B  Journal  Bd.  84  8.  336,  337.  Bei  dieser  Qelegenheit  will  ich  be- 
merken, dass  der  an  dieser  Stelle  von  Herrn  Weber  vermisste  Beweis  Bosen- 
bain*8cher  Formeln  erweitert  auf  alle  Classen  ultraelliptisoher  Functionen  von  mir 
Bd.  71  S.  280  des  Cre Heischen  Jonmals  gegeben  ist 

Jena  1883.  J.  TaoMaa. 
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y.  ZaMunmenhang  der  Hyperbeln  nnd  Lemnisoaten  höherer  Ordnimg 
ndt  den  Ausgangspunkten  der  Funotionentiieorie. 

Transformirt  man  ein  Strablenbüscbel  nebst  concentriscber  Kreis- 
scbaar  mittels  der  ümkebrung  einer  gebrochenen  rationalen  Function 
complezen  Arguments  in   eine  andere  Ebene,   so  entsteht  ein  isother- 

misches  Netz  von  Hyperbeln  nnd  Lemniscaten  von  der  Ordnung  —  > 
die  sich  in  folgenden  Gleichungen  schreiben  lassen: 

wobei  n  und  m  den  Grad  der  Functionen  im  Zäbler,  resp.  im  Nenner 
bedeuten ,  die  p  und  q  aber  Radii  vectores  sind ,  die  von  den  sogenann- 
ten Wurielpunkten  der  beiden  Functionen  ausgeben,  wäbrend  die  <p  und 
%  die  Neigungswinkel  dieser  Kadii  vectores  sind. 

Da  die  Wuraeln  in  Gruppen  lu  v  oder  fA  gleich  sein  können,  so 
ist  die  allgemeinste  Schreibweise  dieser  algebraischen  Curven: 

Die  wesentlichen  Eigenschaften  derselben,  die  zugehörigen  Biemann- 
sohen  Flächen,  ihren  Znsammenbang  mit  der  Gleichung  des  logarithmi- 
schen Potentials,  der  sie  gentigen,  ebenso  ihre  physikalische  Deutung 
findet  man  in  des  Verfassers  „Einführung  in  die  Theorie  der  isogonalen 
Verwandtschaften  *S 

In  letaterer  Beaiehung  sei  hier  wiederholt,  dass  es  sich  um  Niveau- 
curven  und  Stromlinien  handelt,  die  auftreten,  wenn  man  durch  die  eine 
Gruppe  von  Wurmelpunkten  Elektricität  mit  den  Intensitäten  v^,  v^i  *••*'* 
einströmen,  in  den  anderen  mit  den  Intensitäten  fh«  f4i  •••  f^  ausströ- 
men lässt,  wobei  die  Platte  eben  und  unbegrenat  au  denken  ist.  Dies 
gilt  lunächst  nur  von  dem  Falle  2>s:2>,  denn  wenn  JS^^2>  ist,  so 
sind  Ausstrdmungspnnkte  in  der  durch  die  Differena  gegebenen  Zahl  im 
Unendlicben  lu  Hilfe  au  nehmen,  bei  2?»  <  2>  liegen  dafür  EinstrS- 
mungspunkte  im  unendlich  fernen  Bereiche.  Ffir  endlich  begrenzte 
Platten  handelt  es  sich  immer  um  den  Fall  2>sr=  2>. 

Den  26.  Band  der  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.  eröffnet  eine  sehr 
lesenawerthe  Abhandlung  des  Herrn  Veit  mann:  „Ueber  die  Bestimmung 


*  Der  Yerfaner  hielt  diese  Bexeichnong  für  sweckmäasiger,  als  den  ron 
Darbonx  aufgeatelUen  Namen  ,, Cassinoideu ^  Tergl.  Progr.  1880  der  königL 
Gewerbeeebale  an  Hagen;  Grelle*«  Joonial«  Bd.  83  S.  SS;  Zeitadir.  f.  Math.  a. 
rhj«..  XXVI  S.  iSl,  oder  de«  Verfasser»  Einfuhnmg  in  die  Theorie  der  iaogoDalen 
Vwwandtechaften»  Leiptig  1982.  Cap^  IX-  XI,  wo  die  einschlagende  Literafcor 
citut  i»t^ 
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einer  Function  auf  einer  Kreis^äche  ans  gegebenen  Randbedingangen^S 
die  Bchneller  in  die  Grundlagen  der  neueren  Functionentheorie  einfübrt, 
als  mehrere  andere  Arbeiten  äbnlicber  Tendenz.  Im  Anscblnss  an  den 
ersten  Tbeil  dieser  Arbeit  sei  die  isothermiEche  Bedeutung  der  obigen 
Curven  an  dem  Beispiele  einer  einfachen  Kreisplatte  erörtert. 

Auf  dem  Rande  einer  Kreisplatte  mögen  eine  Anzahl  beliebiger 
Bogen  b^^  b^^  ...  6«  auf  constanten  Temperaturen  r^,  r^,  ...  r„  gehalten 
werden.  Es  handelt  sich  um  die  bekannte  Aufgabe,  den  stationären 
Wfirmezustand  zu  untersuchen  und  zugleich  die  durch  jene  Bedingungen 
bestimmte  Function  complexen  Arguments  aufzufinden. 

Zu  diesem  Zwecke  verbinde  man  einen  beliebigen  Funkt  P  im  Innern 
mit  den  Endpunkten  der  obigen  Bögen  und  bezeichne  die  Längen  der  Ver- 
bindungslinien mit  Pi,  j^s,  "Pm  ihre  Neigungswinkel  mit  (p^,  q>2^  ...  <pn^ 
so  dj^ss  die  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel  sind  (qpg  — <Pi)i  l^Ps  — Vg)» 
x#<\(qpj  —  q>n).  Endlich  bezeichne  man  die  zn  den  Bögen  gehörigen  Centri- 
winkel  mit  ß^,  ß^,  ...  ßn.  Jetzt  ist  eine  Function  v  zu  suchen,  die  am 
Bande  die  gegebenen  Werthe  v^,  t^g,  ...  Vn  annimmt.  Als  solche  ergiebt 
sieh  durch  eine  einfache  Winkelbetrachtung  ganz  von  selbst 

.         Vi{(P2'-<Pi)  +  PgCys-^^y»)  +  ''  +  ^n{(Pi  —(Pn) 
V  = 

^  Vlßl  +  Viß^  +  ^^'  +  Vnßn 

denn  lässt  man  z.  B.  P  auf  den  Bogen  b^  rücken ,  so  gehen  die  Winkel- 
differenzen {<Pi'-(Pi)  u.  8.  w.  in  die  Hälften  der  Centriwinkel  über,  wäh- 

rend  g>2'-'Vt  =  ^'\'^    wird,   so    dass   in   der  That  nur  v^  stehen  bleibt. 

Der  eine  Theil  der  Function  complexen  Arguments  ist  also  gefunden 
und  die  Isothermen  des  Problems  sind  die  Curven 

6)  K  — Pi)9>i  +  K  —«'2)92  +  • .  •  +  {^n-i'-Vn)<Pn  =  y> 

wobei  von  den  Constanten  abgesehen  ist.  Sie  sind  also  von  der  Form 
3),  und  zwar  handelt  es  sich  um  den  Fall  2>  =  2>,  denn  die  Summe 
der  sämmtlichen  Factoren  ist  Null. 

Das   zugehörige   u  bestimmt  sich  folgendermassen :   Zu   dem  Theile 

(qpj— ^j)   gehört  als    ergänzende  Function   /^  — »   denn   lg-^  +  i{V2'^^i) 

Pi  Pi 

ist,  in  rechtwinkligen  Ooordinaten  geschrieben,  eine  Function  des  com- 
plexen Arguments  {x"\-yt).*    Demnach  ist  das  gesuchte  u 

*  In  Capitel  III  der  dtirten  Einführung  werden  die  Bicircularcoordinaten 

Ig^  und  (9f-qPi)  behandelt,  auch  gezeigt,  dass  sie  der  Gleichung  z/i«5=0  ge- 

Pt 
nügen.    Man  kann  aber  auch  u  durch  Integration  der  Differentialgleichung  du 

^^dx  —  ^  dy  bestimmen,  die  per  se  integrabilis  ist.    Vergl.  §  36. 
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«  L  Pi  Pt  PnJ 

80  dass,  abgesehen  von  den  Constanten,  die  Stromlinien  des  Problems  sind: 

8)  ty(Pi'-— ».p,*'»-'^...p«'*-*-'^)  =  c, 

so  daas   es  sich  nm"  die  Gleichungen  4)  in  dem  Falle  ä  =  U*  handelt 
Die  gesachte  Function  complexen  Arguments  ist  also,  bis  auf  die 
zuzufügende  Constante, 

9) 


{l9^+i('P.-^.))} 


\        P« 

Statt  nun  am  Rande  in  die  einzelnen  Bögen  constante  Wftrme  ein- 
strömen zu  lassen ,  kann  man  dies  auch  mit  constanter  Elektricitit  thun, 
so  dass  gegen  die  frühere  elektrodynamische  Deutung  die  bekannte  Ver- 
tauschung  der  Strom-  und  Niveaulinien  eingetreten  ist. 

Bückt  P  in  die  Mitte,  so  hat  man  dort  die  Temperatur 

^         Vtßl  +  t^iß^  +  .'.  +  Vnßn 

^'^ 2i  ' 

denn  dann  wird  in  Gleichung  5)  (9j  — <Pi)  =  /^i»  {Vf^Vii^^ßi  ^^'  ^*^ 
ist  der  bekannte  mittlere  Werth  der  Randwerthe,  der  für  die  Verzeich- 
nung der  Isothermen  von  Bedeutung  ist. 

Durch  Reciprocität  geht  man  leicht  vom  Innern  des  Kreises  nm 
Aeussern  über  und  durch  Vereinigung  beider  Probleme  findet  man  den 
Zustand  der  gesammten  Ebene  bei  kreisförmiger  Vertheilung  der  singn- 
lären  Punkte.  Da  aber  für  jedes  Problem  nur  eine  Lösung  möglich  ist, 
so  ergiebt  sich  sofort  folgender  Satz: 

Liegen  die  Ausgangspunkte  der  Radii  vectores  der  Cnr- 
venschaaren  3)  und  4)  auf  einem  Kreise,  so  gehört  im  Falle 
2>=:2>  zu  der  Schaar  3)  stets  ein  Kreis,  der  die  Scbaar  4) 
orthogonal  schneidet. 

So  werden  z.  B.  die  Curven  ^  =  c,  die  Curven  —  =  c,  stets  duich 

r«  q 

einen  Kreis  orthogonal  geschnitten ,  die  Curven  — ^  =  c  dann ,  wenn  die 

Ausgangspunkte  der  Radii  vectores  auf  einem  Kreise  liegen. 

Der  auf  den  ersten  Blick  überraschende  Satz  folgt  sofort  aus  dem 
selbstverständlichen  Satze,  dass,  wenn  alle  Ein-  und  Ausströmpunkte 
der  Elektricitftt  auf  einer  Geraden  liegen,  diese  selbst  zum  System  der 
Stromlinien  gehört,  ein  Satz,  der,  durch  reciproke  Radii  vectores  trans- 
formirt,  auf  den  vorigen  führt.  Fügt  man  auf  beiden  Seiten  der  Geraden 
symmetrisch  zwei  gleichartige  Punkte  zu,  so  bleibt  der  Satz  bestehen, 
und  transformirt  man  von  einem  dieser  Punkte  aus,  so  erhält  man  Ein- 
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oder  AiuiBtrömangspiiDkte  in  der  Mitte  der  Platte  and  im  nnendlichen 
Punkte. 

Auch  durch  geometrische  Untersuchung  der  Peripheriewinkel  Iftsst 
sich  der  Sats  beweisen.  Auf  §  43  der  citirten  Einführung,  der  die  Fälle 
der  Symmetrie  und  Reciprocitüt  bei  gewissen  Isothermenschaaren  behan- 
delt,  braucht  nur  hingewiesen  au  werden. 

Aber  nicht  nur  die  Abbildung  mittels  reciproker  Badii  vectores,  auch 
jede  andere  Abbildung  mittels  einer  Function  complexen  Arguments  giebt 
leicht  an  deutende  Resultate,  besonders  die  Abbildung  mittels  der  Um- 
kehrungen rationaler  Functionen.  So  geht  z.  B.  bei  z  —  ^Z  Jeder  Radius 
vector  p  über  in  ein  Product  p, ,  Pg,  ...  />„,  jedes  tp  in  eine  Summe 
71  +  98+ •••  +  <Pn)  so  dass  die  Curyen  6)  und  8)  ihre  Gleichungen  trotz 
der  Transformation  im  Wesentlichen  beibehalten.  So  erkennt  man,  in 
welchen  Fällen  bei  Vertheilnng  der  singnlären  Punkte  auf  einer  Lemnis* 
cate  höherer  Ordnung  diese  selbst  zu  den  Stromlinien  gehört,  kurz,  zahl- 
reiche Probleme  lassen  sich  durch  solche  Ueberlegungen  wesentlich  er- 
leichtem. 

Die  gegebenen  Resultate  sind  grossentheils  nicht  neu,  in  diesem  Zu- 
sammenhange aber  wahrscheinlich  noch  nicht  dargestellt.  Jedenfalls  aber 
bat  sich  gezeigt,  dass  die  Lemniscaten  und  Hyperbeln  höherer  Ordnung 
mit  den  Ausgangspunkten  der  neueren  Functionentheorie  auf's  Innigste 
verknüpft  sind,  für  die  abstracten  Sätze  derselben  leichtverständliche 
Beispiele  bieten  und  somit  das  eingehendste  Studium  verdienen. 

Hagen,  den  6.  December  1883.  Dr.  O.  Holzmüllbr. 


TL  Bemerkungen  über  die  Mittelpunkte  von  Kegelschnitten  einer 
'  Fläche  zweiten  Grades. 

1. 

Satz.  Die  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte,  welche  die 
Ebenen  eines  Bündels  mit  dem  Scheitel  P  aus  einer  Fläche 
zweiten  Grades  —  F^  —  schneiden,  liegen  auf  einerneuen 
Fläche  zweiten  Orades  —  F^^  — ,  W0lche  durch  P  und  den 
Hittelpunkt  von  F^  geht. 

Beweis.  Wir  erhalten  im  Allgemeinen  den  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnittes,  in  welchem  eine  Ebene  die  Fläche  B^  schneidet,  indem  wir 
den  zur  Stellung  der  Ebene  conjugirten  Durchmesser  der  Fläche  be- 
stimmen. Er  trifEt  die  Ebene  in  dem  gesuchten  Mittelpunkte.  Nun 
erfüllen  die  zu  den  Stellungen  der  Ebenen  eines  Bündels  conjngirten 
Durchmesser  ein  zu  dem  Ebenenbündel  reciprokes  Strahlenbündel.  Das 
Brseugniss  zweier  solchen  Bündel  —  in  unserem  Falle  der  Ort  der  er- 
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wähnten  Mittelpnnkte  —  ist  bekanntlich  eine  Fläche  zweiten  GndeSi 
welche  durch  die  Scheitel  der  Bündel  geht.  Somit  ist  unser  Satz  bewie- 
sen und  wir  bemerkep  über  F^  noch  Folgendes: 

Dem  Strahle  M  P^  welcher  die  Scheitel  der  erwähnten  Bündel  ver- 
bindet, entsprechen  Ebenen,  deren  Stellung  die  conjugirte  zum  Darch- 
messer  MP  der  Fläche  F*  ist.  Folglich  ist  MP  ein  Durchmesser  der 
Fläche  F„?. 

Construiren  wir  die  Tangentialebenen  aus  P  an  F\  so  sind  ibre 
Berührungspunkte  als  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte  aufzufassen,  in 
denen  diese  Tangentialebenen  F^  schneiden.  Bestimmen  wir  femer  die 
Ebenen  durch  P,  welche  den  Tangentialebenen  des  Asymptotenkegels 
von  F^  parallel  sind,  so  schneiden  diese  F^  in  Kegelschnitten,  deren 
Mittelpunkte  unendlich  fem  sind.     Wir  schliessen  also: 

F^  hat  mit  F^^  den  Kegelschnitt  K^  gemeinsam,  in  wel- 
chem der  Kegel  aus  P  die  Fläche  F^  berührt,  und  den  Kegel- 
schnitt, in  welchem  die  unendlich  ferne  Ebene  F^  schneidet 

2. 

Die  Construction  von  Ff^  hängt  nur  ab  von  dem  Punkte  P  und  der 
Involution  von  Durchmessern  und  Durchmesserebenen  um  M,  Wir  erbal- 
ten daher  für  alle  Flächen  F^^  bei  denen  diese  Involution  die  nämlicbe 
ist,  welche  also  denselben  Asymptotenkegel  haben,  die  gleiche  FlScbe 
F^.  Letztere  hat  mit  jeder  der  ersteren  je  den  Kegelschnitt  gemeinsam, 
den  die  Polarebene  von  P  aus  ihr  schneidet.  Daraus  ergiebt  sich  anch 
folgende  Erzeugung  von  F„?', 

Wenn  wir  die  Polarebenen  eines  Punktes  P  in  Bezug  aaf 
die  Flächen  zweiten  Grades  bestimmen,  welche  denselben 
Asymptotenkegel  haben,  so  schneiden  diese  Ebenen  ihre 
respectiven  Flächen  in  Kegelschnitten,  welche  auf  einer 
neuen  Fläche  zweiten  Grades  liegen. 

8. 

Die  Flächen  F^  für  reelle  Punkte  P  des  Raumes  sind  stets  reell. 
Ist  daher  F^  imaginär,  also  Kugel  oder  Ellipse,  so  können  wir  an  Stelle 
dieser  itbaginären  Fläche  eine  reelle  Fläche  Pn?  setzen.  Dabei  lässt  sieb 
durch  passende  Wahl  von  P  noth  erreichen,  dass  F^  und  Fm'  sich  in 
einer  der  Congruenz  analogen  Lage  befinden. 

Sei  nämlich  x  ein  Durchmesser  von  F^  und  auf  demselben  sei  die 
Involution  harmonischer  Pole  durch  M  und  ein  Paar  2? tr^  gegeben.  Wir 
bezeichnen  die  Potenz  dieser  Involution  mit  kx\  so  dass  k^^^s^MX.MX^, 
Dann  wählen  wir  auf  X  den  Punkt  P  in  der  Weise,  dass  2MPs=kx  iflt, 
wo  k^  der  absolute  Werth  der  Wurzel  der  Potenz  sei. 

Die  zu  diesem  P  gehörige  Fläche  Fm^  hat  die  Eigenschaft,  dass  die 
Potenzen    iei  Involutionen   harmonischer  Pole  auf  ihren   Durchmessern 
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dem  absoluten  Werthe  nach  resp.  gleich  den  Potenzen  der  Involutionen 
auf  parallelen  Durchmessern  von  F^  sind. 

Haben  wir  nun  Constrnctionen  für  die  imaginäre  Fläche  F^  auszu- 
fahren ,  so  übertragen  wir  dieselben  auf  eine  reelle  Mittelpunktsfläche  Fmy 
welche  nach  obiger  Angabe  bestimmt  ist. 

Sei  z.  B.  der  Pol  P  zu  einer  Ebene  P  in  Bezug  auf  die  imaginäre 
Fläche  F^  gesucht,  so  construiren  wir  den  Pol  F^  von  P  in  Bezug  auf 
F„*.  Ist  dabei  M*  der  Mittelpunkt  von  F^g^j  so  ziehen  wir  durch  M  — 
den  Mittelpunkt  von  F^  —  eine  Parallele  zu  M*  P*  und  bestimmen  auf  ihr 
F  so,  dass  MP  gleich  M*P*  ist,  aber  den  entgegengesetzten  Sinn  von 
M*P*  hat.* 

4. 

Zu  jedem  Kegelschnitt  der  Fläche  F*  gehört  eine  Fläche  Fm\  welche 
durch  den  Pol  der  Ebene  des  Kegelschnittes  in  Bezug  auf  F^  geht.  Ver- 
allgemeinern wir  die  gegenseitige  Beziehung  von  P^  und  F^^  indem  wir 
zu  diesen  Flächen  die  collinearen  Flächen  zweiten  Grades  bestimmen, 
so  erhalten  wir  den 

Satz:  Wenn  eine  Fläche  zweiten  Grades  —  F„^  —  mit 
einer  andern  —  F^ —  einen  Kegelschnitt  gemeinsam  hat  und 
durch  den  Pol  der  Ebene  dieses  Kegelschnittes  in  Bezug  auf 
F^  geht,  so  enthält  sie  auch  den  Pol  der  Ebene  des  zweiten 
Kegelschnittes,  den  sie  mit  F^  gemeinsam  hat. 

5. 

Zu  jedem  Punkte  P  des  Raumes  gehört  in  Bezug  auf  F*  eine  und 
nur  eine  Fläche  F^*,  Bewegt  sich  P  auf  einer  Geraden  ^,  so 
zeigen  wir  nun,  dass  die  zu  den  Punkten  von  g  gehörigen 
Flächen  Fm^  ein  Büschel  B^  bilden.  Denn  erstens  haben  alle  diese 
Flächen  den  unendlich  fernen  Querschnitt  gemein.  Ferner  gehen  sie 
durch  Jf  und  die  Punkte  A,  B^  in  denen  die  Tangentialebenen  aus  g  die 
Fläche  F^  berühren.  Folglich  liegen  die  zweiten  Querschnitte,  welche 
jede  Fläche  mit  der  andern  gemeinsam  hat,  in  der  durch  Ay  B^  M  be- 
stimmten Ebene.  Sie  gehen  durch  A,  By  M  und  durch  die  zwei  Punkte, 
iu  denen  die  erwähnte  Ebene  den  unendlich  fernen  gemeinsamen  Quer- 
schnitt schneidet,  mithin  fallen  sie  in  einen  Kegelschnitt  A'm'  zusammen. 
Es  ist  der  zweite  allen  Flächen  gemeinsame  Querschnitt  und  unsere  Be- 
hauptung ist  bewiesen. 

Da  Km*  allen  Flächen  F^*  gemeinsam  ist,  so  ist  dieser  Kegelschnitt 
der  Ort  der   Mittelpunkte  der  Kegelschnitte,  welche   die  Ebenen   eines 

*  Verschieben  wir  Fm*  parallel  zu  sich  um  MM*,  so  erhalten  wir  eine  Fläche, 
welche  zur  imaginären  Fläche  F^  gleichsam  centrisch- symmetrisch  ist.  Dieser 
Darstellnngsweise  der  imaginären  Fläche  durch  eine  centrisch -symmetrische  be- 
dient sich  mein  geehrter  Lehrer  Herr  Fiedler  seit  Jahren  in  seinen  Vorlesungen. 
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BüBchels  durch  g  ans  F^  schneiden.  Die  Ebene  des  Kegelschnittes  fn' 
ist  die  zur  Stellung  von  g  conjugirte  Diametralebene  der  Fläche  F\  Wir 
schliessen  also: 

Satz:  Die  Kegelschnitte,  welche  die  Ebenen  eines  Bü- 
schels mit  der  Scheitelkante  g  ans  einer  Flttche  zweitoa 
Grades  schneiden,  haben  ihren  Mittelpunkt  in  einem  Kegel- 
schnitt £^fj^  dessen  Ebene  die  zur  Richtung  von  g  conjugirte 
Diametralebene  der  Flttche  ist. 

Kehren  wir  wieder  zum  Büschel  B^  der  Flächen  iF*ai'  zuritck,  so  be- 
merken wir,  dass  die  Mittelpunkte  M*  der  Flächen  dieses  Büschels  id 
einer  Geraden  g*  liegen,  die  durch  den  Mittelpunkt  von  i^m*  geht  and 
zu  g  parallel  ist.  In  ^  befinden  sich  aber  auch  die  Pole  der  Ebene 
von  I^m^  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels,  denn  diese  Pole  mns- 
sen  je  auf  der  Geraden  liegen,  welche  den  Mittelpunkt  der  resp. Fläche 
Fm^  mit  dem  Mittelpunkte  von  A^m'  verbindet. 

Nun  ist  das  Büschel  B'  dadurch  charakterisirt,  dass  seine  Grand- 
curve  in  zwei  Kegelschnitte  zerfällt,  wovon  der  eine  unendlich  fem  ist 
Es  ergiebt  sich  also  für  solche  Büschel  der  Satz: 

Die  Mittelpunkte  der  Flächen  zweiten  Grades  eines  Bü- 
schels, welches  durch  einen  unendlich  fernen  Kegelschnitt 
geht,  liegen  in  einer  Geraden.  Diese  ist  auch  der  Ort  der 
Pole  der  Ebene  des  andern  gemeinsamen  Kegelschnittes  in 
Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels. 

üebertrageu  wir  diesen  Gedanken  auf  ein  zu  dem  erwähnten  Bfi- 
schel  collineares,  so  folgt: 

Haben  die  Flächen  zweiten  Grades  eines  Büschels  zwei 
Kegelschnitte  gemein,  so  liegen  die  Pole  der  Ebenen  dieser 
Kegelschnitte  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels  in  der- 
selben Geraden. 

7. 

Mit  Hilfe  der  Flächen  F^^,  welche  zu  einer  Geraden  g  in  Bezug  tnf 
F^  gehören,  lösen  wir  folgende  Aufgabe: 

Gegeben  seien  zwei  Gerade  ^,  h  und  eine  Fläche  FK  Es  sollen 
diejenigen  Transversalen  i  zu  g  und  h  gesucht  werden,  deren  Schnitt- 
punkte mit  der  Fläche  F*  durch  den  Schnittpunkt  mit  h  halbirt  werden. 
Wir  construiren  dann  zu  g  das  Büschel  der  Flächen  Fm*»  Zu  jedem 
Punkte  P  auf  g  gehört  eine  solche  Fläche ,  welche  von  h  in  zwei  Rank- 
ten x,  y  geschnitten  wird.  Die  Verbindungslinien  von  P  mit  letzteren 
Punkten  sind  Linien  i. 

Nun  bilden  die  Punkte  «,  y,  in  welchen  h  die  Flächen  des  Bü- 
schels schneidet,  eine  Involution.  Zu  jedem  Punkte  auf  g  gehört  ein 
Paar  dieser  Involution,   also   ist  letztere   zur  Punktreihe  auf  g  projecti- 
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Yiseh.  Pnnktreihe  und  Tnyolution  aber,  die  in  einer  derartigen  Beziehung 
SU  einander  stehen,  erzengen  bekanntlich  eine  Regelfiftche  dritten  Ora- 
deB,  für  welche  der  Träger  der  Panktreibe  eine  Doppelgerade  ist.  Diese 
Regelfläche  giebt  nns  den  Ort  der  Geraden  (  an. 

Bedenken  wir,  dass  die  Schnittpunkte  von  h  mit  i  auch  die  Mittelpunkte 
der  Inyolntionen  harmonischer  Pole  auf  i  in  Bezug  auf  F^  sind,  so  sagen  wir : 

Die  Geraden  ty  welche  eine  Linie  g  schneiden  und  für 
welche  die  Mittelpunkte  der  Involution  harmonischer  Pole 
in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiten  Grades  in  einer  Geraden 
h  liegen,  erfüllen  eine  Regelfläche  dritten  Grades,  die  g  zur 
Doppelgeraden  hat. 

Mittels  dieser  Regelfläche  können  wir  auch  die  Transversalen  zu 
drei  windschiefen  Geraden  g^  h^  /'bestimmen,  für  welche  die  Mittel- 
punkte der  Involutionen  harmonischer  Pole  in  Bezug  auf  eine  Fläche 
zweiten  Grades  in  h  liegen.  Es  giebt  drei  derartige  Transversalen.  Sie 
gehen  durch  die  Schnittpunkte  von  f  mit  der  durch  ^,  h  und  F'  bestimm- 
ten Regelfläche. 

Zürich.  Dr.  Bbtbl. 

TEL  Haohtrag  zur  XVI.  Mittheilung  im  20.  Bande  dieser  Zeitschrift 
S.  369:  ,9  Beweis  einiger  Sätze  Aber  Potenzreihen.'' 

Abel  hat  in  dem  4.  Lehrsatze  über  die  Reihen*  gezeigt,  dass,  wenn 
eine  Potenzreihe  £anX^  für  den  reellen  Werth  x  =  r  convergirt,  ihre 
Summe  /"{x)  in  allen  Punkten  des  Intervalls  (0,  r)  mit  Einschluss  der 
Grenzen  stetig  sei.  Das  ist  von  Herrn  Pringsheim  mit  Recht  gegen 
die  von  mir  am  Eingange  der  obigen  Mittheilung  ausgesprochene  Ansicht 
hervorgehoben  worden.**  AbeTs  Entwickelung  giebt  zunächst  den  Satz: 
„Ist  die  Potenzreihe  üa^x^  für  den  reellen  Werth  x=ir  convergent, 
«0  convergirt  sie  auch  für  jeden  Werth  von  x  im  Intervalle  (0,  r)  und 
zwar  gleichmässig  für  alle  diese  Werthe  von  rr.*'  —  Diesen  Satz  kann 
man  in  folgender  Art  ausdehnen  auf  complexe  Werthe  von  x:  „Ist  die 
Potenzreihe  Ha^x^  in  einem  Punkte  ^r^  ihres  Convergenzkreises  vom  Ra- 
dius R  convergent,  so  convergirt  sie  gleichmässig  für  alle  Punkte  einer 
Strecke  f|^o)  ^^  ^o  ^^^^^  festen,  übrigens  beliebigen  Punkt  innerhalb 
des  Convergenzkreises  R  bedeutet.**  Denn  man  hat  mit  Benutzung  der 
von  mir  a.  a.  0.  gebrauchten  Bezeichnungen,  falls  x=sa!^—h  ein  Punkt 
innerhalb-  der  Strecke  x^x^  ist, 


Hat  die  Sehne  x^Xq  die  Länge  Ä(2cos9>  — a)  — a  >0— ,   so  ergiebt  sich 
hieraus,  wenn  ^  ^2  C059  — a,  |Pm(cr)|< —    Ist  nun  eine  positive  Zahl 


*  Vergl.  Oeuvres  complätes  par  Sylow  &  Lie,  I  p. 
**  Ma£em.  Annalen  Bd.  XXI  S.  876. 
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s^  vorgelegt,  so  denke  man  sich  6<^a€j  nnd  bestimme  damach  den 
Index  m,  worauf  man  auf  der  ganzen  Strecke  x^Xq  findet  |Pm(x)|<fi. 
Ans  dem  soeben  erwähnten  Satze  folgt  sofort  der  Satz  S.  370 :  „Wenn 
die  Reihe  ZonX^  für  den  Punkt  x=^x^  ihres  Convergenzkreises  conver- 
girt,  so  ist  ihre  Summe  f{x)  für  sämmtliche  Punkte  einer  solchen  Strecke 
x^  Xq  stetig/*  —  Dass  aber,  wenn  diese  Poteozreihe  für  alle  Pnnkte  eines 
continuirlichen  Stückes  ihres  Convergenzkreises  convergirt,  ihre  Summe 
f{x)  längs  desselben  stetig  sich  ändere,  scheint  bis  jetzt  nicht  erwiesen 
zu  sein.  Der  Satz  leuchtet  ein,  wenn  die  Keihe  für  x^x^  unbedingt 
convergirt.  —  Der  a.  a.  O.  vorgetragene  Beweis  des  ersteren  Satzes  wird 
an  Klarheit  gewinnen,  wenn  man  m  zunächst  einen  festen  Werth  des 
Stellen  Zeigers  sein  lässt.     Dann  mnss  es  aber  heissen: 

(Eine  ähnliche  Bemerkung  tritt  ein  beim  Beweise  des  zweiten  Satzes,  wo 
zum  dritten  Gliede  der  Gleichung  5)  noch  —/,«««« ar^"""*  anzufügen  ist.) 

m 

Die  hierdurch  bedingten  Abänderungen  des  Folgenden  bedürfen  um  so 
weniger  der  näheren  Ausführung,  als  man  auch  hier  ähnlich  wie  mit  der 
Relation  a)  verfahren  kann. 

Dass  der  Satz  in  Nr.  2  sammt  seinem  Beweise,  wenigstens  für  reelle 
Werthe  der  Glieder  a„,  b^y  schon  bei  Abel  vorkommt,  hat  Hr.  Prings- 
heim  ebenfalls  bemerkt. 

Der  zweite  Satz  (Nr.  3)  lässt  heute  noch  einen  andern  Beweis  zn. 
Herr  Dini*  hat  nämlich  gezeigt:  „Wenn  in  einer  endlichen  Umgebung 
(a— £j,  a  +  B^)  eines  Punktes  a  die  Reihe  Zfn{x)  convergirt  und  jedes 
ihrer  Glieder  eine  endliche  Ableitung  besitzt,  und  wenn  die  aus  den  Ab* 
leitungen  gebildete  Reihe  2^ /^n (^)  im  genannten  Bereiche  von  :r  gleich* 
massig  convergirt,  so  hat  die  Function  f(x)  =  2fn{x)  im  Punkte  x  =  a 
eine  endliche  Ableitung  und  zwar  gerade  Z/'«(a).*'  Dini^s  Beweis  gilt 
auch  für  den  Fall,  dass  die  fn{x)  complexe  Functionen  der  reellen  V6^ 
änderlichen  x  sind  und  dass  nur  eine  Seite  des  Punktes  x  =  a  betrach- 
tet wird.     Der  letztere   Umstand   tritt   auch   hier  ein,   indem  die  Reihe 


^' 


nna^x^^^  gleichmässig  convergirt  für  sämmtliche  Punkte  der  oben 


eingeführten  Strecke  ^i^o* 

Der  erste  Theil  des  dritten  Satzes  (S.  373)  ist  viel  zu  allgemeiD 
gehalten:  mit  Sicherheit  ist  er  richtig  in  solchen  von  x^  verschiedenen 
Punkten  des  von  Xq  aus  beschriebenen  Kreises,  wo  auch  die  Taylor- 

sehe  Reihe  ^  - — p^  («  — ^Tq)"  convergirt.    Das  folgt  leicht  aus  dem 

ersten  Satze.  Der  Irrthum  erklärt  sich  daraus ,  dass  a.  a.  0.  eine  A^nnel, 
die  nur  für  positive,  echt- gebrochene  Werthe  von  x^ix'  gilt,  auch  für 
complexe  Werthe  dieses  Quotienten  benutzt  worden  ist.  —  S.  376  Formel 
11)  setze  man  statt  q>'(fn  +  l)  —  q>\m)  die  entgegengesetzte  Differenz  und 
in  der  Scblussformel  anstatt  g^  g, 

*  Fondamenti  etc.,  p.  115. 

Innsbruck,  29.  Januar  1884.  Prof.  0.  Stolz. 


VII 
Ueber  die  Krümmung  der  Flächen. 

Von 

Dr.  O.  BöKLEN 

in  Reutlingen. 


Hierzu  Taf.  V  Fig.  1. 


§1. 

Id  einem  früheren  Anfsatze  dieser  Zeitschrift  (XXV FI,  S.  369)  habe 
ich  die  Beziehungen  zwischen  den  centrischen  Flächen  zweiten  Grades 
HDtersucht,  welche  mit  irgend  einer  Fläche  F  m  einem  beliebigen  Punkte 
S  derselben  von  gleichartiger  Krümmung  eine  Berühruog  erster  oder 
zweiter  Ordnung  haben.  Da  nun  durch  S  zwei  Krümmnngslinien  gehen, 
in  welchen  F  von  zwei  weiteren  Flächen  F'  und  F"  orthogonal  geschnit- 
ten werden  kann,  so  giebt  es  drei  confocale  Flächen  zweiten  Grades  (A), 
(fi),  (v),  wovon  die  erste,  das  Ellipsoid,  mit  F,  die  zweite,  das  einmant- 
lige  Hyperboloid,  mit  F'  und  die  dritte,  das  zweimantlige  Hyperboloid, 
mit  F''  je  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  hat. 

Um  die  Beziehungen  solcher  Tripel  von  Confocalen  zu  untersuchen, 
gehen  wir  von  ihren  Gleichungen 

il       k  —  p      A  —  y  fi       (A  —  p      l^  —  y  V       V  — p      V— y 

ans.     Bezeichnet  man  die  Hauptkrümmungshalbmesser  von  (A)  mit  L  und 
L\  diejenigen  von  {(t)  mit  M  und  M\  von  (v)  mit  N  und  N\  so  ist 

2)  Z=i-(i-^)'Ä(A-v)'A,     L'=      i(A_t,)V.(i_^)'A, 

n  n 

3)  M=-,{,i-yy'Hl-f)''\    «'=-A(i-<i)''((*-v)\ 

n  n 

4)  iV=4(l-v)-/.(^-v)V.,     A'=      l(^_v)''.(A-v)'/., 

n  n 


S  ist  der  Berührungspunkt  von   F  mit  (A),  von  F'  mit  {ii)  und  von 
F"  mit  (v).     Vom  Mittelpunkt  0  der  drei  Confocalen  fälle  man  auf  die 
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drei   dnrch  S  gebenden  Tangentialebenen  die  Perpendikel  />,  p'  and  p\ 

so  ist  ^ 

.        n  , n    ,f n ^ 

Ans  den  Gleichungen  2)  bis  4)  ergeben  sich  folgende  Kelationen: 

also 

7)  LMN=^-L'M'N\ 

^^  T+F^^'    ^■'■F^^'    A+r"^^- 

Von  diesen  letzten  Gleichungen  folgt  jede  aus  den  beiden  anderen,  so- 
mit sind  die  sechs  Krümmungshalbmesser  an  zwei  BedingungsgleicbuDgen 
gebunden  und  die  sechs  Gleichungen  2)  bis  4)  sind  also  nur  vier  von 
einander  unabhängige  Kelationen,  welche  zur  Bestimmung  von  den  fnuf 
Unbekannten  A,  fi,  v,  /?,  y  nicht  hinreichen.  Es  giebt  also  unendlich 
viele  Tripel  von  Confocalen,  welche  unter  einander  in  einem  Punkte  5 
eine  Berührung  zweiter  Ordnung  haben  oder  osculiren,  worunter  im  Fol- 
genden immer  zu  verstehen  ist,  dass  alle  Ellipsoide  der  Tripel  dieselben 
Krümmungshalbmesser  Z  und  L\  die  einmantligen  Hyperboloide  die  Krüm- 
mungsradien iKf  und  IH\  die  zweiman tilgen  die  Krümmungsradien  N  und 
iV'  haben. 

Durch  Combination  mit  5)  findet  man   ferner: 

'  p  L       p         M        p        N 

Hieraus  folgt:  Die  Mittelpunkte  0  aller  Tripel  von  Confocalen, 
welche  in  einem  Punkte  S  unter  einander  osculiren,  liegen 
auf  einer  durch  iS  gehenden  Geraden,  welche  durch  die  Gleich- 
ungen 9)  bestimmt  ist. 

Aus  2)  — 5)  erhält  man 
10)     Z;.p  =  A-ft,  11)     M.p'c=      fi^v,  12)     Ar.p"=A-v, 

Z'.p  =  A-v,  iff'.p'  =  -(A-fi),  N'.p'=fi-v. 

Betrachten  wir  zunächst  das  Ellipsoid  (l).  In  demselben  sind  X— fi 
und  X  — V  die  Quadrate  der  Halbaxen  desjenigen  Centralschnittes ,  wel- 
cher mit  der  Tangentialebene  vom  Punkte  S  parallel,  dessen  conjngirter 
Halbmesser  also  OS  ist.  Diese  Halbaxen  sind  parallel  den  Tangenten 
der  Krümmungslinien  in  S,  also  sind  sie  bei  allen  Ellipsoiden  unter  sich 
parallel.  Die  Grössen  L,  L\  M,  ...  sind  vermöge  der  Aufgabe  consttnt 
und  da  sich  der  Mittelpunkt  0  auf  der  Geraden  SO^  deren  Gleichungen 
9)  sind,  bewegt,  welche  mit  den  Normalen  der  Confocalen  (A),  (^),  (y) 
in  S  der  Reihe  nach  die  Winkel  a,  /?,  /  bilden  soll,  deren  Werthe  durch 
9)  bestimmt  sind,  so  sieht  man  sofort,  dass  die  Centralschnitte  der  Ellip- 


Von  Dr.  0.  Böklbn.      '  131 

soide  anf  einem  elliptischen  Paraboloid  liegen.     Die  Gleichung  eines  sol« 
eben  Centralschnitts ,  anf  seine  Axen  bezogen,  ist 


A-i 


1. 


Setzt    man  nun  0S  = =  x»  bo  ist  nach  10) 

cosa  * 

.3)  p— +r^=' 

L  cosa      L  cos a 
die  Gleichung  dieses  elliptischen  Paraboloids. 

Durch  ähnliche  Betrachtungen  findet  man  für  die  Centralschnitte  der 
einmantligen  Hyperboloide 


14) 


Mcosß^  M'cosß' 


wenn  man  0S= s  =  to   setzt.     In   beiden  Formeln   beziehen   sich  die 

cosß      ^ 

Coordinaten  £,  ^,  ^  der  Reihe  nach  auf  die  Normalen  von  ()l),  (fi),  (v) 

(nicht   aber   r,   9,   }).     Da   ^',   wie   in   allen    vorhergehenden    Formeln, 

nach  5)  negativ  zu  nehmen  ist,  so  liegen  diese  Centralschnitte  auf  einem 

hyperbolischen  Paraboloid. 

FQt  diejenigen  der  zweimantligen  Hyperboloide  erhält  man,  weil  sie 

imaginär  sind,  die  Gleichung 

15^  _?_._5!___, 

^  N'cosy^  Ncosy  ^' 

Hieraus  folgt:  Die  dem  Halbmesser  OS  conjugirten  Central- 
schnitte,  welche  also  je  einer  der  drei  durch  S  gehenden 
Tangentialebenen  parallel  sind,  aller  Tripel  von  Confoca- 
len,  die  in  dem  Punkt  S  untereinander  osculiren,  liegen  anf 
Paraboloiden,  und  zwar  diejenigen  der  Ellipsoide  auf  einem 
elliptischen,  der  einmantligen  Hyperboloide  auf  einem  hy- 
perbolischen und  der  zweimantligen  auf  einem  imaginären 
Paraboloid.  Diese  drei  Paraboloide  haben  also  den  Durchmesser  OS 
gemeinschaftlich. 

Die  sechs  Krümmungsmittelpunkte  der  Flächen  (A),  (^),  (v)  bezeich- 
nen wir  mit  /  und  l\  m  und  m\  n  und  n*  das  erste  Paar  liegt  auf  der 
Normale  von  {X)  oder  auf  der  |-Axe,  das  zweite  auf  der  Normale  von 
(fi)  oder  auf  der  17-Axe,  das  dritte  Paar  auf  der  Normale  von  (v)  oder 
auf  der  t'Axe.  Die  Punkte  /  und  /',  sowie  n  und  n  liegen  auf  derselben 
Seite  von  5,  m  und  m'  dagegen  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  5.  Man 
eoDstruire  nun  drei  Parabeln  P,  P\  P",  die  erste  in  der  ij{- Ebene  be- 
nibrt  die  17-Axe  in  m  und  die  ^-Axe  in  n\  die  zweite  in  der  S$- Ebene 
berührt  die  {[-Axe  in  n  und  die  |- Axe  in  /',  die  dritte  in  der  |i}- Ebene 
berührt  die  $-Axe  in  /  und  die  tj-Axe  in  rn.  Aus  den  Gleichungen 
8)  folgt,  dass  P  von  der  Verlängerung  von  rnn  berührt  wird;  Q  sei  der 

9* 
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Berfibmngspankt;  ebenso  wird  P'  von  der  Geraden  In  \vl  (^' und /^' von 
der  verlängerten  mf  in  Q'  berttbrt. 

Dnrcb  den  Mittelpunkt  0  des  Confocalentripels  geben  die  drei  Hanpt- 
ebenen  desselben ,  anf  welche  sich  die  drei  Gleichnngen  1)  bezieben; 
die  erste  dieser  Haaptebenen  oder  die  .ry- Ebene  schneide  die  drei  durch 
8  gehenden  Normalen  oder  die  $-,  17.,  {;-Axen  der  Reihe  nach  in  den 
Punkten  X^   ^1  ^i  bo  hat  man  die  Gleichnngen 

P  P  P 

Ans  2)  bis  5)  erhält  man 

SÄ      A-y       SY     y^fi       ,       SA'  ,  SF      , 

d.  h.:  die  Linie  ÄY  ist  eine  Tangente  der  Parabel  P*'] 

SÄ     A-y       SZ      y  — V  .     SX      SZ      , 

-77-  =  T »      "ir  =  l *    *®™*'    ~F+"v=^» 

L        A  — V  iV        i  —  V  L  /V 

d.  h.  die  Gerade  XZ  berührt  die  Parabel  P\  Ebenso  beweist  man,  dsss 
die  Verlängerung  von  TZ  die  Parabel  P  berührt,  woraus  folgt,  dass  die 
o:^- Ebene  die  drei  Parabeln  berührt.  Das  Gleiche  findet  anch  bei  den 
zwei  anderen  Hanptebenen  xz  und  zy  statt,  wie  sich  auf  analoge  Art 
zeigen  lässt. 

Die  bis  jetzt  angeführten  Eigenschaften  der  drei  Parabeln  bat  Mann- 
heim angegeben,  aber  auf  andere  Weise  begründet  (Journal  de  Mathe- 
matiques  pures  et  appliqu^es,  3™®  s^rie  t.  VIII,  1882). 

Man  hat  demnach  den  Satz:  Die  drei  Hauptebenen  aller  Tri- 
pel von  Confocalen,  welche  in  einem  Punkte  S  unter  ein- 
ander osculiren,  berühren  drei  bestimmte  Parabeln,  wovon 
jede  zwei  der  drei  durch  5  gehenden  Normalen  in  awei 
Krümmungsmittelpunkten  tangirt  und  deren  Directricen  also 
durch  S  gehen;  sie  sind  die  Projectionen  der  Geraden  OS  anf 
den  Ebenen  der  Normalen. 

Der  letzte  Theil  des  Satzes  lässt  sich  so  beweisen :  0"S  ist  z.  B.  die 
Projection  von  OS  auf  der  Sf- Ebene,  welche  die  a:-,  y-,  z-Axen  in  einem 
Dreieck  xyz  schneidet,  dessen  Höhendurchschnitt  0''  ist.  Da  nun  die 
Parabel  P'  die  drei  Seiten  dieses  Dreiecks  berührt,  so  geht  ihre  Direc- 
trix  durch  0";  sie  geht  aber  auch  durch  ^,  weil  ihre  zwei  Tangenten  St 
und  Sn  rectangulär  sind.  Man  kann  noch  weiter  hinzufügen,  dass  die 
Brennpunkte  der  drei  Parabeln  die  Fusspunkte  der  von  5  anf  die  Ver- 
bindungslinien mn\  7i/',  Im  gefällten  Perpendikel  sind.  Die  Verbindungs- 
ilnien  Ox,  Oy,  Oz  sind  die  drei  Axen  des  Tripels. 

Wenn  eine  Ebene  während  ihrer  Bewegung  zwei  feste  Curven  be- 
rührt, so  umhüllt  sie  eine  entwickelbare  Fläche,  deren  Erzengende  die 
Verbindungslinie  der  Berührungspunkte  ist;  berührt  die  Ebene  also  drei 
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Cnnren  zugleich,  so  müssen  die  drei  Berührungspunkte  stets  in  gerader 
Linie  sein,  welche  in  ihren  aufeinanderfolgenden  Lagen  Tangente  einer 
Raumcnrve  sein  wird  —  der  Rückkehrkante  der  entwickelbaren  Fläche  — ; 
die  bewegliche  Ebene  enthält  also  stets  zwei  unendlich  nahe  Tangenten 
dieser  Raumcurve  und  somit  ist  sie  Osculationsebene  derselben.  Die  drei 
Hanptebenen  jedes  Confocalentripels  osculiren  demnach  eine  bestimmte 
Raumcnrve,  und  da  sie  sich  im  Mittelpunkte  0  des  Tripels  schneiden, 
welcher  auf  der  durch  die  Gleichungen  9)  bestimmten  Geraden  SO  liegt, 
80  folgt  daraus,  dass  die  fragliche  Baumcurve  die  Eigenschaft  hat,  dass 
je  drei  rectanguläre  Osculationsebenen  derselben  ein  Trieder  bilden, 
dessen  Spitze  auf  einer  bestimmten  Geraden  liegt,  welche  man  die  Direc- 
trix  der  Curve  nennen  kann,  nach  Analogie  der  ebenen  Parabel,  bei  der 
je  zwei  rectanguläre  Tangenten  sich  ebenfalls  auf  einer  Geraden  oder 
Directrix  schneiden.  Diese  Raumcurve  ist  also  eine  specielle  cubische 
Parabel. 

Um  die  Gleichungen  derselben  zu  finden,  wählen  wir  die  a:z -Ebene 
oder  die  zweite  Hauptebene  der  ConfocaleUi  welche  die  Normalen 
von  S  in  dem  Dreieck  X'Y'Z'  schneidet.  Die  drei  Seiten  desselben  be- 
rühren die  Parabeln  in  ^,  B^  C^  und  zwar  sind  dies  der  Reihe  nach  die 
Berührungspunkte  von  V Z'  mit  P,  von  Z' X'  mit  P'  und  von  der  ver- 
längerten X'Y'  mit  P"\  die  Gerade  ABC  ist  also  Tangente  der  Raum- 
curve.    Ist  A  C'  die  Projection   von  ^C  in    der  |^-Ebene,   so   hat  man 

||,  =  £^  =  ^.    also   5Z'=/5^y^'  und  analog  Sr^j/SCyi. 

Da  aber  ä' Z^  die  Parabel  P^  berührt,  so  ist 

_+_==!   oder   -^  +  ±^==1. 

j/T  J/N' 

Hieraus  folgt,  dass  SA'  und  SC'  die  Coordinaten  einer  Parabel  sind, 
welche  die  S-Axe  in  der  Entfernung  —  und   die   ?-Axe  in  der  Entfer- 

nang  —,  berührt;  somit  umhüllt  die  Projection  a'C'  in  der  |(- Ebene  die 
Curve 


Die  Projectionen  von    ABC  in   der  |iy-,   i/f-  und   (§•  Ebene   umhüllen 
also  die  Curven 
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Von  diesen  drei  Gleichungen ,  in  welchen,  wie  in  den  vorhergehenden, 
zn  beachten  iat,  dass  M'  nach  3)  negativ  zu  nebmen  ist,  folgt  jede  ans 
den  beiden  anderen ,  wenn  man  die  Formeln  8)  berttcksichtigt.  Sie  sind 
die  Projectionen  der  Ränmcurve  auf  den  drei  Tangentialebenen  von  5, 
welche  im  Banme  das  Analogon  der  drei  Mann  heimischen  Parabeln  in 
der  Ebene  ist.  Während  diese  in  einem  Confocalentripel  je  zwei  Nor- 
malen des  gemeinschaftlichen  Dnrchschnittspnnktes  S,  sowie  anch  jede 
der  drei  Hanptebenen  berühren,  so  oscnlirt  die  Banmcnrve  die  drei 
Tangentialebenen  von  S  nnd  ebenfalls  die  drei  Hauptebenen. 

Die  Oscnlationspnnkte  in  den  Tangentialebenen  sind  die  obengenannt 

If*  ** 

ten  Punkte  öt  Q\  0"»     Die  Coordinaten  von  Q  sind  iys=  —  und  t=iP^ 

von  ö'  f  = -iT  ^^^  S  =  T/'  ^öö  0'  f^  1"  ^^^  V^IF''   ^^^  überzeugt 

Pf  L  L  m  ^ 

sich  hiervon,  wenn  man  z.  B.  die  Ebene  X  YZ  sich  der  17 {[-Ebene  nähern 
lässt;  im  Grenzfall  werden  die  Punkte  A^  B^  C  auf  Q^  n^  m    fallen. 

Setzt  man  nun  in  18)  i[='iy7^  so  wird  mit  Berücksichtigung  von  8) 

ri=^  -^  und  =  -TT/  •     Ebenso    lässt   sich   der  Beweis   für  die  awei 

M  ri         M 

anderen  Punkte  führen. 

Das  Vorhergehende  kann  man  so  zusammenfassen: 

Die  Hauptebenen  der  Confocalentripel,  welche  in  einem 

Punkte   S    unter  einander   eine   Berührung   dritter   Ordnung 

(s.   §  2)    haben,     osculiren    eine    cubische    Parabel,    die   eine 

geradlinige  Directrix  hat,  auf  welcher  die  Spitzen  der  rect- 

angulären  Trieder  liegen,  deren  Seiten  die  Curve  osculiren. 

§2. 

Um  das  Bisherige  auf  die  Theorie  der  allgemeinen  Flächen  ansn- 
wenden,  nehmen  wir  eine  beliebige  Fläche  F  an,  welche  in  dem  Punkte 
S  gleichartig  gekrümmt  ist;  auf  der  Normale  liegen  die  beiden  Krüo- 
mungsmittel punkte  /  und  t^  Sl=iL  und  St=^L'  sind  die  Hauptkrüm* 
mungshalbmesser  von  F,  Zr'>/^.  Die  Normale  ist  die  $-Axe,  während 
die  Tangenten  der  zwei  durch  S  gehenden  Krümmungslinien  von  F  die 
Axen  der  17  und  i  sind.  Die  Ebenen  der  Krümmungskreise  von  L  and 
L'  gehen  durch  die  17-  und  durch  die  {;-Axe.  Zwei  unendlich  nahecon- 
jugirte  Tangenten  des  die  Krümmungslinie  i  (deren  Tangente  die  f-Axe 
ist)  berührenden   Normalschnittes    von  F^    nämlich   die  17-Axe  und  die 
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nficbstfolgende  conjngirte  TaDgente  dieses  NormalBchoittes  schneiden  sich 
im  Punkte  m  aaf  der  i^-Axe.  Nun  werde  F  von  einer  zweiten  Fläche  F' 
senkrecht  geschnitten,  welche  die  |{;-Ehene  in  S  berührt  und  deren 
darch  die  17  {;- Ebene  bestimmter  Hanptschnitt  den  Erümmnngsmittelpankt 
m  habe,  so  dass  Sm  =  M  der  eine  Haaptkrttmmungshalbmesser  von  F' 
ist.  Zwei  aufeinanderfolgende  conjngirte  Tangeuten  des  die  Krümmungs- 
linie 1}  berührenden  NormalVßhnittes  von  F  schneiden  sich  in  n\  eine 
dritte  Fläche  F"  berührt  die  gi}- Ebene  ebenfalls  in  S,  und  n  sei  der 
Krümmnngsmittelpnnkt  des  in  der  17 {[-Ebene  liegenden  Haaptschnitts 
von  F'\  dann  ist  Snssff'  der  eine  Hanptkrümmungshalbmesser  von 
F",  Die  vier  Grössen  Z,  L\  M  und  N'  sind  beliebig  und  haben  in 
jedem  Tunkte  S  von  F  wieder  andere  Werthe;  wenn  aber  die  drei  sich 
senkrecht  schneidenden  Flächen  F,  F\  F"  die  Eigenschaft  haben  sollen, 
dass  sie  in  F  von  einem  Confocalentripel  in  zweiter  Ordnung  berührt  wer- 
den können,  so  sind  die  zwei  weiteren  Uanptkrümmnngshalbmesser  M'  von 
F'  und  A' von  F"  nicht  mehr  beliebig,  sondern  an  die  Bedingnngsgleich- 
QDgen  8)  gebunden,  da  nach  denselben,  wenn  die  vier  Grössen  Z,  L\ 
^  und  A"  gegeben  sind,  auch  die  zwei  anderen  M'  nnd  iV  bestimmt  wer- 
den.    Hieraus  folgt  der  Satz: 

Wenn  drei  sich  in  einem  Punkte  senkrecht  schneidende 
Flächen  von  einem  Confocalentripel  sollen  oscnlirt  werden 
können,  so  sind  ihre  sechs  Hanptkrümmungshalbmesser  für 
diesen  Punkt  an  zwei  Bedingungsgleichungen  gebunden. 

Ist  auf  irgend  einer  Fläche  F  ein  Punkt  S  gegeben,  so  sind  für 
diesen  Punkt  auch  die  vier  Strecken  Z,  L\  M  und  N'  bestimmt  und  also 
auch  die  zwei  anderen  M'  und  N\  es  lassen  sich  somit  immer  zwei  weitere 
Flächen  F'  und  F*'  denken,  welche  F  \n  S  senkrecht  schneiden.  Auf 
diese  Voraussetzung  gründen  sich  die  folgenden  Sätze: 

Durch  jeden  Punkt  (von  gleichartiger  Krümmung)  einer  Fläche 
geht  eine  durch  die  Gleichungen  9)  bestimmte  Gerade,  auf 
welcher  die  Mittelpunkte  aller  Confocalentripel  liegen, 
welche  die  Fläche  und  die  zwei  anderen  sie  senkrecht  schnei- 
denden os^uliren.  Die  den  drei  Tangentialebenen  der  Flä- 
chen parallelen  Centralschnitte  der  Confocalen  liegen  je 
auf  einem  Paraboloid,  die  Hauptebenen  der  Confocalen  be- 
rühren drei  Parabeln  und  osculiren  eine  cubische  Parabel, 
deren  Diiectrix  die  gemeinschaftliche  Centrallinie  der  Con- 
focalentripel ist.  » 

Um  ein  solches  Confocalentripel  zu  construiren,  wähle  man  auf  der 
Normale  der  Fläche  einen  Punkt  Xy  z.  6.  zwischen  5  i^nd  /,  lege  durch 
X  eine  Ebene,  welche  die  Parabeln  P^'  und  P  tangirt  und  die  Tangen- 
ten der  Krümmungslinien  in  J^  und  2  schneidet.  Man  hat  also  die 
Gleichungen 
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Dadurch  sind  die  Punkte  F  und  Z  und  somit  auch  die  Ebene  selbst 
bestimmt.  Ihr  Durchschnitt  mit  der  Centrallinie  9)  giebt  den  Mittelpnnlt 
und  mit  einem  gewissen  Kegel  die  Focalellipse  des  Tripels,  wodarch 
dasselbe  vollständig  bekannt  ist.  Der  Ee^el  (diese  Zeitschrift  XXVII, 
8.  371)  entspricht  den  Gleichungen  f 

SX        ^  SX        ,, 

Er  hat  seine  Spitze  in  5,  die  Normale  zur  Axe  und  schneidet  die  Ebene 
SXT  in  zwei  Geraden,  welche  mit  der  Normale  den  Winkel  cd,  und  die 
Ebene  SXZ  in  zwei  anderen  Geraden ,  die  mit  der  Normale  den  Winkel 
m   bilden. 

Die  Focallinien  dieses  Kegels  liegen  in  der  5ZZ-Ebene  und  bilden 

mit  der  |-Axe  den  Winkel  qp',  der  durch  die  Relation  cos^g/='p  ge- 
geben ist. 

Wenn  der  Mittelpunkt  0  des  Tripels  gefunden  ist,  so  kennt  man 
auch  seine  Abstände  p,  p'  und  p"  von  den  drei  Tangentialebenen  oder 
den  1^2;-,  2^1-  und  $i}- Ebenen  u.  s.  w. 

Während  also  durch  einen  beliebigen  Punkt  Ä  zwischen  5  und  /  auf 
der  Normale  einer  Fläche  F  sich  unendlich  viele  Ebenen  legen  lassen, 
deren  jede  durch  ihren  Schnitt  mit  dem  diesem  Punkte  conjugirten  Regel 
(/.  c.  S.  371)  die  Focalellipse  eines  F  in  S  in  zweiter  Ordnung  berühren- 
den Ellipsoids  bestimmt,  so  giebt  es  durch  denselben  Punkt  JT  nur  Eine 
Ebene  X  YZ^  welche  durch  ihren  Schnitt  mit  der  Centrallinie  den  Mittel- 
punkt und  damit  auch  das  einzige,  dem  Punkte  X  entsprechende  oscn- 
lirende  Confocalentripel  angiebt.  Unter  den  genannten  unendlich  vielen 
dem  Punkte  X  entsprechenden  Ellipsoiden ,  welche  sämmtlich  mit  F  die 
beiden  Krümmungshalbmesser  L  und  L  gemein  haben,  ist  also  nur  ein 
einziges,  welches  dem  osculirenden  Confocalentripel  angehört,  d.  h.  wel- 
ches F  im  Punkte  S  in  dritter  Ordnung  berührt. 

Betrachten  wir  nun  weiter  die  drei  Paraboloide ,  deren  gemeinschaft- 
licher Durchmesser  die  Centrallinie  SO  ist  und  welche  die  drei  Flächen 
F*,  F\  F"  im  Punkte  S  ebenfalls  in  zweiter  Ordnung  berühren.  Das 
reelle  elliptische  Paraboloid  berührt  F,  auf  ihm  liegen  die  durch  die 
Mittelpunkte  0  auf  der  Centrallinie  gehenden,  dem  Halbmesser  SO  con- 
jugirten, mit  der  Tangentialebene*  ijt  von  F  parallelen  Centralschnitte  j 
der  Ellipsoide  jedes  Tripels.     Die  Halbaxen  eines  solchen  Centralschnit- 

tes  sind  ^^A  — v  und  J^A  — fi   und   da   nach   6)   77=1 — ^»    ao   sind  ibre 

Quadrate   den   beiden  Hauptkrümmungshalhmessern   von   F  proportional, 
d.  h.  jeder  solche  Centralschnitt  ist  eine  Dupi nasche  Indicatrix.     Zieht 
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man  in  demselben  einen  beliebigen  Halbmesfler,  der  mit  Ypq  bezeichnet 
werden    soll    nnd   mit    der  Axe    J^A  — v    den   Winkel    a    bildet,    so    ist 

1       cos^a      sin^a 
—  =  - h; oder  nach   10) 

1       cos^a      sitr'a 


Q  L      '      L 

welche  Gleichung  das   Bnler'sche  Theorem   über  die  Krümmungshalb- 
messer der  Normalscbnitte  enthälc.     Somit  haben  wir  den  Satz: 

Die  Centrallinie  der  Confocalentripel  ist  zu  gl  eich  Durch- 
messer eines  elliptischen  Paraboloids,  von  dessen  mit  der 
Tangentialebene  der  Fläche  parallelen  Schnitten  jeder  als 
Indicatrix   des  Berührungspunktes  betrachtet  werden  kann. 

In  dem  Bisherigen  wurde  der  Einfachheit  wegen  stillschweigend  die 
Voraussetzung  gemacht,  dass  F  in  5  von  den  Ellipsoiden  des  Tripels 
berührt  wird.  Um  den  zweiten  Fall  zu  berücksichtigen ,  wo  an  die  Stelle 
der  Ellipsoide  die  zweimantligen  Hyperboloide  treten,  darf  man  nur  in 
den  Formeln  des  §  1  A  und  v  gegenseitig  vertauschen  und  demgemäss 
statt  //,  //,  M  der  Reihe  nach  N\  N^  M'  setzen.  Dadurch  bleiben  die 
Formeln  6)  bis  8)  ungeändert,  während  in  9)  p  mit  p"  zu  vertauschen 
ist.  Man  erhält  also  in  diesem  Falle  für  f*  dieselbe  Centrallinie,  nur  mit 
dem  Unterschiede,  dass  die  Mittelpunkte  der  oscnlirenden  zweimantligen 
Hyperboloide  auf  der  der  Fläche  F  entgegengesetzten  Seite  der  Tangen- 
tialebene liegen.  Da  nun  die  Confocalen,  welche  einem  oscnlirenden 
Confocalentripel  angehören ,  mit  je  einer  von  den  Flächen  F,  F\  F"  eine 
Berührung  dritter  Ordnung  haben,  indem  z.  B.  bei  den  oscnlirenden 
Ellipsoiden  zu  der  Bedingung,  dass  ihre  Krümmungshalbmesser  L  und  Ü 
zugleich  diejenigen  von  ¥  sind,  noch  die  weitere  hinzutritt,  dass  die 
Schnittpunkte  von  zwei  unendlich  nahen  conjugirten  Tangenten  der  die 
Krümmungslinien  von  F  berührenden  Normalschnitte  Krümmungsmittel- 
punkte  des  oscnlirenden  Confocalentripels  sein  sollen,  so  lässt  sich  dem 
oben  angeführten  Satze  auch  die  Form  geben: 

Die  Mittelpunkte  aller  Ellipsoide  oder  zweimantligen 
Hyperboloide,  welche  eine  Fläche  in  einem  Punkte  von 
gleichartiger  Krümmung  in  dritter  Ordnung  berühren,  liegen 
auf  einer  durch  diesen  Punkt  gehenden,  durch  die  Formeln 
9)  bestimmten  Geraden. 

Durch  jeden  Punkt  von  gleichartiger  Krümmung  einer  Fläche  gehen 
also  ausser  der  Normale  und  den  Tangenten  der  beiden  Krümmungslinien 
noch  drei  merkwürdige  Linien: 

Für  die  Berührung  zweiter  Ordnung  die  (von  mir  sogenannten)  Fo- 
callinien;  sie  liegen  in  der  Ebene  des  grösseren  Krümmungskreises  und 

bilden  mit  der  Normale  den  Winkel  cos^  q>' c=s -p- <     Auf  ihnen  liegen  die 
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Brennpunkte  der  osculirenden  Rotationsflächen  zweiten  Grades,  und  sie 
bestimmen  ein  System  von  confocalen  Kegeln,  auf  denen  die  Focalcar- 
ven  aller  oscnlirenden  Ellipsoide  und  zweimantligen  Hyperboloide  liegen. 

Für  die  Berührung  dritter  Ordnung  die  Ceutrallinie;  auf  ihr  liegen 
die  Mittelpunkte  aller  Ellipsoide  und  zweimantligen  Hyperboloide,  welche 
die  Fläche  in  dritter  Ordnung  berühren;  sie  ist  durch  die  Gleichungen 
9)  bestimmt. 

Diese  Gerade  ist  zugleich  Directrix  einer  cubischen  Parabel,  welche  die 
drei  Hauptebeneu  der  Ellipsoide  oder  zweimantligen  Hyperboloide  osculiren. 

Es  unterliegt  nun  keinem  Anstände,  diese  Untersuchungen  auch  anf 
Punkte  von  ungleichartiger  Krümmung  auf  den  Flächen  auszudehnen. 
Die  Fläche  F\  welche  von  dem  einmantligen  Hyperboloid  des  Confoca- 
lentripels  osculirt  wird ,  ist  in  S  ungleichartig  gekrümmt.     Aus  der  Foeal- 

r  T'  M 

liniengleichung  cos^q>'=^-p  folgt  ig*g/=:- — 1=  — — ,  nach  8),    wo,  vie 
L  L  Ja 

immer,  M'  negativ  zu  nehmen  ist;  die  Focallinien  sind  also  die  gerad- 
linigen Erzeugenden  des  einmantligen  Hyperboloids  oder  die  Tangenten 
der  Asymptotencurven  von  F\  Unter  den  centrischen  Flächen  zweiten 
Grades  können  nur  die  einmantligen  Hyperboloide  mit  einer  solchen 
Fläche  eine  Berührung  höherer  Ordnung  haben.  Sind  nun  von  P'  nicht 
blos  die  zwei  Krümmungshalbmesser  il/  und  M'  gegeben,  sondern  auch 
die  Durchschnittspunkte  f  und  n  von  zwei  unendlich  nahen  conjugirten 
Tangenten  der  die  Krümmungslinien  berührenden  Normalschnitte,  so  kennt 
man  die  sechs  Krümmungshalbmesser  L^  L\  My  ...  des  oscnlirenden  Con- 
focalentripels,  woraus  sich  nach  9)  die  Richtung  der  Centrallinie  bestim- 
men lässt,  auf  welcher  die  Mittelpunkte  von  den  einmantligen  Hyperbo- 
loiden liegen,  welche  die  Fläche  in  dritter  Ordnung  berühren. 

§3. 

Auf  der  Centrallinie  SO  liegen  die  Mittelpunkte  aller  im  Vorher- 
gehenden betrachteten  Confocalentripel,  die  sich  in  Sin  zweiter  Ordnung 
berühren.  Unter  denselben  wählen  wir  ein  bestimmtes  aus,  dessen  Mittel- 
punkt 0  ist  und  auf  welches  sich  die  Gleichungen  1)  speciell  beziehen 
sollen.  Die  drei  durch  0  gehenden  Axen  desselben  sind,  wie  bisher, 
die  Axen  der  x^  ^,  z  (nämlich  die  Geraden  Otc,  Oy,  Os  in  der  Figur). 
Die  drei  durch  S  gehenden  Normalen  5£,  Sri^  S^  sollen  nun  die  Axen 
eines  zweiten  Tripels  sein,    welches  durch  0  geht  und  den  Gleichungen 

k  fl  V 

20)    -^+-^  +  ^=1,       21)    -!^+J—  +  -L^^l 

entspricht.  />,  p',  p'  sind,  wie  bisher,  die  Coordinaten  von  0  in  Beziehung 
auf  die  Axen  Sg,  Siy,  Sg;  also  sind  A,  ^,  v  die  Quadrate  der  Halbaxen 
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des  Ellipsoids,  A— /?,  M*— /J»  v—ß  des  einmantligen  und  A  — y,  f^  — y» 
V— /  des  zweimantligeD  Hyperboloids  vom  zweiten  Tripel.  Nach  Ana- 
logie der  Gleichungen  2)  bis  4)  hat  man  für  die  sechs  durch  0  gehenden 
Hanptkrämmnngshalbmesser  des  zweiten  Tripels  die  Relationen 


22) 

8=l|}-/.yV., 

S'=     i//.jS'/., 

23) 

üR=^(y-/J/*A 

gji'=_i-^A(y-|J)'/.. 
V 

24) 

5R  =  ^,//.(y_^)V., 

r=     ^,>(y -?)•/'/"; 

Die  Confocalen  des  zweiten  Tripels  berühren  in  0  die  Hauptebenen 
des  ersten,  nämlich  das  EUipsoid  die  yz-^  das  einmantlige  Hyperboloid 
die  ZX'  und  das  zweimantlige  die  xy- Ebene.  Trägt  man  also  auf  der 
X'Axe  zwei  Strecken  ab  gleich  2  und  £',  auf  der  y-Axe  gleich  3)t  und 
—  SM',  auf  der  z-Axe  gleich  '31  und  '3l\  so  erhält  man  sechs  Krtimmungs- 
mittelpnnkte  des  zweiten  Tripels,  l  und  T,  m  und  m',  n  und  n',  welche, 
wie  beim  ersten  Tripel,  drei  Parabeln  bestimmen,  $,  $',  $'';  $  in  der 
^z- Ebene  berührt  die  y-Axe  in  m  und  die  z-Axe  in  n',  $' in  der  zx- 
Ebene  berührt  die  2-Axe  in  n  und  die  a;*Axe  in  l\  $"  in  der  xy- 
Ebene  berührt  die  x-Axe  in  I  und  die  y-Axe  in  m'. 

Betrachten  wir  zunächst  das  EUipsoid  vom'  zweiten  Tripel ;  der  durch 
S  parallel  mit  der  y: -Ebene  gehende  Centralschnitt  desselben  ist  eine 
Ellipse,  deren  Halbaxen  =f^  und  f/ß  und  parallel  mit  der  z-  und 
y-Axe  sind.     Die  Coordinaten  von  S  sind  o?,  y,   z,  also   ist  ^^^Yy 

=^Xf4V  =  J>,  somit  £  =  — I  £'=-?-•    Beim  einmantligen  Hyperboloid  hat 

der  mit  der  2X* Ebene  parallele  Centralschnitt  die  Halbaxen  Yß  und 
Vß—y  und  beim  zweimantligen  sind  ^— y»  Yß^y  die  imaginären  Halb- 
axen des  mit  der  a;y- Ebene  parallelen  Centralschnittes ;  somit  hat  man 
folgende  Zusammenstellung : 


25) 

2  = 

X 

26) 

aR  = 

y 

27) 

91  = 

z 

Hieraus  leitet  man 

weitei 

ab: 

28) 

8 

y 

29) 

X 

y 

-2' 

y_. 

X 

ß 


y 
r-ß 


Y-ß       ü__y_ 
'   ß  '       3t'    r-ß' 

ü)t  '       X       m 
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Man  kann  nun  zwei  Fälle  unterscheiden:  Erstens  die  Krümmungs- 
halbmesser S ,  £",  3}{ ,  ...  sind  gegeben ,  welche  drei  orthogonalen  Fl&chen 
angehören  F,  F\  f ";  F  berührt  die  y 2 -Ebene,   F'  die  zx-  und  F"  die 

X      y      z 

07^ -Ebene  je   in  0,     Dann    sind    nach   29)   die  Verhältnisse   — »   — »  — 

^  J  y        z      X 

bestimmt,  also  auch  die  Richtung  der  Directrix  05,  auf  welcher  die 
Mittelpunkte  aller  Confocalentripel  liegen,  welche  /*,  F\  F"  in  0  oscu- 
liren,   und    es   lässt  sich  auf  diese  Tripel  Alles  anwenden,    was  in  §  1 

gesagt  wurde.     Da  die  Gleichungen  28)  nur  die  Verhältnisse   — »   — r- 

nicht  diese  Grössen  selbst  bestimmen ,  so  entspricht  jedem  Punkte  S  auf 
der  Directrix,  dessen  Coordinaten  x,  y^  z  gegeben  sind,  ein  anderes 
Confocalensystem  mit  dem  Mittelpunkt  0,  dessen  Focalcurven  durch  die 
Relationen  /}  =  2rg,  y  =  j;S'  ebenfalls  gegeben  sind. 

Zweitens:  /3  und  y,  also  auch  y  —  ^  sind  gegeben,  d.  h.  die  drei 
Focalcurven  des  Systems  von  Confocalen  mit  0  als  Mittelpunkt  sind 
bestimmt.  In  diesem  Falle  sind  nach  28)  nur  die  Verhältnisse  von  je 
zwei  in  einer  Richtung  liegenden  Krümmungshalbmessern ,  also  nicht  diese 
selbst  gegeben;  die  Richtung  der  Geraden  OS  ist  zufolge  29)  unbestimmt. 
Die  Mittelpunkte  S  der  Confocalentripel,  welche  in  0  mit  F,  F\  F"  in 
dem  beschränkten  Sinne  eine  Berührung  höherer  Ordnung  haben,  als  das 
Verhältniss  von  je  zwei  in  gleicher  Richtung  liegenden  Krümmungshalb- 
messern gleich  demjenigen  der  entsprechenden  Krümmungshalbmesser  von 
F^  F\  F"  ist,  können  also  beliebig  im  Räume  angenommen  werden.  Es 
gehen  mithin  in  diesem  Falle  durch  0  unendlich  viele  Gerade  05,  auf 
welchen  die  Punkte  S  angenommen  werden  können;  nach  29)  ist  das 
Verhältniss  von  zwei  in  verschiedenen  Richtungen  liegenden  Krümmungs- 
halbmessern des  Tripels  für  jede  Gerade  OS  ein  anderes.  Sollen  aber 
die  sechs  Krümmungsradien  des  Tripels  einzeln  denjenigen  von  F,  F\  F" 
gleich  sein,  dann  giebt  es  nur  Eine  Gerade  05,  und  auf  derselben  nur 
Einen  Punkt  5,  da  nun  auch  ß  und  y  gegeben  sind,  welche  der  Be- 
dingung genügen. 

Das  Vorhergehende  lässt  sich  in  folgenden  Satz  zusammenfassen: 
Wenn  ein  System  von  Confocalen  (durch  seine  Focalcur- 
ven) gegeben  ist,  sowie  drei  sich  im  Mittelpunkte  0  recht- 
winklig schneidende  Flächen  F,  F\  F'\  deren  Krümmungs- 
halbmesser den  Bedingungen  28)  genügen,  so  lässt  sich  jeder 
Punkt  5  des  Raumes  als  Ceutrum  eines  Confocalentripels 
ansehen,  welches  mit  den  Flächen  in  0  eine  Berührung  zwei- 
ter Ordnung  hat  insofern,  als  das  Verhältniss  von  je  zwei 
in  gleicher  Richtung  liegenden  Krümmungsradien  des  Tri- 
pels gleich  demjenigen  der  entsprechenden  Krümmungs- 
radien  der  Flächen   ist.     Die  Hauptebenen  des  Tripels  sind 
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die  Tangentialebenen  der  drei  durch  S  gehenden  Confoca- 
len  and  berühren  drei  Parabeln  $,  ^\  $",  deren  Directricen 
die  Projectionen  von  OS  auf  den  Hauptebenen  des  ersten 
Systems  sind. 

Ein  System   von  Confocalen  ist  durch  zwei  Constante  ß^  y  definirt, 
man  kann  es  deshalb  mit  (/3,  y)  bezeichnen.   Nimmt  man  im  Räume  einen 
Punkt  S  oder   (^,  y,  2)   an,   so  sind  nach  25) — 27)  auch  die  Grössen  S, 
I       £',...   und    somit   die   drei   Parabeln   $,  $\  $"  bestimmt,    d.  h.  jedem 
Punkte  entspricht   ein   besonderes   oder   ihm   conjugirtes   Parabelntripel ; 
alle  diese  Tripel  haben  jedoch  eine  gemeinsame  Eigenschaft,  welche  durch 
I       die  Relationen   28)  ausgedrückt  ist.     Bewegt  sich   der  Punkt  auf  einer 
I       dnrch  0  gezogenen  Geraden,   so   haben  die  Parabeln  dieselben  Directri- 
cen, nämlich   die  Projectionen  der  Geraden   auf  den  Hauptebenen.     Je 
weiter  sich   der  Punkt  S  von  0  entfernt,   um   so   mehr  ziehen   sich    die 
Parabeln   seines  conjugirten  Tripels   gegen  0  zusammen   und  umgekehrt 
[25)  —  27)].      In    einem   gegebenen   System   (/3,  y)   giebt  es   nur  Einen 
Punkt  5,  welchem  gegebene  Werthe  der  Grössen  S,  £',  ...   entsprechen. 
Hierin  liegt  eine  neue  Eigenschaft   der  Confocalensysteme,   welche  sich 
in  dem  Satz  ausdrücken  lässt: 

In  jedem  System  von  Confocalen  berühren  die  drei  Nor- 
malebenen eines  Punktes  drei  ihm  conjugirte  Parabeln, 
deren  Directricen  die  Projectionen  des  nach  dem  Punkte 
gezogenen  Radius  auf  den  Hauptebenen  sind.  Jede  dieser 
drei  Parabeln  berührt  zugleich  drei  Axen  des  Systems. 

Die  Theorie    der   Confocalen    steht    in    enger  Verbindung   mit   der 

Theorie  der  Trägheitsmomente;  wenn  0  der  Schwerpunkt  eines  Körpers 

'       ist  und  a^W^c   die   Quadrate   der  Hauptträgheitsradien   von  0  sind, 

so  construire  man  das  Grundellipsoid  — H "T  "^  "T  "^  ^  ^^^  setze  ß^a-^b^ 

y=fl  — c,  y  — /J  =  6  — c,  SO  ist  (ß^y)  oder  (a  — 6,  a  — c)  das  durch  das 
Grundellipsoid  bestimmte  Confocalensystem. 

Die   Hauptträgheitsaxen    von   irgend   einem   Punkte  S  des  Körpers 
I       lind  die  Normalen  der  drei  durch  S  gehenden  Confocalen  des  Systems; 
I       ihre  Ebenen  tangiren  also  drei  Parabeln,  welche  durch  die  Gleichungen 
25) -27)  bestimmt  sind,  wenn  man  darin  /3  =  a  — 6,  y  =  <i  — c  setzt: 

Die  Ebenen  der  Hauptträgheitsaxen  irgend  eines  Punk- 
tes im  Innern  eines  Körpers   berühren   drei  demselben  con- 
jugirte Parabeln,    deren   Directricen    die  Projectionen    des 
I        rom  Schwerpunkte   ans   nach  dem  Punkte  gezogenen  Radius 
I        auf  die  Ebenen  der  drei  Hauptträgheitsaxen  des  Schwerpunk- 
|.      tes  sind.     Jede  dieser  drei  Parabeln    berührt   zugleich   zwei 
Hauptträgheitsaxen  des  Schwerpunktes. 


142  lieber  die  Krümmutig  der  Fläcben. 

Um  ein  specielles  Beispiel  zu  wählen ,  seien  a  >  6  >  c  die  Kanten- 
längen  eines  rechtwinkligen  Parallelepipeds,  so  ist  ^       »+  gj,  >"^i4J-M 

=  y^  das  Grnndellipsoid ,   mithin  ß  =  — rs"  »  y=       ^     »  y  — /?=  • 

Setzt  mau  nun  diese  Werthe  in  25)  —  27)  ein,  so  erhält  man  ffir  jeden 
Punkt  S  oder  {ar,y,  z)  des  Körpers  die  Grössen  2,  £',  ...,  d,  h.  die  Ab- 
stände der  Berührungspunkte  I,  l',  m,  ...  der  conjngirten  Parabeln  vom 
Schwerpunkte;  diese  Berührungspunkte  liegen  paarweise  auf  den  Haupt- 
trägheitsaxen  des  Schwerpunktes.  Die  Gleichungen  29)  bestimmen  die 
zugehörigen  Directricen. 

Zum  Schlüsse  folgt  nun  noch  eine  Anwendung  der  vorgetragenen 
Sätze  auf  ebene  Curven,  indem  die  Beziehungen  der  centrischen  Kegel- 
schnitte untersucht  werden,  welche  zwei  beliebige  sich  in  einem  Punkte 
rechtwinklig  schneidende  Curven  osculiren.  Diese  Untersuchungen  stehen 
mit  der  Theorie  von  der  Krümmung  der  Flächen  insofern  in  Verbindnng, 
als  sie  sich  auf  die  Normalebenen  der  Confocalentripel  direct  tibertragen 
lassen. 

Zwei  beliebige  Curven  C  und  C  schneiden  sich  in  einem  Punkte  S 
rechtwinklig,  auf  der  Normale  von  C  liegt  der  Krttmmungsmittelpuukt  Z', 
auf  der  Normale  von  C  der  Krümmungsmittelpunkt  n.  Welches  sind  die 
Beziehungen  confocaler  Kegelschnittspaare,  wovon  die  Ellipsen  E  die 
Cnrve  C  und  die  Hyperbeln  ff  die  Curve  C  in  S  osculiren ,  deren  Kram- 
mungsmittelpunkte  also  /'und  u  sind?  Hierbei  gehen  wir  von  dem  Satze 
aus:  Die  Tangente  und  Normale  von  einem  Punkte  S  einer  Ellipse  £, 
deren  Mittelpunkt  0,  bestimmen  mit  den  beiden  Axen  von  E  im  Ganzen 
vier  rechtwinklige  Dreiecke,  deren  umbeschriebene  Kreise  sich  in  einem 
Punkte  F  schneiden,  welcher  der  Brennpunkt  einer  Parabel  ist,  die 
sowohl  beide  Axen,  als  auch  die  Tangente  und  Normale,  erstere  im 
Krümmungsmittelpunkte  n  der  durch  S  gehenden  confocalen  Hyperbel  H, 
letztere  im  Krümmungsmittelpunkte  l'  der  Ellipse  E  berührt.  (Man  ve^ 
gleiche  hierüber  den  Aufsatz  von  Zimmermann  in  dieser  Zeitschrift 
1883,  S.  56.)  Einen  Theil  dieses  Satzes  hat  Mannheim  angegeben 
(Nouv.  Annales  1857,  S.  328):  Wenn  eine  Parabel  die  Axen  einer  Ellipse, 
sowie  auch  die  Tangente  und  Nonnale  eines  ihrer  Punkte  berühi-t,  so  ist 
der  Berührungspunkt  auf  der  Normale  Krümmungsmittelpunkt  der  Ellipse. 
Die  Construction  des  Brennpunktes  beruht  darauf,  dass  die  Brennpankte 
der  Berührungsparabeln  eines  Dreiecks  auf  dem  umbeschriebenen  Kreise 
liegen  und  ihre  Directricen  durch  den  Höhendurchschnitt  gehen.  Da  Dun 
nach  der  Aufgabe  die  Punkte  5,  /'  und  n  fest  sind,  also  auch  die  Fa* 
rabel  und  ihre  Directrix  OS^  so  darf  man  nur  auf  letzterer  den  Punkt  ^ 
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sich  bewegen  lassen  nnd  die  beiden  sich  in  0  schneidenden^Parabeltan- 
genten,  um  Mittelpunkt  und  Axenrichtung  aller  confocalen  Regelschnitts- 
paare zu  bekommen,  welche  die  gegebenen  Curven  C  und  C  in  S  osculiren. 
Bezeichnet  man  die  beiden  Krümmungshalbmesser,  wie  in  §  1  mit  V 
und  N  und  die  Abstände  eines  Punktes  0  von  der  Normale  und  Tan- 
gente mit  p"  und  /?,  so  ist 

30)  ^  =  ^' 

p       N 

die  Gleichung   der  Directrix.     Die  Abstände  des  Brennpunktes   von  der 

Normale  und  Tangente  sind     ,^        ^  und     .^         ^*     Die  Brennpunkte /* 

und  ^  von  E  und  H  bestimmen  ein  System  von  confocalen  Ellipsen  und 
Hyperbeln.  Die  Pularen  von  allen  diesen  Confocalen,  deren  gemein- 
schaftlicher Pol  'S  ist,  sind  Tangenten  der  Parabel;  jede  Polare  schneidet 
ihre  Confocale  in  zwei  Punkten  /"'  und  /"o  oder  /"  und  f^'^  u.  s.  w. 
Die  Mitten  dieser  Sehnen  liegen  auf  der  Directrix  05;  zieht  man  in  den 
Endpunkten  einer  Sehne,  aleo  z.  B.  /^  und  f'^^  die  Normalen  der  Con- 
focalen, auf  der  sie  liegen,  so  sind  letztere  ebenfalls  Tangenten  der 
Parabel.  Nun  sind  f  und  /^^  oder  f"  und  f''^  u.  s.  w.  die  Brennpunkte 
je  von  einem  Paar  confocaler  Kegelschnitte,  welche  die  Curven  C  und  C' 
in  5  osculiren;  also  liegen  diese  Brennpunkte  auf  der  Fusspnnktencurve 
einer  Parabel,  wenn  die  Perpendikel  auf  die  Tangenten  von  einem 
Punkte  S  der  Directrix  gefällt  werden.  Sie  ist  eine  Curve  dritten  Gra- 
des und  wurde  von  Quetelet  unter  dem  Namen  focale  ä  fioeud  unter- 
sacht.    Das  Vorhergehende  lässt  sich  in  dem  Satze  ausdrücken: 

Die  Mittelpunkte  aller  confocalen  Kegelschnittspaare, 
welche  zwei  sich  senkrecht  im  Punkte  S  schneidende  Curven 
osculiren,  liegen  auf  einer  Geraden  OSy  welche  durch  die 
Gleichung  30)  bestimmt  ist.  Ihre  iixen  sowohl,  als  die  in  den 
Brennpunkten  auf  den  nach  S  gezogenen  Brennstrahlen  er- 
richteten Perpendikel  berühren  eine  Parabel;  also  liegen  die 
Brennpunkte  auf  der  Fusspnnktencurve  einer  Parabel,  wenn 
die  Perpendikel  auf  die  Tangenten  von  einem  Punkte  S  der 
Directrix  gefällt  werden.  Die  Endpunkte  der  dem  Halbmes- 
ser OS  conjugirten  Durchmesser  liegen  bei  den  Ellipsen  auf 
einer  reellen  und  bei  den  Hyperbeln  auf  einer  imaginären 
Parabel. 

Reutlingen,  Januar  18S3. 


VIII. 

Ueber  Differentialgleichuiigen,  welche  durch  hyper- 
geometrische Functionen  integrirt  werden  können. 

Von 

WoLDEMAR  Heymann 

In  PUaen  i.  V. 


Es  BoU  im  ersten  Theile  dieser  Arbeit  diejenige  lineare  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  behandelt  werden ,  der  genfigt  wird  durch  das 
hjpergeometrische  Integral  dritter  Ordnung 
h 

y= /(m  — flj)*«-'(ti— a,)*»-*(M'— fl3)*»-*(u— j:>"rfii. 

9 
Herr  L.  Pochhammer   hat  diejenige   lineare   Differentialgleichung 
n^^'^  Ordnung   aufgestellt,   welche   durch  hypergeometrische  Integrale  n^^ 
Ordnung   integrirt  werden  kann.*     Im  Falle  n -=  3  kacn  man  derselben 
folgende  Form  ertheilen: 


+  (l~H-«'a)^s^i    .^.  +  f*    +(l--M--'^a-M',;~ 


und  ihr  genügt  particulllr 


9 


*>-«ll3*»-«(tt-xy  +  'rfll. 


wobei 

und  g  und  h  irgend  swei  der  Zahlen  a,,  /',,  n^  bedeuten. 
Setzt  man  die  Bedingung 

l-M-('',  +  ^  +  V  =  0 

fest  und  schreibt  y  statt  --^  *  so  lautet  die  letzte  Differentialgleichung 

*  Pochhammer«  Ueber  hypergeometrische  Functionen  höherer  Ordnung, 
71.  ßd.  des  Journals  tür  die  reine  und  angewandte  Mathematik«  —  Vergl.  andi 
S.  Spitier,  Neue  Studien  über  die  Integration  linearer  Differentialgleichungen 
vSchluss\  Wien  1BS3. 
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-  f*  1^*1  +  ^^2  +  *8*8ly  =  0 
und    das  Integral 

h 

9 
IDasB    diese  Gleichung  die  einzige  der  verlangten  Art  ist,  welcher  durch 
d&8     aufgestellte  Integral   genügt  wird,   geht  durch   die   folgende  Unter- 
suelmiig  hervor.     Man  verlangt,  dass  der  Ausdruck 

h 


y^jt{u^xYdu, 


> 


9 
^«ro1>ei    t  durch  die  Differentialgleichung 

»)  «l«««8^-U^-l)«2«3  +  (^2-^)«8«'l+(*8-l)«l««U=0 

gegeben  ist,  einer  Gleichung  zweiter  Ordnung 

genüge.     Nach  dem  Vorgänge  von  Euler  und  Jacobi*  muss  nun 
h{u-xY-^iK{^^\)X^--^X,{u^x)  +  X^(u-^xf\du 

und    hieraus  folgt  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  a) 

Oifferenzirt  man  diese  Gleichung  dreimal  hintereinander  nach  u,  so  ent- 
steht 

l      (^-l  +  &i)i/,«sJ  \      ^K+«3)i 

—    f^^l+2^0(«-^)  =  ^     +i>-l+M«8"l)+f*("-^)J+^2(«8  +  "l)[' 

2^o=-f*i  +  (^-l+26,)(ti3+i/i)[  +  2^(«-a:)(6,  +  62  +  68), 

und     da  alle  diese  Gleichungen  identisch  stattzufinden  haben,   also  auch 
f^T    u  =  ^}  80  ergiebt  sich  mit  Benutzung  der  Bedingung 


^  Jacobi,  Untersuchungen  über  die  Differentialgleichung  der  hypergeome- 
triachen  Reihe,  56.  Bd.  des  Jonrn.  f.  d.  reine  u.  angew.  Mathematik. 

9^«H«ohrifl  f.  Mathmnfttlk  n.  Physik  XXIX,  3.  10 
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Da  nun  wegen  a)  *     i     &.    i     *.    i 

80  hat  man       x,y'' +  X,y'^ X,y^^u,^^u,^^u,^{u-^xT-\ 
nnd   dies   verschwindet  für  UA  =  ffjt«   vorausgesetzt,    dass   die  h  positive 
Zahlen  sind  oder  solche  complexe  Zahlen ,  deren  reeller  Theil  positiv  ist 
Mithin   genügt  das   angenommene   Integral   der  Differentialgleichung  1), 
falls  es  zwischen  den  erwähnten  Grenzen  genommen  wird. 
Differenzirt  man  die  Gleichung 

1)     «l^«^3^+{(^  +  *5)^9^S  +  (*S  +  M^8^1+(*l  +  V*l*«^5!^ 

n-mal  und  beachtet  b),  so  entsteht 

+  {b^  +  b,  +  n)x^x^\  f+(''8  +  «)^s' 

+  «(«-^)(w-/i-l)y<— «)  =  0. 
Für  n  =  |bi  folgt  hieraus 

und  von  dieser  Gleichung  ist 

ein  particuläres  Integral,  falls  fi  eine  ganze  negative  Zahl  ist. 

Der  letzte  Ausdruck  genügt  aber  auch  der  vorgelegten  Differendal- 
gleichung  1).  Diese  Herleitung  des  Integrals  ist  nicht  frei  von  Einwür- 
fen ;  man  kann  sich  aber  leicht  von  der  Richtigkeit  desselben  auf  directem 
Wege  überzeugen  und  überdies  sind  derartige  Integrationen  seit  Lioa* 
ville  genugsam  bekannt. 

Wählt  man  in  Gleichung  3)  «  =  fi  +  1  und  setzt  y<^+J)  =  5,  so  lautet 
dieselbe  (2-^)x,^3i  i      {^^^b,^b,)x,^ 

und  diese  Gleichung  wird  befriedigt  durch  5=:^<^+^\  also  wegen  4) 

s  =  a?j*»— ^  a?j*«— '  0:3*»  -'. 
Die   beiden  Integrale   2)   und  4)  der  Differentialgleichung  1)  iMfleo 
eine  merkwürdige  Reduction  zu.     Führt  man  nämlich  in  das  Integral 
h 

y=J{u^aj)^^'-^{u^a^)^-^{u-a^)^-^{u-'x)f'du 

9 

die  gebrochenen  Substitutionen* 

*  Auch  die  reciproken  Substitutionen  sind  brauchbar. 
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II  =  ^    .    .     »      X  :— 


ein  ^    8o   entsteht 
H 


-y^ 


Se^zt    man  noch 

und    beachtet  die  Bedingung  b),  so  hat  man 
h 

9 
T^nn     kann   man   aber   über   X  so  verfügen,    dass  das  vorstehende  hyper* 

geometrische  Integral    dritter  Ordnung   in    eines    der  zweiten   Ordnung 

{Ibergelit.     Wählt   man  etwa  A= — i  so  vereinfacht  sich  das  vorige  Inte- 
ns 


wobei 


^=y(,;-aJ».-l(i;-«,)*.-l(f,-|)A*d«, 


"i "" ::: — :;; —  ^»     **«  = 


Ttn<l      d^i"    ^^'   ^^   Integral   tretende   constante  Factor  stets   unterdrückt 
^werden  darf. 

In  analoger  Weise  lässt  der  Ausdruck 

4)  y  =  ;^-rir=:,{(^-«i)*'~M«-fla)*'^H^-«3)**"M 


rur 


.=.  ^ 


I  +  Al 
nnter    Anwendung  der  Formel* 

folgende  Umgestaltung  zu: 
oder    für 


•  O.  Schlömilch,  Zeitschrift  f.  Math.  a.  Physik  III,  S.  65.  —  S.  Spitzer, 
Stndien  über  die  Integration  linearer  Differentialgleichungen,  VII.  Abschn.  S.  50. 

10* 
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und  wegen  b) 

i?  =  ^^|(l-i«,)i-«ij*'"*j(l-i'4)l-«,(*""'!(l-A«s)l— 4''~'- 

Aach  hier  gewinnt  man  bei  specieller  Wahl  des  1,  etwa  1  =  — 9  einen 
Aasdrnck 

welcher,  falls  fi  ganz  nnd  negativ  ist,  einer  Differentialgleichung  genfigt, 
die  sonst  mit  hypergeometrischen  Integralen  zweiter  Ordnung  zu  inte- 
griren  ist.     Die  a  haben  die  vorige  Bedeutung. 

Da  sich  die  Integrale  der  Differentialgleichung  1)  durch  gebrochene 
Substitutionen  von  der  dritten  Ordnung  auf  die  zweite  erniedrigen  lassen, 
so  wird  sich  auch  die  Differentialgleichung  selbst  in  entsprechender  Weise 
reduciren  lassen. 

In  der  That,  transformirt  man  die  Gleichung 

1)     *1^2^8  ^2  +  |(^  +  ^8)^-S^3  +  (^  +  ^)^S^1  +  C'l  +^)^1*2[  £ 


mittelst 


^=r-rTT'    y  =  ; 


so  ist 

^-(.+u)-'!c.+Ao^-v,{. 

^  =  (l  +  i{)'-»l(l  +  »{)'^-2JCl— 1)(1+«I)^  +  1V((.-1)| 

und  man  bekommt,  nachdem  geordnet  und  die  Bedingung  b)  berücluieh- 
tigt  worden  ist, 

^  i+(*.+ft,)(i+»s,)i,i,r* 

1  +  6,(1 +i|i)(]+i|,){J 
Hierbei  dient  zar  Abkttrzvng 

lt  =  (l-l«t)|-<n. 

Beachtet  man,  dass 

l  +  lb=l+ij(l-A<it)J-<,t[=(l-ia*)(l  +  i{), 
80  geht  die  letzte  Differentialgleichung  über  in 
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'    f     6,(l-i«,)(l-i«8)|, 
-f*    +6,(l-i«,)(l-la,)J, 
(  +  6,(l-i«,)(l-l«,)|,J 


Setst  man  jetzt,  wie  früher,  durchweg 

A >       =' tt,  , «2, 

«8         ^3  — «1  «S  — ^2 

80  wird  die  letzte  Gleichung  durch  ^  theilbar  und  es  entsteht 

(|-«,)(S-«,)^+j(6,+6,)(l-«*)  +  (*j+6i)(l-«i)(^-<**,n  =  o, 

wie  zu  erwarten  war. 

Es  kann  daher  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
mit  algebraischen  Coefficienten  nicht  durch  eigentliche  hypergeometrische 
Integrale  dritter  Ordnung  genügt  werden.  Denn  die  hier  in  Frage  kern- 
menden  Integrale  sind  wohl  der  Form  nach  von  der  dritten  Ordnung; 
sie  lassen  sich  aber  durch  gebrochene  Substitutionen  auf  die  zweite  Ord- 
herabdrücken.  —  Obschon  man  bei  wirklicher  Durchführung  einer  nume- 
rischen Rechnung  immer  auf  die  letzte  Differentialgleichung  zurückgehen 
wird,  so  bleibt  doch  das  Integral  2)  der  Gleichung  1)  formell  interessant 
and  verdient  bei  allgemeiner  Darstellung  wegen  der  Symmetrie  den  Vor- 
zug, weil  in  demselben  keiner  der  singulären  Punkte  a^,  a^,  a,  aus- 
gezeichnet ist. 

Da  sich  die  beiden  particulären  Integrale  der  gewöhnlichen  hyper- 
geometrischen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  den  Grenzen  nicht 
unterscheiden,  so  muss  es  möglich  sein,  auch  für  die  Differentialgleichung 
1)  ein  zweites  particuläres  Integral  herzuleiten,  welches  dieselben  Gren- 
zen besitzt,  als  das  Integral  2).  Hierzu  dient  folgende  Transformation.* 
Man  substituire  in  die  Gleichung  1) 

y  =  Xj»!  x/«  X^^*  Wy 
dann  kommt 


*  Es  giebt  noch  andere  derartige  Transformationen,  insbesondere  wenn  eine 
oder  zwei  der  Grössen  v  gleich  Null  genommen  werden,  und  man  könnte  leicht 
eine  yollständige  Analyse  der  Gleichung  1)  geben,  wobei  die  Untersnchungen  über 
die  Differentialgleichung  der  gewöhnlichen  hypergeometrischen  Reihe  massgebend 
wären  und  auch  yoUatandig  aasreichten.  Wir  haben  die  obige  Umformung  des- 
wegen herausgegriffen,  weil  sie  sehr  allgemein  ist  und  noch  zu  anderen  Zwecken 
dient.    Vergl.  S.  105  flgg. 
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5) 


+    (^) 


+  (v3-l+6i+6g)XiX^ 


»=0. 


Wählt  man  die  v  derartig,  dass 

Vi-l  +  ^,  +  ^s  =  0,     V8-l  +  68  +  ^  =  0,     V3-J+6,  +  6g  =  0 
und  beachtet  hierbei  die  Bedingang 

^-1  +  ^  +  ^+63  =  0, 
80  vereinfacht  sich  die  Differentialgleichung  b)  zn 


dw 


(+(l-6,)x. 


w  =  0. 


an  Stelle  von 
die  Yerbindangen 


«liPi«.  dP  +  { +  (2  -  *»  -  *i)'»'s*i 

Eine   Gleichung    mit    denselben    Coefficienten   erhält    man   jedoch  aneh, 
wenn  man  in 

—  ft  1*1«,  +  6,«,  +  ftj«,!  y  =  0 

*i  *»  *s  »» 

i_*j     1-6,     1-6,    ~(f.  +  l) 
setzt.     Bezeichnet  man  sonach  das  frühere  Integral  2)  oder  4)  der  Gleich- 
ungDdnrch  y=/(6*,x»), 

80  i8t  ein  zweites  Integral  dieser  Oleichnng 

yi  =  */*  -^2**  ^8*^  /(l  —  **  I  •'^a). 
Das  allgemeine  Integral  lautet  daher  in  extenso 
h 

(?,  / M,*»- 1  «,*>- ^  t/3*»-*  (tt  —  a:)*-*!-**- *•  rftt 

+  C,  Xj^-^-^  arg*-»»-*»  a:3i-*' -»« /wj-**  m,-»« m,-**  (m-  «:)*»+*«+*•-' rfu, 

wobei    die   b  positive   echte  Brüche  sein  müssen   oder  solche  complexe 
Zahlen,  deren  reeller  Theil  positiv  und  echt  gebrochen  ist. 
In  dem  speciellen  Falle,  wo 

^=^2  =  *8  =  i» 

sind  die  beiden   particul&ren  Integrale  von   einander  nicht  verschieden. 

Nimmt  man  zunächst 

6j  =  fej  =  fe3  =  6, 

so  haben  dieselben  folgende  Gestalt: 


n 
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h 


9 
Nun  genagt  der  Gleichung  1)  offenbar  auch 
h 


oder  fär  6  =  ^  , 


■=/, 


Mithin  lautet  io  diesem  Specialfalle  das  vollständige  Integral 
h 

Vertaascht  man  in  der  angezeigten  Weise  die  Buchstaben  auch  in  dem 
Ausdrucke 

80  erhält  man 

welcher  Werth  ein  Integral  der  Gleichung  1)  ist,  so  lange  fi  eine  ganze 
positive  Zahl  incl.  Null  bedeutet.  Ist  sonach  fi,  also  auch  6| +  63+^8 
überhaupt  eine  ganze  Zahl ,  so  genügt  stets  einer  der  oben  angegebenen 
höheren  Differentialquotienten. 

Es  mögen  nun  zwei  lineare  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 
Erwähnung  finden,  welche  Specialfälle  der  Gleichung  5)  sind  und  daher 
dnrcb  hjpergeometrische  Functionen  integrirt  werden  können. 

Die  Gleichung  5)  hat  die  Form 

Vergleicht  man  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  mit  den  entsprechen- 
den der  Gleichung  5),  so  erhält  man  eio  Gleichungssystem  zur  Bestim- 
mung der  neun  Grössen  /ij^,  h^  und  vk,  Da  aber  elf  Gleichungen  zu 
befriedigen  sind,  so  bleiben  zwischen  den  Coefficienten  der  Gleichung  7) 
zwei  Bedingungen  fibrig. 


7)  («  +  |S;r  +  yx»  +  5:i»)»— 5  +  («  +  /Sx  +  ya;»  +  da:»)K  +  ftx+y,a:«); 
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Werden  die  Coefficienten  6q  und  Cg  entwickelt,  so  findet  man 

l  +  (2v  +  l-^  +  ^3-2v3)flJ 

wobei  zur  Abkfireang  ^    i  „    ,  „  ^ 

Vj  f  vj  -r  •'3  —  V 

gesetzt    wurde.      Mau    erkennt,    dass   beide   Coefficienten   Tersehwinden, 

wenn  v  =  fi «  und  dass  ausserdem  in  diesem  Falle 

yi:6  =  2(v  +  6,  +  6,+  63)  =  2(v  +  l-fi)  =  2. 

Mitbin  ist  die  Üifferentialgleicbung 

iflm  dw 

+  («0+ A^  +  n^)^  =  0 

mit  Hilfe  der  Substitution 

w  =  (x  -  fli)"-^t  (x  -  «,)-  •'•  {x  -  a,)— ^  y 

auf  die  Gleichung  1)  zurttckführbar,  wenn  nur  die  eine  Bedingaag 

besteht 9  V|,  v^j  v^  gewisse  zu  bestimmende  Zahlen  sind  und  Oi*  ^^  ^ 
die  Wurzeln  der  Gleichung 

a  +  ßx  +  yX^  +  öxi^^O 
bedeuten.  —  Im  zweiten  Theile  dieser  Arbeit  wird  sich  zeigen,  dass  auf 
die  letzte  Differentialgleichung  7a)  eine  bemerkenswerthe  Gleichung  erster 
Ordnung  zurückgeführt  werden  kann.* 

Der  Coefficient  (q  verschwindet  auch,  falls  v  =  fi— 1,   und  dann  ist 

{2v,  +  b,+  b^)aA 
+  (2v,  +  63  +  6,)a,   . 
+  (2v3  +  6,  +  6,)a3J 
Wählt  man,  um  Öq  zum  Verschwinden  zu  bringen, 

Vi  =  -i(^  +  As).     »'»  =  -U^  +  M.     V3  =  -i(^  +  6,), 
so   annulliren   sich   gleichzeitig  die  Coefficienten  «tj,  ß^  und  ^i,  und  es 
bleibt  die  Gleichung 

7b)         {«  +  /?«+ yar«+aa:«)«^^+K  +  ^o*  +  yo^*)»  =  0, 

in  welcher  die  Coefficienten  keiner  Bedingung  mehr  unterliegen.**  ^^ 
aus  diesen  Coefficienten  die  Parameter  a^  und  bi^  des  Integrals  zu  finden, 
hat  man  zunächst 


^0  =  ^  =  - 


♦  Vergl.  S.  166. 

•♦  Hierbei  worden  die  v  imabhäng^g  von  den  drei  Wurzeiwerihen  a  be- 
stimmt. Verfährt  man  weniger  speciell,  so  kann  man  die  v  auch  so  wählen«  dass 
folgende  Gleichung  erscheint: 

deren  Integration  wir  aber  bereits  bei  anderer  Gelegenheit  erOrtert  haben. 
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«  + /Ja:  +  y  ar*  +  d  ir*  =  J(«  — aj  (a:  —  ag)(a:  —  ög)- 
Die  Zahlen  Qq^  ß^^  Yq  bestimmt  man  so,  dass  man  der  Reihe  nach  x  =  a^^ 
rig,  ^3  setzt  und  den  Coefficienten  von  w  in  Gleichung  5)  ins  Ange  fasst. 
Man  erhält  auf  diese  Weise 

Vi  (^1  —  1  +  ^2  +  63)  (öj  —  a^y  (aj  -  a^y  =  («0  +  /^o  «1  +  Xo «i*) '  ^*  etc. 
oder,  weil 

Es  ergeben  sich  also  die  b  ans  drei  gleichartig  gebauten  quadratischen 
Gleichungen,  von  denen  die  erste  folgendermassen  lautet: 

(ftj  +  ft,)»- 2(«,  +  ft,)  +  4[«o  +  ^0".  +  yo«!*]  =  [«K-«,)K-«s)]*  =  0. 

Nach  diesen  Rechnungen  hat  man  wegen  7V  =  xf-*ix^~^xf-^*y  und  mit 
Hinzuziehung  der  früher  gewonnenen  Integral  form  6)  für  die  Differential- 
gleichung 

7b)  {a  +  ßx+Y^'+^^Y^  +  {^o  +  ßo^  +  Yo^'>  =  0 

folgendes  vollständige  Integral: 

die  b  als  positive  echte  Brüche  oder  als  complexe  Zahlen  gedacht,  deren 
reeller  Theil  positiv  echt  gebrochen  ist. 

Sollte  ^i  +  ^s'^^s  e^^e  ganze  Zahl  sein,  so  genügt  der  letzten  Diffe- 
rentialgleichung auch  stets  einer  der  Ausdrücke 

1-*«+*?     i_^i±     i«*di*?  rfi-*i-A.-ft.  ,  . 

w,^x,        ^     x^        ^     X,        2     _____|^^-».a:-^a:3-**]. 


Im  zweiten  Abschnitte  dieser  Arbeit  mögen  einige  Differentialgleich- 
ungen erster  Ordnung  Erwähnung  finden ,  welche  auf  die  früher  betrach- 
teten Gleichungen  zurückgeführt  werden  können  und  denen  sonach  hyper- 
geometrische Integrale  genügen. 

Vorgelegt  sei  die  dem  Connex  (1,  2)  entsprechende  Differential- 
gleichung 
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iC^dx  +  K^dy  +  i^^{xdy-ydx)  =  0, 


wo 


iCi  =^JiX»+Biy*+CiXy  +  DiX+Eiy+Fi. 

Verlangt  man,  dass  dieser  Gleichung  drei  dnrch  einen  Pnnkt  gehende 
Gerade  particulär  genfigen,  und  verlegt  der  Einfachheit  halber  dieien 
Pnnkt  in  den  Coordinatenanfang,  so  mnss  die  Gleichung  fHr 

identisch  erfttUt  sein;  das  heisst,  es  mnss 

oder 

}  .)  }    identisch  0. 

Annnllirt  man  den  Factor  von  x^  so,  dass  man  für  ^  jede  der  drei  Wur- 
zeln der  betreffenden  cnbischen  Gleichung  zulftsst,  so  gehört  zur  Iden- 
titKt,  dass 

/>j  =  />j  +  Äj  =  £:,=:  F,  =  /;  =  0, 

und  lässt  man  noch  die  überflüssigen  Grössen  D^  und  E^  fort,  dinn 
resultirt  als  Normalform  der  vorgelegten  Differentialgleichung 

{A,x*+By+C,xy)dx  +  {yl,x»+B^y*  +  C^xy)dyl 
^  +{^^x»+B^y^+C^xy  +  F;){xdy'-ydx)         ( 

Setzt  man  hierin 

1  u 

V  V 

so  entsteht  eine  Rice ati 'sehe  Gleichung 

Op^^F^v^'^^'v^Sl=^0, 
du        *  ' 

in  welcher 

und  F^  seinen  Werth  beibehalten  hat. 

Der  Uebergang  zu  einer  linearen  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung wird  nun  durch  die  Substitution 

dw 
0    du 


vermittelt;  man  erhält 


"=->. 


*  Wenn  JFs  =  0,  so  ist  diese  Snbstitntion  unbrauchbar,  aber  auch  überüfissi^t 
weil  Gleichung  8)  in  diesem  Falle  homogene  Coeffidenten  hat 
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und  diese  Gleichnng  ist  von  der  Form 

wobei  insbesondere  +K  +  ^o«  +  yo«')«'  =  0, 

sonacb 

y,  =  2«. 

Unter  dieser  Bedingung  kann  aber  die  obige  Gleicbnng  durch  fayper- 
geometrische  Functionen  integrirt  werden ,  wie  im  ersten  Abschnitt  gezeigt 
worden  ist.  Mit  Gleichung  7a)  ist  auch  Gleichung  8)  integrirt,  ohne 
dass  dabei  eine  particuläre  Lösung  dieser  Gleichung  ausgezeichnet  wor- 
den w8re.  Denn  die  Richtungseoefficienten  der  drei  Geraden,  welche 
der  Gleichung  8)  particulär  genügen,  sind  die  singulären  Punkte  der 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  auf  welche  man  durch  die  Trans- 
formation schliesslich  geführt  wird.* 

Man  kann  noch  einen  andern  Specialfall  der  Gleichung 
K^  dx  +  Ä'j  cfy  +  K^  (xdy  —  y  dx)  =  0, 
Ki  =  jiia^+  Biy^+Ci  xy  +  DiX+  Ety+Ft 
mittelst  hjpergeometrischer  Functionen  integriren ,  der  vielleicht  an  dieser 
Stelle  erwähnt  werden  darf. 

Die  vorliegende  Differentialgleichung  sei  geometrisch  dadurch  aus- 
gezeichnet, dass  derselben  eine  Hyperbel  sammt  ihren  Asymptoten  par- 
ticnlftr  gentige,  un'd  man  wähle,  um  die  Rechnung  einfacher  zu  gestalteui 
die  Asymptoten  als  Coordinatenaxen.  Die  Gleichang  der  Hyperbel  lautet 
dann  xy  =  k  und  die  der  Asymptoten  x  =  0,  resp.  J^  =  0.  Soll  der  ge- 
gebenen Gleichung  x  =  0  und  J^  =  0  gentigen ,  so  mtissen  A^^  und  A^g 
nachstehende  Form  haben: 

während  iT,  stets  in  folgender  Gestalt  vorausgesetzt  werden  darf: 

da  alle  anderen  Glieder  in  £^  und  IC^  eingehen. 

Soll  nun  noch  die  Hyperbel  xy  =  k  gentigen,  so  muss  wegen 
X  dy  +  ydx^=0 
(f^lX  +  b^y  +  c^)—{a^x  +  b^y  +  c^)--2(a^x^  +  b^y^+c^xy)  identisch  0 
oder 

(«1 — fl»)  ^  +  (^  —  M y  +  (<^i  —  ^i)  —  2  («8  X*  +  b^y^  +  Cg  Ar)  identisch  0. 
Hieraus  folgt 

*  Eine  andere  BehandlungsweiBe  der  Differentialgleichung  8)  findet  man  im 
XXVni.  Bande  dieser  Zeitschrift,  S.  64. 
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flg««!,     ^j  =  6,,     ajs=0,     6s  =  0,     Cj— Cj  — 2c3Ar  =  0, 
80  dass  die  Differentialgleichnng  einfach  lantet 

9)  Ky  +  ftiy  +  c^)y  dx  +  {a^x  +  b^y  +  c^)xdy  +  c, xy  {x dy-^ydx)  =  0. 
Ans  geometritfcheD  Gründen  liegt  die  Substitution  o;^  =  u  sehr  nahe; 
denn  der  Hyperbel  xy^^k  entspricht  dann  u  =  Ar,  und  den  Asymptoten 
xy  =  0  —  als  Linienpaar  anfgefasst  —  entspricht  u  =  0.  Die  neae  Dif- 
ferentialgleichung mit  den  Variabein  u  und  y  wird  daher  dadurch  aus- 
geaeichnet  sein,  dass  ihr  zwei  parallele  Gerade  particul&r  gen Qgen ,  nSm- 

c  ~~*  c 
lieh  die  y-Aze  und  eine  im  Abstände  k^^-^ — -  von  dieser  Aze  gezo- 

gene    Parallele.      Thata&chlich    geht    die    Gleichung    9),    welche    auch 
folgendermassen  geschrieben  werden  kann: 

(a^x+  b^y){x  dy  +  y  dx)  +  c^ydX'+  c^x  ßy  +  c,  xy  {xdy--y  dx)  =  0, 
für  ory  sz  II  über  in 

2c^u(u  -  Ar)  ^  +  ftjy«  -  e^uy  +  a^u  + c^y  =  0, 
und  da  dieses  ein  Specialfall  von 

{a  +  bu  +  cu^)^+Au»+By^+Cuy+Du  +  Ey  +  F=0 
du 

ist,    so    kann    die   vorletzte  Gleichung  in  die  Differentialgleichung  der« 

Gau 86 'sehen  hypergeometrischen  Reihe  übergeführt  werden* 

Genügt  also  der  Differentialgleichung 

IC^  dx  +  Äj  dy  +  K^{x  dy  —  y  dx) 
eine   Hyperbel   mit   ihren  Asymptoten,   so   kann   mao   sie   durch   lineare 
Substitutionen,  d.  h.  durch  eine  Verlegung  des  Coordinaten Systems  stets 
auf  die  Form 

9)    (a, X  +  6| Sf)  («  rfy  +  y  dx)  +  Cjy  dx  +  r,x  dy  +  c^  xy(x  dy  —  y  dx)  =  0 
bringen  und  dann  durch  hypergeometrische  Functionen  integriren. 

Am  Schlüsse  dieser  Untersuchungen  soll  noch  gezeigt  werden ,  dass 
auch  die  Differentialgleichung 

in    die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen   Reihe  transformirt 
werden  kann. 

Ausgehend  von  der  anfangs  betrachteten  Gleichung 

»)     'l-«^t's^,+  j(^*  +  *s)'«'s  +  (^+^)'l*3+(^  +  *»)'.^^, 

in  welcher 

«  Vergl.  hierüber  die  Aoft&tse  de«  VerfiMeers  im  1.  und  6.  Heft  des  XXVil. 
Jahrgiinges  dieser  ZeitschrifL 
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«*  =  «  —  «*»     fi=l— (dj  +  ftj  +  fcg), 
bemerkt  man ,  dass  ans  dieser  in  sehr  einfacher  Weise  eine  Differential- 
gleiehnng  erster  Ordnnng  abgeleitet  werden  kann,  wenn  man  setzt 

w=:eJA«+*  oder  =  — 7—- 

y        fl+x 

Es  entsteht 

oder  nach  gehöriger  Rednction 

1?*  +  I  +  («8  +  «l)  *2  ^2  I  ^  +  I  +  «3  «1  *2  ^«      =  ^ ' 
*  +  K  +0«)  *8^3^  '  +  <»1«2  *8^8 


^rfa: 


l+*8«8 

und  dieser  Gleichung  genügt 

dx 

nnter  y  das  Integral  der  Gleichung  1)  verstanden. 
^  Die  znletzt  aufgestellte  Differentialgleichung  ist  noch  sehr  speciell; 
allein  man  erkennt  durch  successive  Zusammenstellung  der  Substitutio- 
nen, welche  ftir  die  Integration  in  Betracht  kommen,  dass  die  Gleich- 
ung auch  dann  noch  auf  die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen 
Beihe  zurückgeführt  werden  kann ,  wenn  die  Coefficienten  allgemein  sind, 
wie  in  Gleichung  10). 

Am    schnellsten    überzeugt    man  sich   hiervon   auf  folgende  Weise. 
Man  führe  in  die  Gleichung 

die  gebrochenen  Substitutionen 

1  +  A«^        ^l+%v 

ein,  dann  entsteht 

(      K«  +  /Ji(l  +  A«)](l  +  xt;)«   I 

und  hierin  ist  der  Factor  von  u^ 

a  +  ßk  +  yk^  +  8X^ 

{a,+ß,k)n'  +  {a,  +  ß,k)^  +  (a,  +  ß,k). 
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Man   sieht,   dass  dnrch  passende  Wahl  der  Grössen  l  nnd  x  diese  Fac- 
toren   anDullirt  werden   können,   so  dass  eine  Oleichnng  von  der  Form 

(a  +  bu  +  cu*)j-  +  Äu^  +  ^»«  +  Cur  -f-  />w  +  ^»  +  F=  0 

Burückbleibt,   die,    wie  bereits  anf  S.  156   erwähnt,    dnrch   hjpergeorae- 
trische  Functionen  integrirt  werden  kann. 

Die  Oleichnng  10)  bleibt  der  Oestalt  nach  unverändert,  d.  h.,  es 
tritt  in  derselben  nnr  eine  gewisse  Vertanschung  der  CoefEicienten  unter 

sich   ein,   wenn  man  an  Stelle  von  £  oder  ^  die  reciproken  Wertfae   -r 

oder   —  setzt.     Man   kann  daher  bei  der  Transformation  auch  die  Sab- 
stitntionen 

benntaen,  nnd  das  ist  besonders  dann  angezeigt,  wenn  in  der  Gleichung 

(«,  +  ftX)K»  +  («2  +  /J,A)x  +  (a3  +  /J3A)  =  0 
die   Coefficienten    der   Unbekannten  verschwinden,    so   dass   fär  x   kein 
endlicher  Werth  gefunden  wird. 
Liegt  die  einfachere  Gleichung 

vor,  auf  welche  übrigens   auch   der   Specialfall   von   Gleichnng   10),   in 
welchem 

«+(J|+y{»+ai»=(«,+/»ol)(«'+/»'S)*. 
führt,  so  IXsst  man  iweckmXssig  eine  Modification  in  der  Transformation 
eintreten.     Man  substitnire,  wie  frtther, 

l  +  xi' 
10  dass  entsteht 

und  hier  ist  der  If^aotor  von  v' 

Um  die  letzte  Differentialgleichung  direct  in  eine  lineare  zweiter 
Ordnung  zu  verwandeln,  bestimme  man  »  und  einen  constanten  Propor- 
tionalitättfactor  so,  dass 

Diese  Gleichung  zerfallt  in 

A^'  +  <^,«  +  Ä  =  Aei  . 

mithin  nach  Elimination  von  |> 
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(«1^0  -  «o/'i)»*  +  K(^o  -  «oft)«  +  («s/^0  -  «oft)  =  0. 
Hieraus  ergiebt  sich  x  und  aus  einer  der  vorigen  Oleichnngen  g, 
Nnnmehr  lautet  die  Differentialgleichung 

(«b+/»ol)(-^+*'^)  +  JK+AI)2«  +  («,+A5)|.' 
+  («,+AI)  =  o 

und  geht  för 

dw 

über  in  ^     "" 

(«o  +  M)^-|(2«i»  +  «,)  +  (2A%  +  ft)Sl^ 
+  ^(«i+ftS)«'  =  0. 
Aus  dem  Integral  dieser  sehr  bekannten  Gleichung*  kann  man  das  der 
▼orgelegten  Gleichung  construiren ;  man  findet  für  dasselbe  unter  Berück- 
sichtigung der  verwendeten  Substitutionen  folgenden  Ausdruck: 


Auf  weitere  SpecialfÜlle  der  Gleichung  10)  gehen  wir  nicht  ein,  denn 
dieselben  decken  sich  mit  den  SonderfSlIen  der  linearen  Gleichungen 
zweiter  Ordnung,  auf  welche  man  zurückkommt  und  welche  schon  oft 
ansffthrlicb  discutirt  worden  sind. 


*  Vergl.  0.  Schlömilch,  Zeitschr.  f.  Math.  a.  Phys.,  Bd  V,  und  S.  Spitzer, 
Studien  über  die  Integration  linearer  Differentialgl.  (Wien  1860). 


IX. 
Einige  Sätse  über  Kegelschnitte. 

Von 

H.    SCHROETEB 

in  Bi«ilaa.  * 


Hiena  Taf,  V  Fig.  2  —  5. 


Ist  ein  Dreieck  SSS  und  ein  Pnnkt  SR  gegeben,  so  giebt  es  be- 
kanuUich  drei  Kegelschnitte,  welche  SR  snm  Mittelpunkt  haben  und  von 
denen  der  erste  dem  Dreieck  91 9  €  nmbeschrieben ,  der  sweite  demselben 
einbeschrieben  ist  nnd  der  dritte  das  Dreieck  an  einem  selbstconjngirteo 
hat;  nennen  wir  diese  drei  Kegelschnitte  ft.,  fij,  ft«  und  bestimmen  for 
jeden  das  Prodnct  der  Potenaen  der  InTolationen  anf  den  beiden  Haapt- 
axen  (das  Prodnct  der  Quadrate  der  Hanptaxen),  welche  entsprechend 
^«t  ^i^  'V  heissen  mögen,  so  ist  bekanntlich,   wie  Steiner  angegeben 

WO  J^iJij/S  ^^^  Perpendikel  ans  9R  anf  die  Seiten  des  Dreiecks  %S6f 
r  der  Radius  des  demselben  Dreieck  umschriebenen  Kreises  nnd  »,»,^ 
die  Perpendikel  ans  i^  anf  die  Seiten  demjenigen  Dreiecks  abc  bedeuten, 
dessen  Ecken  die  Mitten  der  Seiten  S&,  ^9,  SS  sind,  woraas  bei- 
läufig  folgt: 

Es  Iftsst  aber  das  Verhfihniss 

^1  ^?  P% 

rerschie^lone  geometrische  IVutungen  lu,  wejin  man  an  dem  Mitten- 
drrieck   Abc  die   Polardguren   aufsucht   in  Beaug   auf  die  Kegelschnitte 

*J  :>t^iaer«  Tevv>Mu  i^Uüri  al>  <oai<^  iBsmitbe  e  dreonscritte,  in 
Oi^:>  *  JixHin.Al  {  Mjiih  .  1h1  XXX  S.  !»T.  ->  iv>  Beveüie  dieser  S&tie  habe  ich 
lÄ  a«ux  AuKJUäj^^  d<sr  «^sUNi  AutU^^f  teeirieT  ^Tbecn*  der  Kegebdmitte  **  (Leipflg 
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8ui  ftii  ftet  welche  drei  nene  Dreiecke  bilden.  Zwischen  den  Flächen 
dieser  Dreiecke,  der  Fläche  des  gegebenen  Dreiecks  nnd  der  Fläche  des 
von  den  Berührungspunkten  des  ein  beschriebenen  Kegelschnitts  gebil- 
deten Dreiecks  bestehen  nämlich  sehr  einfache  Beziehungen,  auf  welche 
Herr  6.  Fazzari*  aufmerksam  gemacht  und  die  er  durch  analytisch- 
geometrische Rechnungen  abgeleitet  hat. 

Diese  und  andere  Beziehungen  ergeben  sich  unmittelbar  aus  der 
Figur  durch  elementare  synthetische  Betrachtungen,  welche  ich  mir 
erlaube,  im  Folgenden  mitzutheilen. 

1.  Ist  ein  Dreieck  9193 €  und  ein  Punkt  9R  beliebig  gegeben,  so 
wird  der  Kegelschnitt  Rc  eindeutig  bestimmt  sein,  für  welchen  Wt  der 
Mittelpunkt  und  SIS  6  ein  selbstconjugirtes  Dreieck  ist:  von  dem  Strahle 
|X9|  ist  e  der  Pol,  von  dem  Strahle  \%(&\  ist  93  der  Pol,  von  dem 
Strahle  \%3Jl\  ist  der  unendlich  entfernte  Punkt  von  19361  der  Pol  in 
Be^ug  auf  diesen  Kegelschnitt;  ist  daher  a  die  Mitte  von  93S,  so  wird« 
weil  von  vier  harmonischen  Punkten  die  Polaren  allemal  vier  harmonische 
Strahlen  sind,  die  Polare  von  a  der  vierte  harmonische  Strahl  zu  |%93|, 
laei  und  |«aR|  sein. 

Ziehen  wir  daher  |%aR|,  |93iDi|,  |(£aR|  und  construiren  zu 
jedem  dieser  Strahlen  den  zugeordneten  vierten  harmoni- 
Bchen  Strahl,  so  bilden  diese  ein  neues  Dreieck  9[i93|€i, 
welches  die  Polarfigur  ist  des  Mittendreiecks  abc  in  Bezug 
anf  den  Kegelschnitt  ß«- 

Das  Vorhältniss  der  Flächen  der  beiden  Dreiecke  91 936  und  %i  93,61 
SU  einander  bestimmt  sich  in  folgender  Weise. 

Seien  die  Schnittpunkte  (Fig.  2): 

(«ü)i,93e)  =  Ä,    (93i6,,936)  =  ®, 
80  ist  nach  bekannten  harmonischen  Beziehungen 

Sa     68),     @6, 
und,  wenn  wir  dnrch  (%S3S)  die  FUch«  des  Dreiecks  99 S  bezeichnen, 

Cas36)    (»,sBe)^{ei»6)' 

nan  yerhalten  sich  aber 

(©,6,6)  6,a,'  (6,4)«,)  »,«1* 
(8,6,6)^  6g,  (6,8383,)^  836,. 
(«,5Ö,6,)      »,91.'    (9,®,  6,)      6,«,' 

*  Alcani  Teoremi  sulle  coniche,  pel  Dott.  Oaetsno  Fazzari  (Napoli  1884). 

UhMüaM  t MathMiatlk  ■.  Phjriik  ZXIX.  S.  It 
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(SB, 996)  ^  SBg,.6S,        (6,g6)  ^  6«,.g6, 
(«jöi©,)     99,«,.6,«i'    («i»!«!)     S3,9li.6,«,' 
2(g,93,6,)^g,SB,.«,6,      «iS8,.%.6, 
(«586)  »,33.39,6  ■**  «,6.6,  SS  " 

Ana   dem  Dreieck  «,!B,99t  welches  von  der  Transversale  |IS9RS,| 
geschnitten  wird,  folgt 

«1 6i .  SB  SK .  39, 6  =  9t,  6 .  aSi  ÜK .  99  6, 
und   ans   dem  Dreieck  «,93,6,   welches  von  der  Transversale  |933RB,| 
geschnitten  wird,  folgt 

«,93,.6ÜR.a96,  =  S9,6.6,ÜR.«,99, 
folglich 

a,99,.«,6,  ^aHa9,.a»6i 

«,©.«,6        a»93.ÜR6 
und  hieraas 

2(«,SB,6,)^äR99,.aR6,  i«,6     «.99{ 
(«SB6)  a)J93.ÜR6    199,6"^  6,93)' 

Bezeichnen   wir   nnn   fUr  den  Augenblick  die  Abstände  der  Fonkte 
«,93,6,«  von  |SB6|  durch  a,6,r,o,  so  haben  wir 
«,93_a,       «,6  _a. 


c,       93.6      6,' 


«,6        U   .  1|     2«;     - 


«,e 


6,93^99,6       M*i     c,(       a  ~      ««' 
bemerken   wir  aber,   dass  SR  und  «,  die  Punkte  «   and  i  harmonlKli 
trennen  und  ans  bekannten  harmonischen  Beziehungen  folgt 

so  ergiebt  sich  endlich 

d.  h.: 

Die  Producte  aa8  den  Abst&nden  der  Ecken  des  Dreiecks 
%i93|6i  und  des  mit  ihm  perspectiv  liegenden  Dreiecks  %S6 
von  dem  Perspectivitätscentrnm  9R  stehen  in  demselben  Ver- 
hKltniss  la  einander,  wie  die  doppelte  Fläche  des  Dreiecks 
MiiB^6i  in  der  Fläche  von  3l»6. 

Dies  Verhältniss  gestattet  nach  bekannten  harmonischen  Beziehungen 
noch  eine  andere  Ansdrncksweise : 

Bezeichnen  wir,  da  %  nnd  d  dnrch  3R  und  ^^  harmonisch  getrennt 
werden,  für  den  Augenblick  mit  m  die  Mitte  zwischen  den  zugeordoeteD 
Punkten  %  und  d»  so  ist 

d.  h.,  wenn  wir  das  Mittendreieok  abc  herstellen: 


Von    H.  SCHROBTBR.  16S 

wo  p^  und  »1  die  Abstände  des  Punktes  3)1  von  den  Dreiecksseiten  |S3S| 
und  |bc|  bedeuten.     Hieraus  folgt: 


oder  nach  dem  Obigen 


2.  Ist  ein  Dreieck  91 396  und  ein  Punkt  3R  beliebig  gegeben,  so 
wird  der  Kegelscbnitt  ßi,  eindeutig  bestimmt  sein,  welcher  dem  Dreieck 
S9S  umschrieben  ist  und  201  zum  Mittelpunkt  hat.  Sind  a,  b,  c  die 
Mitten  der  Seiten  S3(S,  6%,  %99  und  man  zieht  ÜRa,  so  ist  -Dia  ein 
Darchmesser  des  Kegelschnitts  und  zu  der  Richtung  der  Sehne  S3S  eon- 
JQgirt.     Bezeichnen  wir  die  Schnittpunkte  (Fig.  3)  mit 

so  wird  in  dem  vollständigen  Viereck  93€9j  das  Dreieck  31  Ca  das  Dia- 
gonaldreieck sein,  folglich  moss  %^  durch  den  zu  a  zugeordneten  vier- 
ten harmonischen  Punkt  gehen,  und  da  a  die  Mitte  von  S36  ist,  so  muss 
%[£  parallel  zu  93S  sein,  und  3J2a  muss  auch  %C  halbiren,  folglich 
niQss  der  Kegelschnitt  Su  durch  den  vierten  Punkt  ij)  gehen,  und  da  er 
dem  Viereck  »33 SS)  umschrieben  ist,  so  ist  das  Diagoualdreieck  dieses 
Vierecks  ein  selbstcoDJugirtes  Dreieck ;  folglich  sind  ^  und  3  ein  Paar  con- 
jugirter  Punkte  auf  dem  Durchmesser  9)2 a,  also  3)1^. 9Rg  die  Potenz  der 
Pnnktinvolution  auf  diesem  Durchmesser.  Zu  der  Sehne  936^  ist  auch 
die  Gerade  bc  parallel;  der  Pol  von  bc  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
8u  liegt  also  auf  dem  Durchmesser  9)1  a  und  zwar  in  demjenigen  Punkte 
9j,  für  welchen  das  Rechteck 

a5t9ls5.9Kaj  =  aR^.9Kg 
wird,  wo  a2  =  (bc,3Ra)  bedeutet.    . 

Nun  ergiebt  aber  die  Figur  unmittelbar  die  Verhältnisse  aus  der 
ähnlichen  Lage 

ÜRa      «/     ÜRa      n^'     ÜJiOa      «1' 
folglich 

Bind  daher  ^,  33,,  S^  die  Pole  der  Seiten  bc,  ca,  ab  des  Mittendrei- 
ecks abc,  so  liegen  dieselben  auf  den  Strahlen  9Ra,  9Rb,  9Rc  in  solchen 
Abständen,  dass 
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ÜRa       SRb       aJic      ^i^^n^ 

ist;  das  Polardreieck  ^gSBaSs  des  Mittendreiecks  abc  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  Stu  ist  also  ähnlich  and  ähnlich -liegend  mit  abc,  folglich, 
wie  nnmittelbar  einleuchtet,  auch  mit  dem  ursprünglichen  Dreieck  HS S. 
und  es  verhalten  sich  die  Flächen  dieser  Dreiecke,  wie  die  Quadrate 
ähnlich -liegender  Strecken.     Hieraus  folgt 

also  in  Worten: 

Wird  einem  Dreieck  9[93€  ein  Kegelschnitt  Stu  umschrie- 
ben und  bestimmt  man  zu  den  Mitten  der  Seiten  die  Polareo, 
80  bilden  diese  ein  neues  Dreieck  9{992^i  welches  mit  dem 
Mittendreieck  abc  ähnlich  ist  und  rücksichtlich  des  Kegel- 
schnittmittelpunktes SR  als  Aehnlichkeitscentrum  ähnlieh 
liegt.  Das  constante  Verhältniss  an  aloger  Strecken  der  bei- 
den ähnlichen  Dreiecke  wird  ausgedrückt  durch  das  Ver- 
hältniss der  Producte  aus  den  drei  Abständen  des  Mittel- 
punktes SR  von  den  Seiten  des  ursprünglichen  Dreiecks  nod 
denen  des  Mittendreiecks. 

Vergleichen  wir  dieses  Resultat  mit  dem  vorigen  in  1),  so  folgt: 

d.h.: 

Ist  ein  Dreieck  SSS  und  ein  Punkt  9)^  gegeben,  so  giebt 
es  einen  Kegelschnitt  ftc»  für  welchen  9R  der  Mittelpunkt  nnd 
9[{^^  ein  selbstconjugirtes  Dreieck  ist,  und  einen  zweiten 
Kegelschnitt  S«,  für  welchen  9R  der  Mittelpunkt  und  %M 
ein  einbeschriebenes  Dreieck  ist;  sind  a,  b,  c  die  Mitten  der 
Dreiecksseiten  ^6^,  €S,  %9  und  bestimmt  man  die  Polaren 
von  a,  b,  c  in  Bezug  auf  die  beiden  Kegelschnitte  Sc  and  {■, 
so  erhält  man  zwei  neue  Dreiecke  Vj^i^i  und  ^SSyS};  die 
Fläche  des  Dreiecks  %9|?i  ist  das  geometrische  Mittel  ans 
den  Flächen  der  beiden  Dreiecke  996  und  9,S,e,. 

S.  Ist  ein  Dreieck  KJ?^  und  ein  Punkt  äR  gegeben,  so  wird  der 
Kegelfchnitt  fi«>  eindeutig  bestimmt  sein,  welcher  3R  zum  Mittelpunkt  hat 
und  die  Seiten  des  Dreiecks  V  ^  ^  berührt.  Die  Berührungspunkte  dieses 
Kegelsebnitts  mit  den  Dreiecksseiten  lassen  nch  auf  folgende  Weise 
littden« 

Selen  a,  b,  c  die  Mitten   der  Dreieckaseiten  £6,  69,  XS;  siebt 

i\a  und  nennt  die  Schnittpunkte 

vÄ4,bc^=«»  vam^e^^«"» 
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60  ist  yC  der  gesuchte  Bertthrnngspankt  auf  der  Seite  SS  and  analog 
findet  man  die  übrigen. 

Denn  bekanntlich  durchschneiden  alle  Paare  paralleler  Tangenten 
eines  Kegelschnitts  irgend  eine  feste  Tangente  S3€  desselben  in  Pnnkte- 
paaren  einer  Involution ,  deren  Mittelpunkt  der  Berührungspunkt  von  rß  (S 
mit  dem  Kegelschnitt  ist.  Projicirt  man  diese  Involution  von  %  aus  auf 
die  Gerade  i  c »  welche  mit  93  @  parallel  läuft ,  so  erhält  man  auf  B  c  eine 
Involution,  deren  Mittelpunkt  die  Projection  des  Mittelpunktes  der  vorigen 
Involution  ist.  (Fig.  4.)  Die  Tangente  916  des  Kegelschnitts  und  die 
zn  ihr  parallele  treffen  SS  in  Punkten,  welche  von  91  aus  auf  ic  pro- 
jicirt die  Punkte  b  und  b'  liefern,  und  es  ist  wegen  der  Parallelität: 

mc  _  mg 

mb'""ma»' 
die  Tangente  91  ä3  des  Kegelschnitts  und  die  mit  ihr  parallele  treffen  SS  in 
Punkten,  welche,  von  91  aus  auf  bc  projicirt,  die  Punkte  c  und  c'  liefern, 
und  es  ist  wegen  der  Parallelität: 

mb  _  nta 

mc'""mü)l 
folglich 

mc      mb      ,  '        t      t' 

—77  =  — '  oder  mc.mc=mb.mb, 
mb      mc 

also  m  der  Mittelpunkt  einer  Involution,  von  welcher  bb'  und  cc' zwei 
Paare  conjugirter  Punkte  sind;  mitbin  wird  die  Projection  von  m  auf 
Se,  d  h.  der  Punkt  91'  der  Mittelpunkt  der  Involution  auf  SS,  also 
der  gesuchte  Berührungspunkt  sein. 

Da  m  die  Mitte  von  9191'  ist,  so  können  wir,  sobald  ein  Kegelschnitt, 
ein  ihm  umschriebenes  Dreiseit  und  die  Berührungspunkte  desselben  ge- 
geben sind,  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  folgen dermassen  finden: 
Wird  einem  Dreieck  ^iB€  ein  Kegelschnitt  einbeschrie- 
ben, welcher  die  Seiten  SS,  €91,  9193  in  den  Punkten  9l'S3'e' 
berührt,  und  sind  die  Punkte: 

a  die  Mitte  von  93@,         a   die  Mitte  von  9191', 
b    „         „         „    691,         b'    „         „         „    iBSBi 
c     „         „         ,,    9l83,         c     „         „         „     66^9 
80  schneiden  sich  die  drei  Verbindungslinien 

aa,  bb,  cc 
in  dem  Mittelpunkte  3R  des  Kegelschnitts. 
Dass  auch^die  drei  Verbindungslinien 

91  r.     ®®\     66' 
•ich  in  einem  Punkte  O  schneiden,   ist  zwar  bekannt,   folgt  aber  auch 
bier  unmittelbar;    denn    die  Verbindungslinien   der  Ecken   des  Dreiecks 
abc  mit  dem  Punkte  iDt  treffen  die  Gegenseiten  in  a  b'c',  folglich  ist 
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a  b  bj_  c^ - 

aT'b;a*c'b~ 
mithin  wegen  der  Parallelitftt 

woran«   folgt,  dass  %%',  S99',  (SS"  sich   in   einem  Punkte  O  schneiden 
müssen. 

Bemerken    wir    nnn    (Fig.  5)   die   Besiehnng,    welche   das  von  der 
Transversale  |OS9'|  geschnittene  Dreieck  (£9%'  liefert: 

woraus  folgt 

oa^^cb;  b^ 

nnd  die  Beziehung,  welche  das  von  der  Transversale  |9Rbb'|  geschDÜtene 
Dreieck  caa'  liefert: 

ttb'.cb.tt^aW^^ 

cb'.ab.aaW 
oder 

«x  jKa_ab[   cb 

^  aRa"cb'*ab' 

Ans  1)  nnd  2)  folgt  aber  durch  Division 

O«    sota  ^      cb^cb^tt'b^cb^bc^^ 

1031'    üRa  ab'. ab'.a'c     ab',  ac' 

also  durch  Fortsetzung  und  Multiplication 

0«.0».06    aJla'.aRb'.SRc'     cb'.bc'.ac'.ca'.ba'.ab' 


Or-0»'.0(r    ÜRa.aKb.üÄc      ab'.ac'.bc'.ba'-ca.cb' 
folglich  •^.•y.e^«        ^a./ttb.efBc 


=  1, 


®c3t'.  «>P'.  «>«'"■  /BttVjHlb'. ^c  ' 
Bemerken   wir  aber,   dass,   wenn  PiP^p^  die  Abstände  des  Punktes 
an   von   den   Seiten    des  Dreiecks   SSS   und   n^jt^n^   die  Abstände  des 
Punktes  SR  von  den  Seiten  des  Mittendreiecks  abc  bedeuten, 

^±^Pi       SWb^_P2       aWc       Pa 
9Wa""«/     ÜRb'""Ä8'     ÜRc'~»5 
ist,  so  folgt 

^«X) S^O^ ^  p,p,P3 

oa'.os'.öe'    »i'H'^s' 

nnd  da  nach  1.  das  Verhältniss 

0«.08.0(£2(g8g) 

©«'.©«'.Or     («'»'6') 

ist,  d.  i.  gleich  dem  Verhältniss  der  doppelten  Fläche  des  Dreiecks 

inr  Fläche  des  Dreiecks  %'»'<£',  so  folgt 
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Wird  einem  Dreieck  X93€  ein  Kegelschnitt  ft<  einbe- 
schrieben,  welcher  die  Seiten  des  Dreiecks  in  den  Punkten 
9'99'e' berührt,  so  verhält  sich  die  doppelte  Fläche  des  Drei- 
ecks 91S3(S  znr  Fläche  des  Dreiecks  ^' 99' €'  wie  das  Prodnct 
ans  den  Abständen  des  Mittelpunktes  des  Kegelschnitts  von 
den  Dreiecksseiten  396,  E?l,  ä39  zu  dem  Product  aus  den 
Abständen  des  Mittelpunktes  von  den  Seiten  desjenigen 
Dreiecks,  welches  die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  VIBS 
zu  Ecken  hat. 

Nach  der  früheren  Bezeichnung  folgt 

(ras' 6')     Pi      Pc 
und  der  Vergleich  dieses  Resultats  mit  dem  in  1.  ergiebt 

(^ii€)«=(ji'r«')(^i?.«i). 

d.h.: 

Ist  ein  Dreieck  9199@  und  ein  Punkt  3ß  gegeben,  so  giebt 
es  einen  Kegelschuittftc«  für  welchen'3){  der  Mittelpunkt  und 
^96  ein  selbstconjugirtes  Dreieck  ist,  und  einen  seweiten 
Kegelschnitt  Sij  der  3R  zum  Mittelpunkt  hat  und  die  Seiten 
des  Dreiecks  ^99@  berührt.  Sind  %'^'^'  die  Berührungs- 
punkte, abc  die  Mitten  der  Seiten  des  Dreiecks  9l93@,  und 
nimmt  man  die  Polaren  von  abc  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt fte,  so  erhält  man  ein  neues  Dreieck  ^iSjSi;  die 
Fläche  des  Dreiecks  919S  ist  das  geometrische  Mittel  aus 
den  Flächen  der  beiden  Dreiecke  «j  »^  6;  und  «'39' 6'. 

Ebenso  leicht  lässt  sich  die  aus  den  vorigen  beiden  Beziehungen 
hervorgehende : 

(«896)  ^(«,39,6,) 

in  Worte  kleiden. 

4.  In  Bezug  auf  den  dem  Dreieck  91 89  @  einbeschriebenen  Kegelschnitt 
Si,  der  den  Mittelpunkt  SR  hat  und  die  Dreiecksseiten  in  den  Punkten 
V  39'  S'  berührt,  kann  man  leicht  die  Pole  von  den  Seiten  des  Mittendrei- 
ecks abc  ^nden;  denn  9)2 $['  ist  ein  Durchmesser  dieses  Kegelschnitts  und 
93 €  die  Tangente  in  einem  Endpunkte  %'  dieses  Durchmessers;  ferner  läuft 
bc  dieser  Tangente  S(£  parallel;  folglich  liegt  der  Pol  Sg  der  Geraden 
bc  auf  dem  Durchmesser  SR 91'  in  einem  solchen  Abstände  von  SR,  dass 
(3R9')2  gleich  ist  dem  Rechteck  aus  SR 3(3  und  dem  Stück,  welches  bc 
Auf  Wl%'  von  SR  aus  abschneidet.  Bezeichnen  wir  also  für  den  Augen- 
blick diesen  Schnittpunkt  mit 
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(SR«',  bc)  =  Ä, 

aR3i'.aR«'=aR«8.aRÄ; 


so  wird 

nun  verhftit  sich  aber 


folglich  wird 
and  wir  erhalten 


aRg3.aK8s.g»63^PiP2Ps 
aRr.sKS'.üRe'    «i»,»,' 

Wir  erkennen  aber  noch  eine  zweite  Eigenschaft  des  Punktes  891 
nämlich  des  Poles  von  6  c  in  Bezag  auf  den  Kegelschnitt  Stt^  denken  wir 
uns  noch  durch  X  eine  Parallele  au  S  S  gezogen ,  90  muss  der  Pol  der- 
selben auf  dem  Durchmesser  9lt%'  liegen,  und  weil  ^'(£  die  Polare  ron 
%  ist,  so  muss  derselbe  Pol  auch  auf  tB'ST  liegen;  er  ist  also  der  Seboitt- 
punkt 

(SR«',  »'6'). 

Wir  haben  nunmehr  drei  Gerade  durch  S,  a,  %'  parallel  zu  9S 
und  nehmen  die  unendlich  entfernte  Gerade  g^  als  vierte  hinzu;  weila 
die  Mitte  zwischen  %%'  ist,  so  bilden  diese  vier  Geraden  ein  harmoDi- 
sches  Parallelstrahlenbüschel,  folglich  die  vier  Pole  dieser  Geradeo  in 
Bezug  auf  fti  vier  harmonische  Punkte  auf  dem  Durchmesser  9R%';  diese 
Pole  sind: 

(2»«',  «'eO.    «'.    «s.    9». 

und  zwar  die  beiden  ersten  einander  zugeordnet,  wie  die  beiden  leisten; 
wir  können  demnach  den  Punkt  %g  auch  so  construiren,  dass  wir  tnf 
dem  Strahle  9)t%'  den  vierten  harmonischen,  zu  SR  zugeordneten  Paokt 
9(3  aufsuchen,  während  %'  und  der  Schnittpunkt  mit  93' €"  das  andere 
Paar  zugeordneter  Punkte  ist.  Bei  dieser  Construction  ergiebt  sich  in- 
folge  des  Resultates  von  1.  das  Verh&Uniss: 

aRr.äRS'.sie'     («'»'6')  ' 

und  wenn  wir  dieses  oben  substituiren : 

Der  Vergleich  dieses  mit  dem  in  3.  erlangten  Besoltat  zeigt 

d.  h.: 

Wird  einem  Dreieck  HSS  ein  Kegelschnitt  einbeschrie* 
ben    und    nimmt    man    von    den    Mitten    der   Dreiecksseiten 
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die  Polaren  in  Bezng  anf  denselben,  so  bilden  diese  ein 
neues  Dreieck  ^IsSs^s,  welches  mit  dem  ursprünglichen  in- 
haltsgleich ist. 

Anmerkang.  Verlegt  man  den  Pnnkt  9R  in  die  Unendlichkeit, 
80  werden  die  drei  Kegelschnitte  ft«,  ft,-,  fte  Parabeln  nnd  das  Verhält- 

niss      '    *   *    redncirt  sich'  auf  die   Einheit,    folglich   wird   das   Dreieck 

X'S'S'  doppelt  so  gross  als  das  Dreieck  %93S,  das  Dreieck  S[i93]€i 
halb  so  gross  als  das  Dreieck  91996,  das  Dreieck  Sg^a^  ^'°  Viertel 
von  der  Fläche  des  Dreiecks  91  SS  und  das  Dreieck  SljiBj 63  bleibt,  wie 
im  Allgemeinen,  mit  dem  Dreieck  9199€  inhaltsgleich. 

Nimmt  man  die  vier  Pnnkte  %,  93,  @,  ÜR  gleichberechtigt  als  die 
Ecken  eines  vollständigen  Vierecks  an,  so  treten  sftmmtliche  oben  an- 
gestellten Betrachtungen  viermal  auf  nnd  es  ergeben  sich  je  vier  Kegel- 
schnitte StcStuSti,  zwischen  denen  mannigfache  Beziehungen  obwalten; 
z.  B.  ergiebt  sich  folgende  Eigenschaft  eines  vollständigen  Vierecks,  die 
auch  a  posteriori  auf  elementarem  Wege  leicht  verificirt  werden  kann: 

Sind  die  drei  Diagonalpunkte  eines  vollständigen  Vier- 
ecks 9l93e£: 

(SB6,«©)  =  r,    (6«,©©)c=9,    («©,e5))  =  s, 
80  gilt  die  metrische  Relation: 

(rg.r6-ra.r^)<T6.yg-r8.ri?))(ra.rS-r6.rg)) 

g9i.gö.a6.a5) 

In  den  speciellen  Fällen  eines  Kreisvierecks  oder  eines  aus  einem 
Dreieck  und  seinem  Höhenpunkte  bestehenden  Vierecks  zeigt  diese  Rela- 
tion bekannte  Resultate. 

Breslau,  den  6.  April  1884. 
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Vin.   Lineare  Gonstniotion  einer  Flftche  iweiten  Grades  ans  nenn 
gegebenen  Punkten. 

(Hierzu  Taf.  VI  Fig.  1—4.) 

1. 

Eine  Fläche  zweiten  Grades  sei  durch  nenn  Punkte  —  1^  2,  ...  9  — 
gegeben.  Darch  acht  dieser  Ponkte  wird  bekannüich  ein  Büschel  tod 
Flächen  sweiteo  Grades  bestimmt,  dessen  Grundcurve  —  C*  —  von  der 
vierten  Ordnung  ist.  Wir  erhalten  die  Tangente  in  einem  Punkte  P 
dieser  Curve,  indem  wir  in  P  an  zwei  Flächen  des  Büschels  die  Tan- 
gentialebenen construiren  und  ihre  Schnittlinie  zeichnen.  Diese,  als  Tan- 
gente an  6"*  im  Punkte  r,  muss  auf  allen  Tangentialebenen  liegen, 
welche  wir  in  P  an  die  Flächen  des  Büschels  construiren  können,  also 
auch  auf  der  Tangentialebene  an  die  Fläche,  welche  durch  die  gegebe- 
nen neun  Punkte  geht. 

Gehen  wir  nun  aus  von  den  Flächenbüscheln  durch  die  Punkte  1 
bis  8  und  2  bis  9  und  seien  ihre  Grundcurven  Cjg^  und  C^^.  Zeichnen 
wir  an  letztere  in  den  Punkten  2  und  3  die  resp.  Tangenten,  so  bestim- 
men diese  die  Tangentialebenen  an  unsere  Fläche  in  diesen  Punkten. 
Damit  kennen  wir  in  jeder  Ebene  durch  2,  3  und  einen  weiteren  Pnnkt 
der  Fläche  einen  Kegelschnitt  derselben  und  zwar  durch  drei  Punkte  nnd 
die  Tangenten  in  zweien.  Letztere  sind  die  Schnittlinien  der  £bene 
mit  den  erwähnten  Tangentialebenen. 

Die  Durchführung  dieser  Gedanken  erledigt  die  Construction  der 
Fläche. 

t. 

Zur  Oonstmction  der  Tangenten  in  Punkten  der  Durcbdringnngs- 
curve  zweier  Flächen  zweiten  Grades  —  f ,  f  *  —  bemerken  wir  Fol- 
gendes: 

Liegen  auf  der  Sehne  g  zwei  solche  Punkte  —  P  und  Q  —  nnd 
construiren  wir  sa  g  die  conjugirten  Geraden  ä,  ä*  in  Bezug  auf  F, /^» 
80  sind  diese  die  Schnittlinien  der  Tangentialebenen  in  P  und  0  an  ^ 
resp.  F^,  Nun  haben  wir  oben  erwähnt,  dass  diese  Tangentialebenen 
sich    in    den   'Tangenten   von   Punkten  der   Durchdringnngscurve  beider 
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Flächen  schneiden.    Folglich  sind  diese  Tangenten  die  Transversalen  ans 
P  nnd  C^  za  ^  nnd  /i*.     Wir  drücken  dies  dahin  aus: 

Die  Tang'enten  in  zwei  Punkten  der  Dnrchdringnngs- 
cnrve  zweier  Flüchen  zweiten  Grades  sind  die  Transver- 
salen durch  diese  Punkte  zu  den  Linien,  welche  derVerhin- 
dnogfilinie  beider  Punkte  in  Bezug  auf  die  zwei  Flächen 
coDJugirt  sind. 

Die  Linien  A,  h*  werden  im  Allgemeinen  zu  einander  windschief 
flein.  Wie  leicht  zu  sehen,  treffen  sie  sich  nur  dann,  wenn  g  durch  eine 
Ecke  des  gemeinsamen  Quadrupels  von  Pol  und  Polarebenen  der  beiden 
Flächen  geht. 

8. 

Obige  Erörterungen  führen  zu  folgender  rein  linearer  Construction 
der  Fläche  zweiten  Qrades  aus  neun  Punkten: 

Wir  gehen  aus  von  dem  Flächenbüschel  durch  die  Punkte  1  bis  8 
und  bestimmen  zwei  Hyperboloide  —  H,  H*  —  desselben.  Auf  H  liege 
die  Gerade,  welche  die  Punkte  67  verbindet,  auf  H*  die  Gerade  durch 
die  Punkte  7  und  S.  Damit  sind  beide  Hyperboloide  gegeben.  Suchen 
wir  nun  in  den  Punkten  2,  3  —  deren  Verbindungslinie  g  sei  —  die 
Tangentialebenen  an  dje  durch  neun  Punkte  gegebene  Fläche  zweiten 
Grades,  so  haben  wir  zunächst  zu  g  die  conjugirten  A,  h^  in  Bezug  auf 
^,  B*  %n  construiren. 

Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  durch  1  die  Transversale  zu  g  und 
67.  8ie  treffe  g  in  A^  und  67  in  B^,  Bestimmen  wir  sodann  zu  A^ 
den  vierten  harmonischen  C^  in  Bezug  auf  2,  3  und  den  vierten  harmo- 
nischen />!  in  Bezug  auf  ßy^  und  1,  so  ist  die  Linie  C^D^  —  sagen  wir 
'i  —  die  conjugirte  zu  A^  By  in  Bezug  auf  H  (Fig.  2). 

Indem  wir  auf  analoge  Weise  die  Transversalen  durch  4,  5,  8  zu  ^ 
und  67  construiren  und  ihre  conjugirten.  in  Bezug  auf  F,  also  die  Linien 
^41  h^  's  bestimmen,  erhalten  wir  drei  weitere  Gerade  von  der  Beschaffen- 
heit, daas  durch  eine  jede  derselben  eine  Polarebene  eines  Punktes  von 
g  in  Bezug  auf  H  geht.  Da  alle  diese  Polarebenen  ein  Büschel  bilden, 
dessen  Scheitelkante  die  zu  g  conjugirte  Gerade  h  ist,  so  muss  letztere 
die  vier  Geraden  ^|,  l^^  /g,  /g  schneiden.  Diese  werden  von  g  getroffen. 
Es  giebt  zu  ihnen  eine  zweite  Transversale,  welche  bekanntlich  auf 
lineare  Weise  constmirt  werden  kann.     Diese  Transversale  ist  A. 

Eine  analoge  Construction  müssen  wir  ausführen ,  um  h*  zu  erhalten. 
Wir  benutzen  dazu  das  Hyperboloid  H*  und  ziehen  durch  1,  4,  5,  6 
die  Transversalen  zu  g  und  7  8.  Dann  bestimmen  wir  ihre  conjugirten 
'i*>  ^4%  ^ht  'e*  '°  Bezug  auf  Ä*.  Letztere  Geraden  werden  —  ausser  von 
g  —  noch  von  einer  zweiten  Linie  geschnitten.  Diese  ist  h*.  Nun  gehen 
wir  über  zum  Flächen büschel  durch  2  bis  9  und  wiederholen  für  das- 
selbe die  eben  durehgeffthrte  Construction.     Wir  setzen  ein  Hyperboloid 
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—  R  —  des  Büschels  so  fest,  dass  auf  ihm  67  liege.    Auf  einem  zweiten 

—  Ä*  —  hefinde  sich  78. 

Dann  haben  wir  durch  4,  5,  8,  9  die  Transversalen  zu  g  und  67 
zu  ziehen  und  ihre  conjngirten  in  Bezug  auf  B  zu  bestimmen.  Von  letz- 
teren kennen  wir  bereits  Z^,  Z^,  /g;  es  bleibt  uns  also  nur  noch  t^  zn 
construiren.  Die  Gerade,  welche  —  ausser  g  —  die  vier  Linien  (^y  (^, 
/gl  /g  schneidet,  ist  r,  die  conjugirte  zu  g  in  Bezug  auf  R, 

Wenden  wir  uns  zum  Hyperboloid  R*^  ßo  müssen  wir  die  Transver- 
salen durch  4,  5,  6,  9  zu  ^  und  78  und  ihre  conjugirten  in  Bezug  auf 
R*  construiren.  Zu  letzteren  gehören  die  bereits  bekannten  Geraden  //, 
^6**  'o**  Indem  wir  noch  t^*  bestimmen,  so  ist  r^  die  Transversale  za 
t*y  ^5*1  Vt  welche  nicht  mit  g  zusammenfällt. 

Ziehen  wir  endlich  durch  2,  resp.  3  zu  hh*  und  rr*  die  Tran8ye^ 
salen  «g^,  Z^**  und  e^\  f^^  so  bestimmen  diese  die  gesuchten  Tangential- 
ebenen  in  2  und  3  an  unsere  Fläche. 

In  Fig.  1  ist  diese  Constrnction  für  Grund-  und  Aufriss  dureb- 
geführt.  Dabei  ist  die  Ebene  durch  1,  2,  3  als  Aufrissebene  angenommeD 
und  die  Grundrissebene  geht  durch  7  und  steht  senkrecht  zu  23.  Es 
hat  dies  den  Vortheil,  dass  die  Grundrisse  der  Geraden  t  in  den  Linien 
aus   V  nach  T,  4\  ...  liegen.     Nachdem  wir  sodann  die  Aufrisse  der  i 

—  nach  der  in  Fig.  2  gegebenen  Skizze  —  construirt,  zeichnen  wir  die 
Geraden  A,  r.  Wie  dies  geschieht,  ist  in  Fig.  4  dargestellt,  wo  die  vier 
Geraden  /|,  t^y  /g,  t^  gegeben  und  h  gesucht  wird.  Wir  nehmen  zu  diesem 
Zwecke  auf  t^  awei  Punkte  A^  B  ku  und  ziehen  durch  sie  die  Trani- 
versalen  su  /jfg,  welche  /g  in  A^  resp.  B^  schneiden  sollen.  Dann  con- 
struiren wir  die  Transversalen  durch  A  und  B  zu  ^t  '51  sowie  ibre 
Schnittpunkte  ^g,  ^g  mit  Z^.  Damit  sind  auf  i^  zwei  projectivisehe  Reihen 
bestimmt,  für  welche  G,  der  Schnittpunkt  von  g  mit  fg,  ein  Doppelele- 
ment ist.  Entsprechende  Paare  der  Reihen  sind  A^  A^  und  B^  B^  Con- 
struiren wir  ihren  aweiten  Doppelpunkt  H^  so  geht  durch  ihn  h.  Ana- 
loge Reihen  ergeben  auf  Ig  die  Punkte  R^  H*^  R\  dureh  welche  die 
resp.  Geraden  r,  A*,  r*  geben.  Die  Tangentialebenen  7g,  T^  endlich  in 
2  und  3  an  unsere  Fläche  schneiden  die  Aufrissebene  in  |Cg,  I3.  Diese 
Linien  sind  Tangenten  in  2  und  3  an  den  Kegelschnitt  A*  unserer  Flfiche, 
der  in  der  Aufrissehene  liegt.  Somit  ist  dieser  Kegelschnitt  bestimmt 
und  seine  weiteren  Punkte  können  auf  bekannte  Weise  gefunden  werden. 

4. 

Veranschauliohen  wir  uns  nun  die  gegenseitige  Lage  der  Goostrnc- 
tionslinien. 

Wir  haben  zehn  Transversalen  I  au  g.  Unter  ihnen  liegen  /|,  ^1* 
in  einer  Ebene  durch  1  und  g.     Weiter  befinden  sieh  in  Ebenen  durch 
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g  die  Geraden  i^^  t*  nnd  der  Punkt  4,  femer  /g,  /g*,  5;  fg,  ^9*,  9;  /g, 
8  und  endlich  i^*,  6. 

h  ist  eine  Transversale  zu  '1^4 '5^8)  ^  ^^°®  solche  zu  ^4  ^5^3 '9*  Die 
Linien  '4^5 '9*  welche  im  Allgemeinen  zu  einander  windschief  sind,  be- 
stimmen ein  Hyperboloid,  auf  dem  g  liegt.  /,  resp.  i^  schneiden  dieses 
Hyperboloid  —  ausser  in  ^  —  noch  in  je  einem  Punkte.  Die  Trans- 
versalen durch  diese  Punkte  zu  t^i^t^  sind  die  Geraden  h  und  r.  Folglich 
sind  dies  ebenfalls  Erzeugende  des  erwähnten  Hjperbo1oi<j|s.  Daraus 
schliessen  wir,  dass  h  und  r  zu  einander  windschief  sind  und  dass  bei 
jeder  beliebigen  Projectionsmethode  die  Projectionen  von  ^,  ^4,  /g,  /g,  A,  r 
einen  Kegelschnitt  umhüllen. 

Ein  analoger  Gedankengang  ergiebt,  dass  ^,  ^4*,  i^*,  /g*,  h*^  r*  auf 
einem  Hyperboloid  liegen.  Also  sind  auch  h*r*  zu  einander  windschief 
nnd  die  Projectionen  obiger  sechs  Linien  sind  Tangenten  eines  Kegel- 
schnittes. 

Tritt  bei  Durchführung  der  Construction  der  Fall  ein,  dass  hh*  oder 
rr*  sich  schneiden,  so  befinden  sich  nach  der  Schlussbemerkung  von  2. 
die  Hyperboloide  HH*  oder  RB*  in  Bezug  auf  g  in  specieller  Lage,  ohne 
dass  dies  auf  die  allgemeine  Lage  der  Punkte  der  gegebenen  Fläche 
Einfluss  hätte. 

Anders  ist  dies ,  wenn  A  und  r  sich  schneiden.  Dann  müssen  durch 
ihren  Schnittpunkt  S  zwei  der  Geraden  ^41/5,  ^g  gehen.  Daraus  schliessen 
wir,  das«  diese  zwei  Geraden  mit  g  in  einer  Ebene  liegen,  in  der  sich 
auch  die  dem  Index  der  /  correspondirenden  Punkte  der  Fläche  zweiten 
Grades  befinden. 

Sind  speciell  ^4,  t^  die  Geraden,  welche  sich  in  5  treffen,  so  wissen 
wir,  dass  diese  mit  g  und  t^*  resp.  /g*  in  einer  Ebene  liegen.  Also  wer- 
den letztere  Geraden  sich  ebenfalls  in  der  Ebene  Sg  befinden  und  durch 
ihren  Schnittpunkt  S*  müssen  h*  nnd  r*  gehen. 

Treffen  sich  in  S  die  drei  Geraden  ^4,  fg,  /g,  so  folgt,  dass  diese 
nnd  also  auch  die  Punkte  4,  5,  8  mit  23  in  einer  Ebene  liegen. 

Finden  wir,  dass  A,  r  und  A*,  r*  sich  in  einem  Punkte  5  schneiden, 
Bd  gehen  durch  ihn  und  2  resp.  3  die  Geraden  e/,  e/  und  ^3^,  e^^. 
Daraus  schliessen  wir,  dass  sich  sämmtliche  t  und  t*  in  S  treffen  müssen. 
Es  liegen  daher  die  Punkte  4,  5,  6,  8  mit  23  in  einer  Ebene.  Aus 
der  ersteren  —  sagen  wir  4,  5,  6  —  können  wir  S  bestimmen.  Soll 
dann  auch  /g  durch  S  gehen,  so  muss  sich  8  mit  2,  3,  4,  5,  6  auf  einem 
Kegelschnitt  befinden.  Für  denselben  ist  S  Pol  und  g  die  zugehörige 
Polare. 

Wir  fassen  das  Erörterte  dabin  zusammen: 

Schneidet  A  die  Gerade  r  oder  A"*"  r*^  so  deutet  dies  darauf 
hin,  dass  die  gegebenen  neun  Punkte  der  Fläche  sich  nicht 
in  allgemeiner  Lage  befinden. 
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5. 

Wir  wollen  nun  hervorheben,  wie  die  allgemeine  ConstrnctioD  sich 
in  einigen  speciellen  Fällen  gestaltet. 

a)  Nehmen  wir  an,  dass  von  den  nenn  gegebenen  Punkten 
vier  in  einer  Ebene  P  liegen.  Indem  wir  die  oben  eingeführte 
Bezeicbnnngsweise  beibehalten,  benennen  wir  die  erwähnten  vier  Punkte 
mit  2,  3,  4,  5  und  bestimmen  die  Tangentialebene  in  2.  Dabei  ergiebt 
sich,  dass  i^t^^  ^*^b*^  ^^^^  anch  ihre  resp.  Schnittpunkte  S^  S*  in  P liegen. 
Kennen  wir  dieselben,  so  haben  wir  aas  S  die  Transversalen  zu  fj^g 
und  zu  5g 5g  zu  ziehen.  Dies  sind  die  Linien  h  und  r.  h*  und  r*  aber 
erhalten  wir  als  Transversalen  aus  S*  zu  t^*  t^*  und  zu  'e*'j,*-  Ziehen 
wir  dann  ^/  e,**,  so  schneidet  die  Ebene  dieser  Geraden  p  in  einer  Tan- 
gente des  Kegelschnittes  durch  2345.  Damit  ist  dieser  Kegelschnitt 
bestimmt  und  die  Construction  der  Fläche  ist  auf  Bekanntes  zurück- 
geführt. 

b)  Sei  insbesondere  die  gegebene  Fläche  ein  Hyperboloid  nnd 
kennen  wir  von  demselben  eine  Gerade  /  und  sechs  Punkte,  so  fähren 
wir  die  Construction  auf  die  vorhergehende  zurück.  Wir  legen  durch  / 
und  einen  der  sechs  Punkte  —  sagen  wir  2  —  eine  Ebene  P  nnd  be- 
stimmen in  2  die  Tangentialebene  an  die  Fläche.  Sie  schneidet  P  in 
einer  zweiten  Geraden  derselben.  Wir  wählen  also  auf  /  die  Punkte  3, 
4,  5  und  bestimmen  S,  S*.  Wir  können  nun  über  diese  Wahl  so  be- 
stimmen, dass  SS*  ein  harmonisches  Paar  in  Bezug  auf  23  ist.  Wir 
erreichen  dies  auf  folgende  Weise.  Seien  ^g,  B^  die  Schnittpunkte  von 
67  und  78  mit  der  Ebene  P.  Wir  ziehen  2^  und  2/^^,  welche  Linien 
/  in  Lg  und  Lg  treffen  sollen.  Der  Schnittpunkt  der  Verbindungslinien 
LqB^  nnd  L^B^  sei  E.  Dann  nehmen  wir  E2  als  die  Verbindungslinie 
von  2  und  3  an,  so  dass  3  im  Schnittpunkt  von  E2  mit  /  liegt.  Setzen 
wir  dann  S*  auf  23  beliebig  fest,  bestimmen  wir  daraus  4,  5  in  /,  flo 
finden  wir  weiter,  dass  S^  der  vierte  harmonische  zu  S  in  Besng  auf  23 
ist  (Fig.  3).     Nun  construiren  wir  weiter,  wie  im   Falle  a).  * 

c)  Geben  wir  von  der  Fläche  zweiten  Grades  die  Tan- 
gentialebene T  in  einem  ihrer  Punkte  —  etwa  in  3  —  nnd 
ausserdem  noch  sieben  Punkte,  so  construiren  wir  nach  der  all- 
gemeinen Methode  die  Tangentialebene  in  einem  der  letzteren  Punkte. 
Eine  Vereinfachung  der  Construction  ergiebt  sich  dabei  durch  folgende 
Bemerkung:  Haben  wir  h  bestimmt,  so  wissen  wir,  dass  ^g*  von  h  und  A* 
geschnitten  wird.  Nun  liegt  «3^  in  7",  geht  durch  Punkt  3  und  den 
Schnittpunkt  von  h  mit  T,  Wir  können  ^3^  also  leicht  construiren  nnd 
finden  dann  h*  als  eine  Transversale  zu  ^3*  und  zu  dreien  der  t*  — 
sagen  wir  zu  Z^*,  /g*,  //. 
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In  analoger  Weise  werden  wir  ans  r  nnd  T  die  Gerade  e^  bestim- 
men nnd  erhalten  r*  als  die  Transversale  zu  e^^  t^  i^  l*.  Wir  brauchen 
also  s^     and  ^9"*"  nicht  zu  construiren. 


Schliesslich  wollen  wir  den  Fall  besprechen,  in  dem  zwei  der 
gegebenen  neun  Punkte  der  Fläche  —  etwa  2,  3  —  imaginär 
sind  und  durch  eine  elliptische  Involution  (^^^1^1)  auf  g  bestimmt 
werden. 

Wir  construiren  die  Tangentialebenen  in  2  und  3.  Dabei  erhalten 
wir  die  i^  hy  r,  h*  und  r*  reell.  Denn  die  bei  Bestimmung  der  t  auf- 
tretenden Punkte  AyC^  ...  sind  harmonische  Paare  in  Bezug  auf  23,  also 
Paare  der  Involution,  durch  welche  uns  23  gegeben  ist. 

Es  handelt  sich  mithin  nur  darum,  die  Transversalen  e^e{^  ^s^  ^3^ 
richtig  zu  interpretiren.  Bleiben  wiV  zunächst  bei  der  Construction  von 
f^^^-  Wir  legen  dazu  durch  h  und  h*  Ebenen  nach  2  und  3.  Diese 
schneiden  sich  in  den  erwähnten  Transversalen.  Da  aber  2  und  3  ima- 
^Där  sind ,  so  werden  auch  die  Ebenen  aus  h  und  k^  nach  2  und  3  ima- 
ginär sein.  Wir  bestimmen  sie  durch  die  elliptischen  Ebeneninvolutionen 
ans  h  und  h*  über  der  Involution  {xyx^y^.  Die  durch  2  und  3  gehenden 
Schnittlinien  dieser  Ebenen  sind  rein  imaginäre  Gerade  und  wir  suchen 
von  ihnen  weitere  Punktepaare  auf  reellen  Geraden  anzugeben. 

Die  Ebeneninvolutionen  aus  h  und  h*  schneiden  letztere  Geraden 
in  je  vier  Punkten,  deren  Doppelverhältniss  gleich  dem  von  (xyx^y^ 
ist.  Also  bestimmt  jede  dieser  Punktgruppen  eine  elliptische  Involution 
und  die  Doppelpunkte  dieser  Involutionen  liegen  auf  ^2^  ^3^«  d.  h.  es  sind 
die  Schnittpunkte  letzterer  Geraden  mit  k  und  k*.  Wir  können  dies 
auch  so  ausdrücken:  Die  Transversalen  t^xy.,,)  <^QS  xyx^y^  zu  h  und  h* 
treffen  h  und  h*  in  je  zwei  Paaren  von  elliptischen  Involutionen,  durch 
deren  Doppelpunkte  e^'^e^^  gehen  müssen.  Nun  bestimmen  ^,  A,  h*  die 
eine  Schaar  eines  Hyperboloids,  zu  dessen  anderer  Schaar  die  Trans- 
versalen ((jcy.,.)  gehören.  Letztere  schneiden  auf  jeder  weiteren  Geraden 
der  ersten  Schaar  eine  Gruppe  von  vier  Punkten  aus,  deren  Doppelver- 
hältniss gleich  dem  von  (xyx^y^)  ist.  Also  bestimmt  jede  solche  Gruppe 
eine  elliptische  Involution,  deren  Doppelpunkte  auf  ^2*^3*  liegen. 

Auf  analoge  Weise  finden  wir,  dass  g,  r,  r*  Gerade  einer  Schaar 
eines  Hyperboloids  if  sind,  dessen  andere  Schaar  die  Transversalen  aus 
('Viifi)  zw  ^^  enthält.  Es  werden  auf  r  r*  und  auf  jeder  weiteren 
Geraden  der  ersten  Schaar  durch  diese  vier  Transversalen  zwei  Paare 
einer  elliptischen  Involution  ausgesohnitten ,  welche  zwei  Punkte  auf  fi^f/ 
bestimmt. 

Nun  können  wir  von  «2*^3*  und  von  f/f/  beliebig  viele  Punkte- 
paare bestimmen. 
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Wir  brauchen  aber  Paare,  welche  in  derselben  Ebene  liegen.  Daher 
snchen  wir  zwei  sich  schneidende  Gerade  m  and  n^  von  denen  eine  der 
Schaar  g  des  Hyperboloids  H^  nnd  die  andere  der  Schaar  g  des  Hyper- 
boloids ff*"  angehört.  Anf  der  einen  liegt  ein  imaginäres  Pnnktepaar  der 
Geraden  e^^^y  anf  der  andern  ein  solches  der  Geraden  f^f^*  Verbin- 
den wir  die  imaginären  Punkte  anf  e^  (^  und  anf  e^  f^  niit  einanderf 
so  werden  diese  Verbindungslinien  durch  eine  elliptische  Strahleninvo- 
lution  mit  reellem  Scheitel  S  bestimmt.  Zugleich  sind  sie  die  Schnitt- 
linien  der  Ebene  mn  mit  den  Tangentialebenen  in  2  nnd  3.  Mithin  ist 
S  ein  Punkt  der  Schnittlinie  dieser  Tangentialebenen. 

Indem  wir  ein  zweites  sich  schneidendes  Paar  von  Geraden  der 
Schaar  g  der  Hyperboloide  H^  resp.  H^  construiren,  erhalten  wir  einen 
zweiten  Punkt  S,  Die  Verbindungslinie  s  der  zwei  Punkte  S  ist  die 
Schnittlinie  der  beiden  imaginären  Tangentialebenen.  Sie  ist  eine  gemein- 
same Transversale  zu  den  vier  rein  imaginären  Geraden  e^^  e^^  f^f{  nnd 
die  conjugirto  zu  g  in  Bezug  auf  unsere  gegebene  Fläche  zweiten  Gradei. 

Jede  Ebene  P  durch  g  und  einen  Punkt  der  Fläche  schneidet  lets- 
tere  in  einem  Kegelschnitte,  für  den  der  Schnittpunkt  von  P  mit  s  der 
Pol  zu  g  ist.  Da  wir  überdies  die  Involution  harmonischer  Pole  {xyx^y^ 
auf  g  kennen,  so  ist  dieser  Kegelschnitt  bestimmt  und  die  Constmction 
der  Fläche  erledigt. 

Zürich,  den  15.  Nov.  1883.  Dr.  C.  Bbtbl. 


IX.   lieber  das  gemiBchte  KegelBclmittbüBehel. . 

Die  erste  Andeutung  über  dasjenige  Gebilde,  welches  im  Folgenden 
gemischtes  Büschel  genannt  wird  und  aus  solchen  Kegelschnitten 
besteht',  welche  durch  drei  Punkte  gehen  und  eine  Gerade  berühren^ 
findet  man  bei  Steiner  in  der  „Systematischen  Entwickelnng 
§  59:  lieber  Abhängigkeit  einiger  Systeme  verschiedenarti- 
ger Figuren  von  einander." 

Doch  geht  Steiner  nicht  näher  auf  diesen  Gegenstand  ein,  welcher 
sodann  von  Schröter  wieder  aufgenommen  wurde  in  seiner  „Theorie 
der  Kegelschnitte'^ 

Das  Folgende  ist  eine  Zusammenstellung  der  wenigen  bisher  über 
das  gemischte  Büschel  bekannt  gewordenen  Sätze  mit  Hinzufügung  einer 
Anzahl  neuer. 

I. 

Um  ein  gemischtes  Büschel  zu  construiren ,  dessen  Grundgerade  g 
und  dessen  Grundpunkte  Sj,  31,,  %,  sind,  kann  man  zwei  Netze  an- 
nehmen, welche  diese  drei  Punkte,  von  denen  zwei  nicht  reell  zn  sein 
brauchen,  zu  Tripelpunkten  haben. 
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Die  conjagirten  zu  den  Punkten  p  der  Geraden  g  bilden  einen  Kegel- 
schnitt R\  der  dnrch  die  Tripelpnnkte  geht.  Eine  Tangente  von  St'  sei  t'. 
Die  zu  ihren  Punkten  conjugirten  bilden  einen  Kegelschnitt  ß,  welcher 
darch  die  Tripelpnnkte  geht  und  g  berührt.  Lassen  wir  t'  auf  St^  rollen, 
so  durchläuft  ft  das  gemischte  Büschel. 

II. 

Anschaulicher  als  jene  Erzeugungsart  ist  diese:  Man  wähle  die 
Seiten  des  Grunddreiecks  ^x^9^3,  von  denen  zwei  imaginär  sein  kön- 
nen, und  die  Gerade  g  zum  Grundvierseit  einer  gewöhnlichen  Kegel- 
scbnittschaar.  Von  einem  Punkte  ))  der  Geraden  g  ziehe  man  die  zweiten 
Tangenten  an  alle  Individuen  der  Schaar.  Die  Berührpunkte  dieser 
Tangenten  bilden  einen  Kegelschnitt  ^,  welcher  durch  die  Punkte  Sl,, 
9g,  %3  geht  und  g  \n  p  berührt.  Bewegt  sich  p  auf  g^  so  durchläuft  St 
das  gemischte  Büschel.     Mithin: 

IIL 

Die  Individuen  eines  gemischten  Büschels  erfüllen  dieselben  be- 
kannten Felder  der  Ebene,  welche  von  derjenigen  Kegelschnittschaar  be- 
strichen werden,  welche  die  Grundgerade  g  und  die  Seiten  des  Grund- 
dreiecks berührt.  Diese  vier  Geraden  sollen  zusammen  das  Grund- 
vierseit des  gemischten  Büschels  heissen. 

IT. 

Je  nachdem  man  eine  Seite  eines  Vierseits  zur  Grundgeraden  und 
die  Ecken  des  übrig  bleibenden  Dreiseits  zu  Grundpunkten  wählt,  erhält 
man  vier  verschiedene  gemischte  Büschel,  welche  dieselben  Felder  der 
Bbene  erfüllen  und  conjugirt  heissen  sollen. 

y. 

Bekanntlich  giebt  es  in  einem  gemischten  Büschel  zwei  Individuen, 
welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  p  gehen.  Die  Reellität  der  beiden 
Individuen  hängt  nach  III  davon  ab,  ob  der  Punkt  p  in  einem  Felde 
der  Ebene  liegt,  welches  von  dem  gemischten  Büschel  bestrichen  wird, 
oder  nicht. 

Die  Entscheidung  über  die  Reellität  der  vier  Individuen  des  ge- 
mischten Büschels,  welche  bekanntlich  von  einer  beliebigen  Geraden 
berührt  werden,  lässt  sich  hier  nicht  bequem  geben,  denn  diese  Frage 
gehört  naturgemäss  in  die  Betrachtung  derjenigen  Kegelschnitte ,  welche 
zwei  Gerade  berühren  und  durch  zwei  Punkte  gehen. 

yi. 

In  Bezug  auf  die  Gattung  der  Kegelschnitte  des  gemischten  Büschels 
ist  bereits  von  Schröter  a.  a.  O.  das  Wichtigste  gesagt  worden,  näm- 
lich:  Es    kommen    im    Allgemeinen    zwei   Gruppen   Ellipsen    und    zwei 

ZHUohzUI  f.  M*them«tik  u.  Physik  XXIX,  3.  12 


178  Kleinere  Mittheilangen. 

Grnppen  Hyperbeln  vor,  deren  Ueberg&nge  durch  vier  Parabeln  vermit- 
telt werden.  Aasserdem  sind  drei  Linienpaare  vorhanden,  nämlich  je 
eine  Diagonale  de8  Grnndvierseits  nnd  diejenige  Seite  des  Gmnddreieckp, 
welche  mit  der  Diagonale  nicht  durch  denselben  Grund punkt  geht.  Fe^ 
ner  kommen  noch  zwei  gleichseitige  Hyperbeln  vor. 
Indessen  iKsst  sich  noch  Folgendes  hinzufügen: 

1.  Liegen  die  Grundpunkte  auf  verschiedenen  Seiten  der  Grund- 
geraden,  so  besteht  das  gemischte  Büschel  nur  aus  Hyperbeln. 

2.  Liegen  alle  Grundpnnkte  auf  derselben  Seite  der  Grundgeraden 
u|}d  ist  diese  einer  Seite  des  Grunddreiecks  parallel,  so  fallen  vod  den 
erwähnten  vier  Parabeln  zwei  zusammen;  es  müssten  also  im  Ganzen 
eigentlich  drei  Parabeln  vorhanden  sein.  Aber,  indem  jene  beiden  Pa- 
rabeln coincidiren ,  arten  sie  zugleich  in  ein  Paar  paralleler  Geraden  ans, 
so  dass  im  Ganzen  nur  zwei  wirkliche  Parabeln  tibrig  bleiben.  Gleich- 
zeitig verschwindet  die  eine  Gruppe  Ellipsen ,  während  die  beiden  Grnp- 
pen Hyperbeln  erhalten  bleiben.  Anch  fallen  zwei  von  den  Feldern  der 
Ebene  zusammen,  welche  von  dem  gemischten  Büschel  frei  gelassen  werden. 

3.  Die  beiden  gleichseitigen  Hyperbeln  decken  einander,  wenn  die 
Grundgerade  durch  den  Höhenpunkt  des  Grunddreiecks  gebt.  Ist  diesei 
nicht  der  Fall ,  so  ist  über  die  Reellität  der  beiden  gleichseitigen  Hype^ 
beln  nach  V  zu  entscheiden. 

4.  Ist  die  Grundgerade  unendlich  entfernt,  so  besteht  das  gemischte 
Büschel  nur  aus  Parabeln. 

yn. 

Die  Individuen  des  gemischten  Büschels  lassen  sich  in  Paare  ordnen, 
welche  entweder 

1.  einander  in  einem  Grundpunkte  X^  berühren,  oder 

2.  deren  vierter  Schnittpunkt  entweder  auf  ^inem  beliebigen  festen 
durch  die  drei  Grundpunkte  gehenden  Kegelschnitte,  oder 

3.  auf  einer   beliebigen    festen    durch   einen  Grundpunkt  gebenden 
Geraden  liegt. 

Die  Paare  jeder  dieser  drei  Anordnungen  berühren  die  Grundgerade 
in  conjugirten   Punkten  einer  Involution. 

yin. 

Ein  festes  Individuum  ft  des  gemischten  Büschels  hat  mit  jeden 
Paare  einer  der  in  der  vorigen  Nummer  genannten  Anordnungen  zwei 
Punkte  gemein,  deren  Verbindungslinie  durch  einen  festen  Punkt  $  geht 

IX. 

Durchläuft  der  Kegelschnitt  St  der  vorigen  Nummer  das  gemischte 
Büschel  und  nimmt  man  für  die  erste  Anordnung  der  Paare  in  Nr.  VH 
in  Bezug  auf  jedes  St  die  Polare  des  entsprechenden  Punktes  $,  so  um- 
hüllt  diese  einen  Kegelschnitt,  welcher  die  drei^  Diagonalen  des  Grund- 
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vierseits  berührt,  nnd  zwar  die  nicht  durch  X,  gehenden  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  der  Omndgeraden. 

X. 

Die  Enveloppe  der  Verbindungslinie  derjenigen  beiden  Punkte,  in 
welchen  ein  Individuum  des  gemischten  Büschels  zwei  feste  Gerade  /|,  /^ 
trifft,  die  durch  zwei  Grundpunkte  9[|,  %^  gehen,  ist  ein  Kegelschnitt  £C, 

Wir  wollen  die  Seiten  des  Grunddreiecks  nach  den  Gegenecken 
durch  «r, ,  cf^,  o,  bezeichnen,  während  die  Diagonalen  des  Grundvierseits 
je  nach  dem  Grundpunkt,  durch  welchen  sie  gehen,  d^^  d^^  d^  heissen 
sollen.  Dann  gehört  der  Grundpunkt  9ls  dem  Kegelschnitt  K  an  und  //, 
ist  seine  Tangente.     Ferner  sind 

(y,).  (^,<'.);    C.j/).  (1,9) 

vier  Funkte  von   K,     Die   Tangenten   des   ersten   dieser  beiden  Punkte- 
paare gehen  bez.  durch  (a^/g),  (ai'i).    Hierdurch  ist  AT  mehr  als  bestimmt. 

XI, 

Ein  durch  zwei  Grundpunkte  ^] ,  S^  gehender  fester  Kegelschnitt  St 
ist  gegeben.  Die  Enveloppe  der  Geraden,  welche  die  Schnittpunkte  ver- 
bindet, die  ein  Individuum  des  gemischten  Büschels  auf  ft  markirt,  ist 
ein  Kegelschnitt  J^,  welcher  d^  in  ^3  berührt.  Ferner  geht  £C  durch  die 
Schnittpunkte  von  $  mit  a^,  a^.  Die  Tangenten  dieser  Punkte  gehen 
darch  diejenigen  Punkte,  in  welchen  &  bez.  von  d^^  d^  getroffen  wird. 
Ausserdem  geht  K  durch  die  Sch;;kittpunkte  von  g  und  fi.  Hierdurch 
ist  K  mehr  als  bestimmt. 

XIL 

Zwei  von  einem  Grundpunkte  9[|  ausgehende  feste  Gerade  /,  /'  wer- 
den von  den  Individuen  des  gemischten  Büschels  in  je  zwei  Punkten 
getroffen,  deren  Verbindungslinie  eine  Curve  vierter  Classe  ftinfter  Ord- 
nung umhüllt.  Dieselbe  hat  die  Geraden  /,  /'  zu  Doppeltangenten  und 
''1  zur  Rückkehrtangente.  Ausserdem  berührt  die  Curve  diejenigen  beiden 
Diagonalen  des  Grundvierseits,  welche  nicht  durch  9^  gehen. 

Um  die  Curve  näher  zu  charakterisiren ,  verbinde  man  %^  mit  dem 
Schnittpunkte  l  von  g  und  /,  und  ^3  mit  dem  Schnittpunkte  V  von  g 
und  /'.  (Hier  nnd  im  Folgenden  kann  man  auch  /  und  V  vertauschen.) 
Dann  construire  man  denjenigen  Kegelschnitt  A^,  welcher  die  erhaltenen 
beiden  Geraden  und  ausserdem  «r,,  /  und  /'  berührt.  Die  Verbindungs- 
linien von  ^2,  ^3  bez.  mit  den  Schnittpunkten  von  K  und  /i^,  a^  treffen 
die  Doppeltangenten  /',  /  in  ihren  Berührpunkten.  Der  Wendepunkt  der 
R&ckkehrtangente  91^  ist  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Grundgeraden.  Die 
Gmndpunkte  Sl,«  SL)  gehören  der  Curve  an,  und  ihre  Tangenten  gehen 
bez.  durch  die  Punkte,  in  welchen  /,  /'  von  K  berührt  werden.  Die 
Doppeltangenten  /,  V  werden  in  den  Punkten  von  der  Curve  geschnitten, 
wo  sie  bez.  von  %^{'  und  %^i  getroffen  werden. 

1-2* 
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XUI. 

Die  Polaren  eines  festen  Punktes  ^  in  Bezug  auf  die  Individoeo 
des  gemischten  Büschels  umhüllen  einen  Kegelschnitt  K^  Die  beiden 
Taugenten,  welche  sich  von  $  an  A^  ziehen  lassen,  berühren  in  $  die- 
jenigen beiden  Individuen  des  gemischten  Büschels,  welche  durch  ^  gehen. 
Drei  weitere  Tangenten  von  K  ergeben  sich  mit  Hilfe  der  Linienpsare 
des  gemischten  Büschels. 

Befindet  sich  %  auf  der  Orundgeraden ,  so  ist  das  Orunddreieck  in 
Bezug  auf  K  ein  Tripeldreieck. 

Liegt  $  auf  einer  Seite  a^  des  Grunddreiecks,  so  gehen  die  Polaren 
von  %  durch  den  vierten  harmonischen  Punkt,  welcher  in  Bezug  auf  S^, 
9g  dem  $  zugeordnet  ist. 

XIY. 

Der  Ort  der  Pole  einer  festen  Geraden  /  in  Bezug  auf  die  Indiri- 
dnen  des  gemischten  Büschels  ist  im  Allgemeinen  eine  Cnrve  vierter 
Ordnung  sechster  Classe,  welche  also  drei  Doppelpunkte  hat.  Constmiit 
man  auf  einer  Seite  des  Grunddreiecks  zu  dem  Schnittpunkt  derselben 
mit  /  und  zu  den  beiden  Grundpunkten  als  conjngirten  den  vierten  har- 
monischen, so  ist  das  ein  Doppelpunkt  der  Cnrve.  Es  ist  leicht,  noch 
sieben  Punkte  derselben  anzugeben.  Nftmlich  die  Ourve  geht  durch  die- 
jenigen vier  Punkte,  in  welchen  /  von  Individuen  des  gemischten  Bfi- 
schels  berührt  wird ,  und  durch  die  drei  Schnittpunkte  der  Grundgertden 
mit  den  Seiten  des  Grunddreiecks. 

Geht  die  Gerade  /  durch  einen  Orundpunkt  Sl^,  so  bleibt  die  Curve 
von  der  vierten  Ordnung  und  berührt  /  in  %|  von  beiden  Seiten.  Ausser- 
dem ist  der  zu  dem  Schnittpunkt  von  /  und  n^  in  Bezug  auf  ^,  Sg  zu- 
geordnete vierte  harmonische  Punkt  ein  Doppelpunkt  der  Cnrve  mit  stets 
reellen  Tangenten.  Die  Cnrve  geht  noch  durch  die  Schnittpunkte  der 
Grundgeraden  und  der  Seiten  des  Grunddreiecks. 

Ist  die  Gerade  /  eine  Diagonale  des  Grundvierseits,  welche  i.  B. 
durch  den  Grundpunkt  9(j  geht,  so  ist  der  Ort  ihrer  Pole  eine  Carve 
dritter  Ordnung  vierter  Classe,  welche  /  in  ^^  berührt  und  durch  den 
Schnittpunkt  von  l  und  a^  geht.  Der  vierte  harmonische  zu  diesem 
Schnittpunkt  in  Bezug  auf  die  Grundpunkte  Sl,)  ^s  ^^^  ^^^  Doppelpunkt 
der  Curve  und  hat  stets  zwei  reelle  Tangenten. .  Die  Curve  geht  noefa 
durch  die  Schnittpunkte  von  g  mit  a,,  a^. 

Fällt  die  Gerade  /  mit  einer  Seite  «r^  des  Grunddreiecks  zusammen, 
so  ist  der  Ort  ihrer  Pole  ein  Kegelschnitt,  welcher  die  Seiten  des  Grund- 
dreiecks  berührt  und  zwar  a^,  ^3  in  ihren  Schnittpunkten  mit  der  Grund- 
geraden p.* 

^  Vergl.  He  am,  Researches  on  curves  of  the  second  order,  London  1846,  S.S9. 
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XT. 

Von  einem  festen  Punkte  $  ans  ziehe  man  einen  beliebigen  Strahl 
jD,  der  die  Gmndgerade  g  des  gemischten  Büschels  in  einem  Punkte  9 
treffen  möge.  In  g  wird  die  Grundgerade  von  einem  Kegelschnitt  des 
gemischten  Büschels  berührt,  welcher  von  p  in  einem  zweiten  Punkte  p 
geschnitten  wird.  Während  sich  p  um  $  dreht,  beschreibt  p  eine  Curve 
dritter  Ordnung  vierter  Classei  welche  iß  zum  Doppelpunkt  hat  und 
durch  die  sechs  Ecken  des  Grundvierseits  geht.  Mithin  ist  die  Curve 
dieselbe  für  die  vier  conjugirten  gemischten  Büschel.  Die  Tangenten  des 
Doppelpunktes  gehen  durch  die  Asjmptotenpunkte  desjenigen  Punkt- 
systems, welches  auf  g  von  demjenigen  Kegelschnittbüschel  fixirt  wird, 
dessen  Grandpunkte  Sli»  Stj»  ^s  ^^^  ^  sind. 

XVI. 

Von  dem  polar  gegenüberstehenden  Satze  heben  wir  folgenden  he- 
sondern  Fall  heraus,  welchen  Schlaf li  fand  und  Steiner*  veröffent- 
lichte. Man  denke  sich  die  Kegelschnitte,  welche  die  Seiten  eines 
Dreiecks  berühren  und  durch  den  Höhenpunkt  desselben,  gehen,  und 
coDstruire  für  jeden  Kegelschnitt  zu  der  Tangente  des  Höhenpunktes  die 
parallele.  Letztere  umhüllt  diejenige  dreispitzige  Hypocjcloide,  welche 
die  Seiten  und  Höhen  des  Dreiecks  berührt. 

xYn. 

Liegt  der  in  Nr.  XV  erwähnte  Punkt  ^  auf  einer  Seite  des  Grund- 
dreiecks, z.  B.  auf  a^y  so  beschreibt  p  einen  Kegelschnitt  ^,  welcher  ^r^ 
in  $  berührt  und  durch  die  Ecken  des  von  a^,  ^3  und  g  gebildeten  Drei- 
0eits  geht.  Bewegt  sich  $  auf  a,,  so  durchläuft  S  dasjenige  conjugirte 
gemischte  Büschel,  welches  a^  berührt.  Nimmt  man  statt  a^  die  Geraden 
S>  ^3>   ^^  erhält  man  die  übrigen   beiden   der  vier  conjugirten  Büschel. 

XTin. 

Für  ein  Individuum  ^  des  gemischten  Büschels  denke  man  sich  in 
den  Grundpunkten  die  Tangenten  construirt.  Die  Verbindungslinien  je 
eines  Grnndpunktes  mit  dem  Schnittpunkt  der  Tangenten  der  beiden 
übrigen  Grundpunkte  mögen  sich  in  p  treffen.  Während  S  das  gemischte 
Büschel  durchläuft,  beschreibt  p  einen  Kegelschnitt  R\  welcher  dem  Grund- 
dreieck einbeschrieben  ist.  Der  Berührpunkt  einer  Seite  des  letztern  ist 
der  vierte  harmonische  zu  ihrem  Schnittpunkt  mit  g  in  Bezug  auf  die 
beiden  auf  ihr  liegenden  Grund  punkte. 


*  lieber  eine  be«ondere  Curve  dritter  Classe  und  vierten  Grades,  Grelle, 
Bd.  53  S,  2H1  flgg.  Vergl.  Cremona,  Sur  rhypocycloide  etc.  a.  a.  0.  Bd.  64^  S.  101 
Nr.  31. 
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Besteht  das  gemischte  Büschel  ans  lanter  Paraheln,  so  ist  S*  die 
grösste  Ellipse  (S,  welche  dem  Grnnddreieck  ein  beschrieben  werden  kann. 
Ein  beliebiger  dem  Grnnddreieck  nmbeschriebener  Kegelschnitt  ist  Ellipse, 
Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  für  ihn  der  Punkt  p  innerhalb,  auf 
oder  ausserhalb  (S  liegt.* 

XIX. 

Ein  Individuum  des  gemischten  Büschels  sei  St.  Seine  Tangenten 
in  den  Ecken  des  Orunddreiecks  treffen  die  bez.  Gegenseiten  in  drei 
Punkten,  welche  bekanntlich  in  einer  Geraden  /  liegen.  Während  ft  das 
gemischte  Büschel  durchläuft,  umhüllt  /  eine  Curve  dritter  Ordnung  vierter 
Classe,  welche  die  Seiten  des  Grunddreiecks  in  den  Punkten,  wo  eie 
von  der  Grundgernden  g  getroffen  werden,  berührt  und  schneidet.  Die 
Curve  hat  einen  Einsiedlerpunkt,  welcher  also  der  harmonische  Pol  der 
Grundgeraden  in  Bezug  auf  das  Grnnddreieck  ist. 

Wenn  die  Grundgerade  einer  Seite  des  Grunddreiecks  parallel  ist, 
so  wird  diese  eine  osculirende  Asymptote  der  Curve,  wo  nicht,  so  nähert 
sich  die  Curve  der  reellen  Asymptote  auf  verschiedenen  Seiten. 

Für  das  aus  Parabeln  bestehende  gemischte  Büschel  hat  die  Curve 
die  Seiten  des  Grunddreiecks  zu  osculirenden  Asymptoten  und  seinen 
Schwerpunkt  zum  Einsiedlerpunkt.  Die  drei  Zweige  der  Curve  befinden 
sich  in  den  Scheitelräumen  der  Dreieckswinkel;  die  den  Asymptoten 
parallelen  drei  Tangenten  haben  ihre  Berührpunkte  auf  den  Mittellinien 
des  Grunddreiecks  und  umschliessen  ein  Dreieck  von  neunmal  so  grossem 
Inhalt,  Das  von  je  zwei  Asymptoten  und  der  zur  dritten  parallelen 
Tangente  gebildete  Dreieck   ist  neunmal  so  klein  als  das  Grunddreieck. 

XXI. 

In  dem  Falle,  welcher  zu  Nr.  XIX  das  polare  Pendant  bildet,  treten 
Centralprojectionen  der  dreispitzigen  Hypocycloide  auf  und  als  Besonder- 
heit erhalten  wir  folgenden  Satz:  Man  construire  für  eine  Ellipse,  welche 
einem  gleichseitigen  Dreieck  einbeschrieben  ist  und  dnrch  den  Schwer- 
punkt desselben  geht,  denjenigen  Punkt  )>,  in  welchem  sich  die  Verbin- 
dungslinien je  einer  Ecke  des  Dreiecks  und  des  Berührpunktes  der 
Gegenseite  schneiden.  Wiederholt  man  diese  Construction  bei  allen 
Ellipsen  der  angegebenen  Art,  so  bilden  die  erhaltenen  Punkte  p  die- 
jenige dreispitzige  Hypocycloide,  welche  die  Ecken  des  gleichseitigen 
Dreiecks  zu  Rückkehrpunkten  hat.  — 


*  Für  die  Gattung  der  einem  Dreieck  ein-  oder  umbeschriebenen  Kegelsohnitte 
gab  mit  Berückuchtiguug  der  Lage  des  Mittelpunktes  ein  Kriterium  Steiner, 
Teoremi  relaüvi  alle  coniche  inscritte  e  circoscritte.    Gres.  Werke  Bd.  n  S  327. 
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Was  die  gemischte  Schaar  der  KegelschDitte  anbetrifft,  welche  drei 
Gerade  bertihren  und  durch  einen  Pnnkt  gehen,  so  findet  man  das,  was 
nicht  eine  polare  Uebertragnng  des  Obigen  ist,  in  dem  bekannten  Werke 
Ton  Schröter. 

Oreifswald.  H.  E.  M.  0.  Zimubrmamn,  Stud.  phil. 


X.  Bas  Zweiecksolmittsverliilltiüss. 

Neben  dem  DoppelschnittsTerhältniss  führt  Möbins  im  bary- 
centrischen  Calcnl  S.  300  das  Zweieckschnittsverhältniss  ein. 
Während  er  es  hier  nnr  gelegentlich  (z.  B.  S.  337)  anwendet,  nöthigt 
ihn  Grelle  IV  S.  115  das  D.-V.  beim  Uebergang  zum  Dreieck-  und 
Vieleckschnittsverhältniss  zu  einer  Inconsequenz  resp.  zu  einem  Zeichen- 
wechsel und  in  der  Theorie  der  Kreisverwandtschaften  (Abb.  d.  math.- 
phjs.  Gl.  d.  königl.  sSchs.  Ges.  d.  Wiss.,  Bd.  II,  1855,  S.  530}  geht  er  des- 
halh  vom  Zweieckschnittsverhältniss  aus,  benutzt  aber  für  dasselbe  den 
Namen  Doppel  verhältniss.  Da  letzterer  jetzt  allgemein  für  Doppelschnitts - 
▼erhältniss  gebraucht  wird,  ist  es  nöthig,  für  das  dem  Werthe  nach  dem 
D.-V.  allerdings  gleiche,  der  Form  und  zum  Theil  den  Eigenschaften 
nach  aber  verschiedene  Zweieckschnittsverhältniss  zum  ersten  Namen 
znrdckzukebren.  Die  Beobachtungen,  welche  Möbius  dort  am  Kreise 
macht,  lassen  sich  auf  die  Gerade  übertragen  und  unterscheiden  sich  hier 
von  den  für  das  D.-V.  bekannten  Erscheinungen  durch  cjklische  Anord- 
nung der  Elemente,  Uebertragbarkeit  auf  Dreieck-  und  Vieleckschnitts- 
verhältnisse und  einige  besondere  Verwendungen  (Grelle  IV  S.  121). 

Sind  A^  ß^  C  drei  Punkte  einer  Geraden,  so  sind  AB  und  BC  die 
Theile  der  Strecke  AC^  und  ABiBC  heisse  demnach  das  Schnittver- 
hält niss  von  ACin  B,  welches  positiv  bei  innerer,  negativ  bei  äusserer 
Theilung  ist  (vgl.  Joachimsthal,  Anal.  Geom.  S.  121).  Das  Schnitt- 
verhältniss  des  Zweiecks  AC^  CA  durch  ß  und  D  iat  das  Product 
der  Schnittverhältnisse 


dasselbe  ist   seinem  Werthe   nach   gleich   dem  D.-V.  {AB CD)  und  theilt 
dessen  Eigenschaften  mit  entsprechenden  Abänderungen. 

I.  Durch  Umkehrung  wird  das  Z.-V.  nicht  geändert,  ABCD 

^DCBA. 

II.  Durch  eine  cyklische  Vertauschung  erhält  das  Z.-V.  den 

reeiproken  Werth  ABCD^ •■ 

BCDA 
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HL  Verianselit  man  das  iweite  nnd  dritte  oder  Tierte  und 

erste  Element,  so  erginsen  sieh  dieZ.-V.  in  1    JBCD  +  ACBD 

=  1,    JBCD  +  'DBCj4=^1. 

IV.  Vertanscht  man  das  erste  nnd  sweite  oder  dritte  und 
rierte  Element,  so  erg&nsen  sich  die  reciproken  Werthe  der 

Z.-V.  2U  1.     liABCb+liBACb=l. 

Während  I   nnd  II  ans  der  Definition  folgen,   liegt  der  Beweis  ffir 
III  nnd  IV  in  der  bekannten  Identität  AB.CD  + AC.DB+ AD.BC^t 
Die  24  Permntationen  liefern  demnach  die  6  bekannten  Werthe 
1        ^  1  «-1  % 


K  1— K  X  X  — 1 

Soll  eine  eyklische  Vertanschnng  den  Werth  des  Z.-V.  nicht  ändern, 
so  erhält  man  x'  =  l,  d.  h.  D  ftllt  anf  B  oder  es  ist  A B:BC=^  —  AD:DC 

nnd  A BCD  =  '-1   stellt  anch   hier   die   harmonische  Theilnng  dar. 

Es  ist  dann  ACDB  =  2,   ABDC=\.     Verlangt  man ,  dass  nnr  zwei  rer- 

schiedene  Werthe  auftreten  sollen,   so   mnss  ABCD=ADBC=ACDB 
sein,  woraus  die  Werthe 

|(-1  +  .T3),    1(-1-.T3) 
folgen,  d.  h.  nicht  alle  Punkte  kennen  dann  reell  sein«   Vergl.  Cremon«, 
Curve  plane,  27.     (Aequianbarmonisches  Verhältniss.) 

V.  Das  Z.-V.  Ton  vier  Punkten  einer  Geraden  wird  tni 
den  Z.-V.  zu  drei  Grundpunkten  dieser  Geraden  durch  ent- 
sprechende cyklische  Anordnung  der  Differenzen  gefanden 

;-— ~      ABCD^ABCE  ABCF-^ABCG 
DEFG=     •        «—         ■ ■> 

ABCE^ABCF  ABCG^ABCD 
Denn  es  ist  zunächst 

ABCE.ABCD.ADCE^l 

oder,  da  AECB.ABCE^l: 

ADCS=:ABCEiABCD, 
ebenso 

7FCE=  ABCExABCF 
und  endlich  — _-^ 

ADEF^  ACED:  AcTf=  ^^<^^-^^<^£. 

ABCE-ABCD 
Die  drei  Grundpunkte  bilden  demnach  für  die  Gerade  ein  Coordinaten- 
sjstem,  welches  in  das  flbliche  übergeht,  wenn  C  der  Nullpunkt,  A  nn- 
endlich  fern  und  B  der  negative  Einheitspunkt,  da  dann 
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. ^ i4M«V£JtöJKry  )- 

ABCD  =  CD:BC=OD.       ^^s^i5Bi^&^"^ 

Sind  />,  f/y  r,  ^  die  gemeinen  Coordinaten  von  /^,  ß,  Ä,  5  oder  ihre 
Z.-V.  mit  ^^C,  80  ist 

Q—r  s—p 
VI.    Das  Z.V.  wird  durch  Projection  nicht  geändert. 


ABCD=^A'B^C'D\ 
wenn  A  A\   BB\  CC\  BD'  Geraden  eines  Büschels. 

Denn  sind  0  und  Q  die  Schnittpunkte  von  AA'\BB'  \xvl^  AB\A'B^^ 
Bo  ist 

QA\AB  =  QA'0\A'BO  und   QÄ  \A'E^=^Qa'0\  A'ffO, 
also 

QA    QI  _ffO  _BC  BC 

AB'  a'  B^'^  BO^CQ'  C'Q 

oder 


QABC^^QA'B'C  und  ebenso   QBCD^QB'C'D\ 
Vier  Strahlen  eines  Büschels  theilen  demnach  jede  büschelfremde  Gerade 
nach    demselben   Z.-V.    und   dies  heisst  Z.-V.   des  Büschels.     So  ist 
femer 


OABCD^ABCD^^ABCD, 
wenn  A^  B^C^  D  Punkte  einer  Geraden,  0  und  0*  beliebige  Punkte  der 
Ebene.     Weitere  Betrachtungen  sind  streng  analog  denen  beim  D.-V.,  so 
wenn  0,  P,  Q^  B^  S  Punkte  einer  Ebene,  aber  je  verschiedener  Geraden, 
BO  ist 


^P0RS=OP,OQ,OR,OS=^OP,OQ,R,S^.., 

wenn  man  unter  dem  letzten  das  Z.-V.  versteh^  welches  Oi?  und  OS  auf 
der  Geraden  PQ  bilden. 

Wendet  man  diese  Sätze  auf  das  Dreieck  an,  so  findet  man: 
In  jedem  Dreieck  theilen  die  Seiten,  ein  Transversalen- 
bfischel  und  die  Fusslinien  dieses  Büschels  einander  harmo- 
nisch. 

Im  Dreieck  ABC  seien  durch  0  die  Transversalen  AA^^  BBy  CC 
gezogen;  die  Fusslinien  B'C\  C'A\  A'Bf  mögen  die  Seiten  in  />,  ^,  F 
•chneiden  und  von  den  Transversalen  in  a'\  B>\  C"  geschnitten  werden. 
Dann  ist  nach  VI 


^  B  A'CD  ^C'  A"  B^D  ^0  CA'  BD\ 


da  nun   B A'CD .CA' BD^  \  nach  II,  so  ist 

ba'cd^^cTbd^-^i, 
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d.  h.  die  Seiten  aind  harmonisch  getheilt.  Durch  Projection  Ton  den 
Eckpunkten  findet  man  die  Fasslinien,  dnrch  Projection  yon  den  Fqss- 
pnnkten  die  Transversalen  harmonisch  getheilt. 

Die  Schnittpunkte  der  Fasslinien  and  Seiten  liegen  auf 
einer  Geraden. 

Denn  Ba'CD  ^CB^AE=^yA  ß'CE\  dti  BA  and  J'B'  darch  F  gehea, 
mnss  aach  DE  darch  F  gehen. 

Versteht  man  jetzt  nnter  dem  Dreieckschnittsrerhftltniss  das 
Prodact  ans  den  Schnittverhftltnissen  der  Seiten  eines  Drei- 
ecks (Möbins  a.  a.  O.)«  d.  h. 

SO  ergeben  sich  die  anter  den  Namen  Ceva  and  Menelans  in  etvas 
anderer  Form  bekannten  Sätze: 

Das  Dreieckschnittsverhftltniss  darch  ein  Transrersa 
lenbüschel  ist  1. 

Das  Drei  eck  seh  nittsverhältniss  durch  eine  Oerade  ist —1. 

Nach  vorigem  Satze  ist 

d.  i. 
Nun  ist 


also  die  linke  Seite  und  damit  die  rechte  Seite  der  Gleichung  gleich  !• 
Andere  Beweise  Joachimsthal,  Anal.  Geometrie  Cap.  IX;  Grelle  IV 
(1829)  S.  120. 

Für  das  Dreiecksrhnittsverhilltniss  überhaupt  gelten  die  ent- 
sprechenden Regeln  wie  für  Z.-V.,  insbesondere  erhält  man  durch 
Eine  cyklische  Vertanschung  den  reciproken  Werth,  durch 
Umkehrnng  denselben: 

rQRSTü==l',QRSTüP=RSTüPQ,     PQ RSTÜ=^  OTS^QP, 
Wie  auf  der  Geraden,  kann  man  auch  auf  anderen  Linien  Ton  Z-V. 
und  Dr.-V.  sprechen.     Für  den  Kreis  insbesondere  ist  diese  Arbeit  auch 
mit  derselben  Bezeichnung  von  Möbins  a.  a.  0.  geleistet.     Für  Kegel- 
schnitte findet  sich  Entsprechendes  Salmon,  Conics,  Art.  260,    Erwihnt 

sei  die  Relation  ^  _,   ^ 

PQRSTü^  PQRS.PSTü, 
welche  das  Dr.-V.  auf  das  Z.-V.  zurückfuhrt. 

Berlin,  November  1883.  A.  Thabr. 


AC'BF. 

ba'cd/cb'ae=-'1. 

ac  bä 

C'B    AC 

CB'           AF   BD   CE 
B'A  ~      FB   DC    EA 

AC'      ACQ 

BA'      BAO       CFt      GBO 

C'B      CBO' 

A'C     ACO'     B'A      BAO' 
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Zn.   Erzeagnng  von  Gomplezen  ersten  nnd  zweiten  Grades  ans 
linearen  Congmensen. 

(Hierzu  Taf.  VI  Fig.  6  -  7.) 

Diese  Mittbeilung  bildet  eine  Ergänzung  meiner  früheren  Abhand- 
lung fiber  diesen  Gegenstand  (diese  Zeitschrift  Bd.  XVII  S.  257).  Ich 
habe  nachtrSglicb  gefunden,  dass  für  einzelne  jener  Complexe  sich  noch 
andere  Erzeugungsweisen  aus  speciellen  Gongruenzen  angeben  lassen. 
Femer  erreicht  man  in  einigen  weiteren  Fällen  durch  metrische  Speciali- 
sirnngen,  dass  der  bezügliche  Gomplex  durch  Rotation  oder  Parallelver- 
schiebung einer  Gongruenz  entsteht. 

Wenn  die  Singnlaritätenfiäche  aus  einer  doppelt  zählenden  Fläche 
zweiten  Grades  besteht,  so  ergeben  im  Allgemeinen  die  Erzeugenden  der 
einen  Schaar  in  [2,  2]-deutiger  Zuordnung  die  Directricenpaare  der  linearen 
CoDgruenzen  des  Gomplexes.  Die  Erzeugenden  der  transversalen  Schaar, 
die  Doppeigerad en  des  Gomplexes,  sind  hierbei  die  Brenncurven  von  be- 
sonderen Gongruenzen  zweiten  Grades  des  Gomplexes:  In  jedem  Punkte 
A  einer  solchen  Transversalen  i  giebt  es  zwei  Ebenen  A|,  Ag  durch  ^ 
80  dass  die  Büschel  AK^^  ^Ag  aus  Gomplexgeraden  bestehen.  Die  hieraus 
abgeleitete  Zuordnung  der  Punkte  A  und  Ebenen  A  von  i  ist  offenbar 
[2, 2J- deutig  (so  dass  u.  A.  für  vier  Punkte  auf  /  ein  Doppelbüschel  auf- 
tritt). Diese  Linien  t  sind  also  Directricen  von  „speciellen"  Gongruen- 
zen zweiten  Grades.  Diese  speciellen  Gongruenzen  zerfallen  jedoch  bei 
[(111)(11)1]  etc.,  d.h.  wenn  die  [2,  2J-  resp.  [1,2]  deutige  Zuordnung 
der  Erzeugenden  der  ersten  Schaar  in  projectivische  Zuordnung  übergeht. 

1.  Der  Gomplex  [(11)(11)11],  Nr.  3,  entsteht  durch  Rota- 
tion einer  allgemeinen  Gongruenz,  wie  folgende  Betrachtung  zeigt. 

Die  zwei  Flächen  zweiten  Grades  Fj,  F^  (vergl.  die  gegebene  Er- 
s^ugungsweise)  seien  hier  einschalige  Botationsbyperboloide  mit  derselben 
Axe  a,  so  berühren  sie  sich  in  den  imaginären  Ereispunkten  einer  zu  a 
senkrechten  Ebene  A.  Jede  der  Flächen  trifft  a  in  zwei  imaginären 
Punkten  nnd  wenn  man  für  beide  Flächen  das  nämliche  Paar  erhält,  so 
findet  in  diesen  Punkten  ebenfalls  Berührung  beider  Flächen  statt.  Die 
Flächen  berühren  sich  nunmehr  in  vier  Punkten  und  haben  ein  (imagi- 
näres) windschiefes  Vierseit  gemeinsam.  Sind  m,  n  zwei  (reelle)  Erzeu- 
gende dieser  Flächen ,  b  und  c  ihre  kürzesten  Abstände  von  n,  /?  und  / 
ibre  Neigungswinkel  gegen  a,  so  müssen  6,  c  in  derselben  zu  a  senk- 
rechten Ebene  liegen  und  es  muss  b.tgys=cjgß  sein,  damit  der  genannte 
metrische  Specialfall  vorliegt.  Sind  dann  endlich  m,  n  mit  Bezug  auf  a 
in  demselben  Sinne  geneigt,  so  beschreibt  die  Gongruenz  m,  n  bei  der 
Rotation  um  a  den  Gomplex. 
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2.  um  den  Complez  [(111) (11)1],  Nr.  4,  zu  erhalten,  bringt  man 
die  Strahlen  einer  Regelschaar  zweiten  Grades  in  allgemeine  projectiTisclie 
Zuordnung.  Jeder  Strahl  hat  alsdann  einen  yor-  und  einen  räckwSrts 
entsprechenden.  Ftlr  die  Strahlen  a,  b^  c  der  Schaar  seien  dieselben 
bezüglich  a\  b\  c  und  a\  b'\  c",  so  dass  der  Complex  aus  den  Con- 
gruenzen  a^a,  ...,  aa\  ...  zusammengesetzt  ist.  Eine  beliebige  Erzeu- 
gende /  der  transversalen  Schaar  werde  von  a,  6,  c,  ...  bezüglich  in  den 
Punkten  A^  B^  6',  ...  geschnitten.  Dann  sind  einerseits  die  Bfischel /^a', 
Bb'\  Cc\  ...,  andererseits  ebenso  die  Büschel  ^a',  Bb\  Cc\  ...  in  ihrer 
Gesammtheit  je  eine  specielle  lineare  Congruenz  des  Complexes  von  der 
gemeinsamen  Directrix  U 

Der  Complex  [(lli)(ll)l]  kann  auf  eine  Art  aus  allgemei- 
nen und  auf  zwei  Arten  aus  speeiellen  Congruenzen  erzeugt 
werden. 

Auf  die  Erzeugende  durch  Rotation  einer  allgemeinen  Gongrueni  ist 
bereits  hingewiesen  worden.  Es  giebt  auch  zwei  Erzeugungs- 
weisen durch  Rotation  einer  speeiellen  Congruenz.  Esseien^J 
eine  Erzeugende  eines  Rotationshjperboloids  ff;  a^  b^  c  drei  Erzeugende 
der  andern  Schaar  auf  ff^  welche  d  in  den  Punkten  A^  B^  C  schneiden. 
Dreht  man  a,  6,  c  um  die  Axe  von  H  um  einen  Winkel  ^,  so  mögen 
sie  übergehen  in  a\  b\  c.  Alsdann  bestimmen  die  Büschel  Aa\  Bb\  Cc 
eine  specielle  Congruenz ,  welche  durch  Rotation  um  die  Axe  von  B  des 
Complex  liefert,  und  man  erhält  denselben  Complex,  wenn  man  beider 
Construction  der  Congruenz  um  den  Winkel  d  rückwärts  dreht. 

Für  6^=180^  erhält  man  die  Erzeugung  eines  linearen  Com- 
plexes aus  speeiellen  Congruenzen,  deren  Directricen  eine  Regel- 
schaar zweiten  Grades  bilden.  Jeder  lineare  Complex  besitzt  eine  „Axe'* 
und  man  erkennt,  dass  jeder  lineare  Complex  ohne  Weiteres  auf  oc' 
Arten  in  genannter  Weise  durch  Rotation  erzeugt  werden  kann. 

3.  Der  Complex  [(211)(11)],  Nr.  14,  besteht  aus  Congruenzen, 
deren  Directricen  zwei  projectivische  Büschel  AA,  BB  bilden,  wobei  ^^ 
und  B  in  AB  liegen. 

Den  Strahlen  d^  e^  f  von  -^A  mögen  rf',  e\  f'  von  BB  entsprechen 
(Fig.  5).  Man  wähle  in  A  einen  durch  B  gehenden  Strahl  x  und  be- 
zeichne dessen  Schnittpunkte  mit  <f,  e,  f  durch  />,  E^  F,  Alle  Strahlen, 
welche  d^  d'  uud  x  schneiden,  bilden  nebst  ^A  den  Büschel  Dd\  dessen 
Ebene  x  enthält.  So  liefern  die  Congruenzen  dd\  ee\  ...  die  BüscheJ 
Dd\  Ee\  ...  von  Complexstrahlen ,  welche  x  schneiden.  Ihre  Gesammt- 
heit ist  eine  lineare  Congruenz  und  weil  x  in  einer  Ausnahmeebene  des 
Complexes  durch  einen  Ausnahmepunkt  desselben  geht,  so  kann  x  nnr 
die  Directrix  jener  einen  Congruenz  sein.  —  Lässt  man  x  den  Büschel 
^A   beschreiben,  so   ist  damit  eine  Erzeugung  des  Complexes  ans  spe- 
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ciellen  Congrnenzen  gegeben  und  es  läset  sich  diese  Erzeugung  leicht 
mit  Hilfe  von  drei  allgemeinen  Congrnei^zen  ausführen. 

Die  Strahlen  des  Büschels  AB  sind  die  Directricen  einer  zweiten 
Scbaar  solcher  Congruenzen:  der  Complez  ist  im  Ganzen  auf  drei 
Arten  aus  linearen  Oongrnenzen  erzengbar. 

Wird  die  Ausnahmeebene,  z.  B.  B,  als  die  unendlich  ferne  Ebene 
des  Raumes  gewählt,  so  sind  auch  //,  B  unendlich  fern.  Die  Drehung 
Ton  d?  in  A  um  B  bedeutet  jetzt  eine  Parallelverschiebung  und  weil  hierbei 
die  zugehörige  Congruenz  unverändert  bleibt,  so  folgt:  Der  Complex 
entsteht  durch  Parallelverschiebung  einer  speciellen  Con- 
gruenz. —  Geschieht  jedoch  die  Parallelverschiebung  in  der  asympto- 
tischen Ebene  der  Congruenz,  so  entsteht  der  allgemeine  lineare 
Complex.  Denn  es  ist  in  diesem  Falle  die  unendlich  ferne  Gerade  Aß 
ein  selbstentsprechender  Strahl  der  Büschel  AA^  BB. 

4.  Der  Complex  [(21)(111)],  Nr.  15,  ist  ein  directer  Specialfall  von 
[1(11)  (111)].  Man  bringt  hier  die  Strahlen  einer  Regelschaar  zweiten 
Grades  so  in  projectivische  Zuordnung,  dass  die  beiden  sich  selbst  ent- 
sprechenden vereinigt  sind.  Hierbei  seien  aa\  bb\  cc  drei  der  Paare 
▼OD  Directricen.  Sie  mögen  von  einer  Geraden  x  der  transversalen 
Begelschaar  in  AA\  B  B\  CC'  geschnitten  werden,  so  bestimmen  die 
Büschel  Aa\  Bb\  Cc  und  andererseits  A'a^  B' b^  Cc  je  eine  specielle 
Congruenz  des  Complexes:  Der  Complex  kann  in  zweifacher  Weise 
aufgefasst  werden  als  eine  Schaar  von  speciellen  Congruen- 
zen, deren  Directricen  dieselbe  Regelschaar  zweiten  Grades  bilden. 

5.  Es  ist  [tl2)(12)],  Nr.  28,  ebenfalls  ein  Rotationscomplex, 
aber  es  können  dann  die  Directricen  der  (allgemeinen)  Congruenzen  nicht 
mehr  reell  sein.  Man  wählt  zwei  Kegelschnitte,  welche  sich  in  einem 
(reellen  oder  imaginären)  Scheitel  osculiren,  und  rotirt  sie  um  die  ge- 
meinsame Axe.  So  entstehen  die  früher  genannten  Flächen  /\,  F^, 
Wählt  man  auf  jeder  Fläche  eine  Erzeugende  der  zur  Axe  in  gleichem 
Sinne  geneigten  Schaar,  so  bilden  diese  die  Directricen  einer  Congruenz, 
die  durch  Rotation  um  jene  Axe  den  Complex  beschreibt. 

6.  Für  [(11)  (22)],  Nr.  29,  sind  bereits  drei  Erzeugungen  aus  all- 
gemeinen Congruenzen  bekannt.  Er  enthält  aber  auch  eine  Schaar 
Ton  speciellen  Congruenzen,  wie  sich  aus  jeder  der  gegebenen 
Definitionen  gleich  einfach  ergiebt. 

Als  Directricen  habe  man  die  projectivischen  Büschel  d,  e,  /*,  ... 
und  d\  e\  f,  ...,  resp.  AG  und  CB  (Fig.  6).  Ein  Strahl  x  des  Bü- 
schels CC  ist  Directrix  einer  zerfallenden  Congruenz  (bestehend  aus  C 
and  C)  und  einer  speciellen ,  nicht  zerfallenden.  Sind  nämlich  D^  E^  F 
die  Schnittpunkte  von  x  mit  d^  e^  f^  so  ist  jene  Congruenz  bestimmt 
durch   die  Büschel  Dd\    Ee\  Ff.     Dreht  man  a;  in  C  um  C  und  con- 


190  Kleinere  Mittheilungen. 

strnlrt  maD  je  mit  Hilfe  von  dreien  der  Congraenzen  ee  (z.  B.  dd\  ee^ 
ff)  die  zugehörige  Congmenz,  so  hat  man  die  vierte  ErzengnngB- 
weise. 

Ist  speciell  C  senkrecht  zu  der  Schnittlinie  AB  und  sind  A^  B  die 
unendlich  fernen  Kreispunkte  in  C,  so  bleibt  der  Complex  durch  Rota- 
tion um  AB  unverändert.  Beachtet  man,  dass  bei  dieser  Specialisirung 
AB  unendlich  fern  ist  und  dass  dem  Schnittpunkt  F  von  x  mit  AB  die 
Ebene  xf'=C  entspricht,  so  erkennt  man,  dass  x  sich  in  der  asympto- 
tischen Ebene  der  Congmenz  dreht.  Ferner  gehört  zum  Schnittpunkt 
von  X  mit  AB  die  durch  ebendiese  Geraden  gelegte  Ebene:  Der  Com- 
plex entsteht  durch  Rotation  einer  speciellen  Congmenz, 
wobei  die  Rotationsaze  die  Directrix  schneidet  und  senk- 
recht steht  zu  der  asymptotischen  Ebene  der  Congmenz  und 
dem  Schnittpunkt  der  Aze  mit  der  Directrix  innerhalb  der 
Congmenz  die  Ebene  dieser  beiden  Geraden  entspricht.  (Die 
Directricen  der  allgemeinen  Congruenzen  sind  hier  imaginär.) 

Auf  die  Erzeugung  des  nämlichen  Complexes  durch  Pa- 
rallelverschiebung einer  allgemeinen  Congmenz  ist  bereit« 
hingewiesen  worden  Bei  der  Erklärung  geht  man  aus  von  den  projec 
tivischen  Büscheln  ^A,  BB,  Ist  C  unendlich  fem,  so  haben  die  in  AB 
auftretenden  projecti vischen  Reiben  die  Doppelpunkte  im  unendlich  fernen 
Punkte  dieser  Geraden  vereinigt,  so  dass  entsprechende  Punkte  stets 
denselben  Abstand  zwischen  sich  haben  müssen.  —  Liegt  die  Verscbie- 
bungsrichtung  insbesondere  in  einer  zu  den  Directricen  parallelen  Ebene, 
so  entsteht  der  allgemeine  lineare  Complex  durch  eine  der- 
artige Verschiebung  einer  allgemeinen  Congmenz,  bei  wel- 
cher die  Directricen  zwei  parallele  Ebenen  durchlaufen 
(vergl.  3,  Schlussbemerkung). 

7.  Zwei  projectivische  Büschel  liefern  stets  die  Directricenpaare  von 
00^  Congruenzen  eines  Complexes  zweiten  Grades.  Liegen  beide  Büschel 
in  einer  Ebene  und  ist  die  Zuordnung  eine  allgemeine,  so  treffen  sich 
die  Directricen  paare  in  Punkten  eines  Kegelschnittes  und  es  entsteht 
[(222)],  (A).  Haben  dagegen  die  Büschel  denselben  Scheitel,  so  ergeben 
die  Directricenpaare  die  Tangentialebenen  eines  Kegels  und  es  entsteht 
[(222)],  (B). 

Beide  Compleze  entstehen  auch  auf  andere  Weise  aus  linearen  (zer- 
fallenden) Congruenzen.  Für  (A)  z.  B.  wählt  man  einen  Kegelschnitt  A', 
darauf  einen  festen  Punkt  P,  der  mit  den  Punkten  A^  B^C^  ,.,  von  A" 
verbunden  einen  Büschel  a,  6,  c,  ...  bestimmt.  Alsdann  sind  o,  6,  c,  ... 
und  die  in  A^  B^  C^  ,,,  an  A"  gezogenen  Tangenten  n\  b\  c\  ...  in  der 
Zuordnung  aa\  bb\  cc\  ...  die  Directricenpaare.  Diese  Erzeugung  ist 
je  auf  00^  Arten  ausführbar,  die  vorhergenannte  oo^-mal. 
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8.  Nach  der  früher  mitgetheilten  ErzenguDgsweise  bilden  bei  [(33)], 
Nr.  47,  die  Directricen  der  allgemeinen  Congrnenzen  zwei  projectivische 
Baschel  AB{d,e,f,  ..,)  nnd  ßA{d\  e\  f,  . ..),  s.  Fig.  7. 

Ein  Strahl  ar  des  Büscbele  AA  treffe  d\  e\  f  in  D\  E\  F\  so  ist 
jedesmal  dnrch  die  drei  Bttschel  D'd^  E'e^  F'f  eine  specielle  Congrueoz 
des  Complexes  von  der  Directriz  x  bestimmt.  Daraus  geht  unmittelbar 
die  Erzengnng  des  Complexes  ans  speciellen  Congrnenzen 
h^Tor. 

Durch  die  vorstehenden  Ergänzungen  fallen  die  in  der  ersten  Mit- 
theilung gegebenen  Zusammenstellungen  als  nicht  ganz  vollständig  ausser 
Betracht. 

Die  Angabe  der  singulären  Linien  bei  diesen  aus  linearen  Congruen- 
Ben  bestehenden  Complexen  ist  hier  nicht  überall  durchgeführt.  Dagegen 
sind  in  einzelnen  Fällen  (z.  B.  bei  [(11)1111],  erste  Mittheilung  S.  261) 
hierüber  Andentungen  gegeben,  welche  man  auf  die  übrigen  Fälle  an- 
wenden mag.  —  Bei  [(111)111]  bestehen  u.  A.  die  singulären  Linien  aus 
Tier  von  den  linearen  Congrnenzen  des  Complexes  nnd  die  Construction 
des  Complexes  aus  linearen  Cougruenzen  zeigt,  wie  je  die  eine  Directrix 
zwei  zusammenfallende  entsprechende  Directricen  hat,  wenn  ihre  Linien 
singulare  sind.  Jene  eine  Directrix  der  Congruenz  liefert  alsdann  eben- 
sowohl die  singulären  Punkte,  als  die  singulären  Ebenen;  das  Verhalten 
der  beiden  Directricen  ist  kein  dualistisches.* 

Hottingen-Zürich,  im  September  1882.  Dr.  A.  Weilbb. 


XIL  Bemerkungen  über  einige  Compleze. 

Die  Complexe  zweiten  Grades,  deren  Strahlen  Paare  von  Flächen 
xweiten  Grades  in  conjugirt- harmonischen  Punkten  treffen,  sind  vor  Kur» 
xem  Gegenstand  eingehender  Untersuchung  geworden.**  Diese  Complexe 
treten  auch  dann  noch  auf,  wenn  die  eine  Fläche  in  einen  Kegelschnitt 
oder  einen  Kegel  ausartet. 

Ist  der  Kegelschnitt  der  imaginäre  Kugelkreis,  so  gehen  aus  den 
Complexgeraden  an  die  verbleibende  Fläche  senkrechte  Tangentialebenen 
Qnd  die  singulären  Linien  sind  zudem  „Axen'*  der  Fläche  (welche  ihre 
Polaren  rechtwinklig  kreuzen). 

Wenn  dagegen  die  eine  Fläche  zu  der  Punktkugel  vom  Mittelpunkt 
0  wird ,  wobei  0  gegen  die  andere  Fläche  F  erst  in  allgemeiner  Lage 
sein  soll,   so  gehen  allemal  aus  0  nach  den  Schnittpunkten  einer  Com- 

*  Hierauf  hat  neulich  Herr  Segre  aufmerksam  gemacht;  vergl.  ,,Note  sur 
Itt  eomplezes  qnadraliqaea  etc/*,  Mathem.  Annalen  XX III,  S.  236. 
**  Vergl.  Herren  Segre  und  Loria,  Mathem.  Annalen  Bd.  XXUI. 


192  Kleinere  Mittheilnngen. 

plexgeraden   mit  F  die  Schenkel  eines   rechten  Winkels;   die  Singniari- 
tätenfläche  ist  in  diesem  Falle  ein  Tetraedroid. 

Ist  0  der  Mittelpunkt  von  F,  so  ist  die  Singnlaritätenfll&che  eine 
Wellenfiäche.  (Von  den  Complexkegelscbnitten  in  Ebenen,  welche  F  in 
Kreisen  schneiden,  lassen  sich  zwei  Brennpunkte  sofort  angeben:  der 
eine  ist  der  Mittelpunkt  jenes  Kreises,  der  zweite  fällt  in  den  Fuss- 
punkt  der  ans  0  auf  die  Ebene  gefällten  Senkrechten.  Eine  singulare 
Complexgerade  S  ist  so  gelegen,  dass  ihre  Polare  fär  f*  die  in  0  auf  der 
Ebene  Os  errichtete  Senkrechte  schneidet.  —  Für  eine  Rotationsfläche 
entsteht  der  Complex  [(11)  (11)  11],    für  eine  Kugel  der  Flächencomplex 

[(iii)(in)]. 

Liegt  0  auf  F  selbst,  so  entsteht  im  Allgemeinen  [222]  (B),  dessen 
Singularitätenfiäcl^e  die  Stein er^sche  Fläche  ist.  —  Die  specielleren  Fälle 
sind  aus  den  Resultaten  der  Herren  Segre  und  Loria  abzulesen. 

Der  Complex  [(111)(11)1]  hat  ähnliche  Eigenschaften  wie  der  tetrae- 
drale.  Die  Directricen  seiner  linearen  Congruenzen  sind  die  Erzeugen- 
den einer  Regelschaar  zweiten  Grades,  welche  man  in  projectivische  Zu- 
ordnung gebracht  hat.  Es  seien  a  =  /i'  und  6  =  6'  die  sich  selbst  ent- 
sprechenden Erzeugenden.  Eine  beliebige  Erzeugende  /  der  transversa- 
len Schaar  (bestehend  aus  Complexdoppelgeraden)  treffe  a^  b  \u  A^  B  und 
bilde  mit  ihnen  die  Ebenen  A,  B.  Endlich  sei  F  die  Fläche  der  zwei 
Regeischaaren.  Dann  gelten  folgende  Sätze:  Die  Complexgeraden 
schneiden  F  und  jedes  Ebenenpaar  A,  B  unter  constantem 
Doppelverhältniss.  Die  Ebenen  aus  jeder  Complexgeraden 
nach  F  und  nach  den  Punktepaaren  A^  B  haben  ebenfalls  ein 
constantes  Doppelverhältniss.  Dieses  Doppelverhältniss  stimmt 
Uberein  mit  dem  der  projecti vischen  Zuordnung  bei  den  Directricen. 

Wie  das  Beispiel  von  zwei  concentrischen  Kugeln  zeigt,  entstehen 
auch  Complexe  zweiten  Grades,  wenn  man  zwei  Flächen  zweiten  Grades, 
die  sich  längs  eines  Kegelschnittes  berühren,  unter  constantem  Doppel- 
verhältniss schneidet. 

Hottingen-Zürich,  im  März  1884.  Dr.  A.  Weiler. 


XIH  Erklärung. 

Der  Unterzeichnete  fühlt  sich  zu  der  Erklärung  verpflichtet,  dass  die 
von  ihm  als  neu  bezeichnete  Erzeugungsweise  der  rationalen  Curven  vier- 
ter Ordnung  (Heft  5  des  Jahrgangs  1883  der  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.) 
schon  1879  durch  Herrn  Ameseder  in  Wien  geleistet  und  im  LXXIX. 
Bande  der  Sitzungsberichte  der  kaiserl.  Akademie  der  Wissenschaften  ver- 
öffentlicht worden  ist  —  wie  Unterzeichnetem  erst  nach  Erscheinen  seiner 
Arbeit  bekannt  wurde.  • 

Der  auf  S.  296  mitgetheilte  Satz  dürfte  indessen  neu  sein. 

Jena,  den  10.  December  1883.  Dr.  Carl  Hossfeld. 


Einführung  unvollständiger  Beobachtungen  in  die 
Wahrsoheinliohkeitsreohnung. 

Von 

W.  KÜTTNER 
in  Bargk  bei  Oretden. 


Nicht  immer  ist  es  möglich,  die  Beobachtungen  auf  alle  Ereignisse, 
die  zur  Ableitung  eines  Wahrscheinlichkeitswerthes  a  posteriori  zu  dienen 
haben,  zu  erstrecken,  weil  der  Eintritt  eines  andern  Ereignisses  die  Be- 
obachtung unmöglich  macht.  Ist  aber  die  Wahrscheinlichkeit  bekannt, 
dass  ein  solches  die  Beobachtung  verhinderndes  Ereigniss  eintritt,  so  ge- 
statten diese  Fälle  eine  besondere  mathematische  Behandlung,  die  den 
Gegenstand  vorliegender  Abhandlung  bildet. 


I. 

Ein  Ereigniss,  dessen  Eintritt  mit  der  Wahrscheinlichkeit  p  beobachtet 
werden  kann,  ist  a-mal  beobachtet  worden.  Mao  verlangt  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  es  nicht  weniger  als  ^Q-mal  und  nicht  mehr  als 
pj-mal  stattgefunden  hat. 

Ueber  die  Anzahl  von  Malen,  die  das  Ereigniss  stattgefunden  hat, 
können  wir  unendlich  viele  Hypothesen  aufstellen.  Nehmen  wir  an,  sie 
sei  X  gewesen,  so  verleiht  diese  specielle  Hypothese  dem  beobachteten 
Ereignisse  a  priori  eine  Wahrscheinlichkeit  von 

^] pagx^a 

wenn  1—p  =  q  gesetzt  wird.  Nach  dem  Satze  von  ßayes  ist  aber  die 
Wahrscheinlichkeit  oo«:,  dass  das  beobachtete  Ereigniss  in  der  That  der 
soeben  aufgestellten  Hypothese  zuzuschreiben  ist,  gleich 

x\ 


|.                                                fll(a:-a)l 
1)  *     «,—         


p«^*- 


I9*-« 


a)\ 
Die  £ntwickelung  des  Nenners  giebt 

Z«ltiehrifl  f.  Mathematik  n.  Physik  XXIX,  4.  13 
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-^[«!+-^— y+— 2i— »  +-Ti^*  +  -J 

=p.Cl_,)-c+i)=i, 
womit 

^^  '       a!(a:-a)«/        ^ 

folgt. 

Für  irgend  einen  Werth  von  x  wird  oo,  ein  Maximum  werden.  Dm 
letzteres  zu  finden,  setzen  wir  in  2)  für  x  einmal  x—1  und  dae  andere 
Mal  x  +  1.     Dadurch  erhalten  wir 

und 

Soll  nun  (Ojr  ein  Maximum  werden,  so  muss 

«x <»,    und    oijr rT<a«, 

^a:  a;  —  a-f-1 

4b)  a:<-      „  ^>T-"^ 

P  P 

oder 


a 

0?  = e 

P 


sein ,  wo  s  einen  von  a  und  p  abhängigen  echten  Bruch  bezeichnet.  Ist 
a  sehr  gross,  so  kann,  wo  es  sich  um  Ermittelung  des  Maximalwerthes 
von  Ws  handelt,  für  obigen  Ausdruck 


a 
P 
gesetzt  werden.     Im  Uebrigen  ist  aber  für  x  die  zwischen 

^-1    und   ^  I 

P  P 

liegende  ganze  Zahl  zu  nehmen. 

Unter   der  Voraussetzung,    dass   a  sehr  gross   ist,   können  wir  nun  : 

zur  Lösung   unserer  Aufgabe  ein  Verfahren  einschlagen,   welches  in  der 

Regel  bei  Ableitung  des  Bernon Hirschen  Theorems  Anwendang  findet 

Bei    einem  sehr  grossen  a  dürfen  nämlich  in  2)  für  a:!,  a\  und  (x— a)! 

die    Werthe    der   Stirling'schen   Näherungsformel  für  Factorielle   eiD- 

geführt  werden,  in  welchem  Falle  wir  nach  entsprechender  Beduction 


«        —  C-^T'**  (¥) 


V      /  ^  ö  /  yinaq 
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finden.      Wird  hierin  für  x  der  Werth   —  substituirt,   so  folgt  als  Maxi- 
malwertli  ^on  oo« 

6)  »«  -  -7=£=- 

Setssen  wir  weiter  in  5)  für  x  den  Werth  — |-«i»  ßo  folgt 


j/2naq 


Nun    ist  aber  ^^ 

'•(■+'^)-^(-4('^)' 

'•(•+9)=-^<-'^t('-?)'   . 

folglicb   auch 

V       p       **       V      V^^a^/  ""'    ^  2aq        3a*q^^' 


and 


aq     "*"2a»9« 


Pfi^^p^x^      p^x^ 
■^  2a  4a«    ■*■    6a» 


Ist  nnn  a^  so  gross,  dass  in  vorstehenden  Entwickelnngen  Glieder  von 
der  Ordnung  -j-j  selbst  für  die  Grenswerthe  von  x  vernachlässigt  wer- 
den   können,  so  wird  man 

setzen  dürfen,  womit  sofort  ans  7) 

folgt,  was  auch  mit  Veruachlässignng  der  Glieder,  die  im  Nenner  a^  in 
einer  höheren  als  der  ersten  Potenz  enthalten, 


p  .  -•       }/2naq 

18^ 
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gescbrieben  werden  kann.     Aendert  man  jetzt  das  Vorzeicbeo  von  x  und 
addirt  den  so  erbaltenen  Ausdruck  zn  9),  so  findet  man  weiter 

Die   gesncbte  Wabrscbeinlicbkeit  oo  endlich,   dass  die  fragliche  An- 

zabi  innerhalb  der  Grenzen  Pq= x^  und  q^=^ — |-a:,  liegt,   ist  nadi 

dem  Princip  der  totalen  Wabrscbeinlicbkeit 


Wird   jetzt    der    mit   dem   Summenzeichen   2   behaftete   Ausdrack   naek 
Euler*s  Formel 


^t^(x)  =  l   A(a:)./;r  +  |[^(/0  +  T/;(.)]  +  «|»[^ 


2 


a 

I 

entwickelt,  wobei  «  =  1  zu  setzen  ist  und  die  Differentialqnotienten ,  da| 

sie  —  in  einer  höheren  als  der  ersten  Potenz  enthalten,   vemacbläsBigt 
ag 

werden  können,  so  folgt: 


10)  a>=    ,    ^  I  e    i«War  +  ^-= 

yinnqj  y2naq 


oder  mit 


0 


11)  «>  =  -^    fe-tdy+^^e-f. 

0 
Die  Anwendung  dieser  Formel  wird  durch  die  Bedingung,   dass  -^ 

nicht  nur  kleiner  als  1 ,  sondern  überhaupt  eine  sehr  kleine  Orösse  seis 
muss,    empfindlich    eingeschränkt.      Auch    darf  nicht   übersehen    werden, 

dass  Xy  nicht  grösser  als  —  genommen   werden  darf,   weil  die  gesuchte 

Auaahl  x  nicht  kleiner  als  a  sein  kann.     Für  die  untere  Grenze  haben 
wir  n&mlich  die  Gleichung 

X,  =a, 

woraus  P 
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a?j  =  — 
folgt.  f^ 

Ist  a  nur  klein  oder  q  nahezn  Null,  so  ist  überhaupt  die  Formel 
11)  unbrauchbar.  In  diesem  Falle  ist  es  nöthig,  eine  andere  Formel 
zur  Berechnung  von  (o  zu  entwickeln. 

Nach  dem  Princip  der  totalen  Wahrscheinlichkeit  Iftsst  sich  zufolge 
der  Formel   1)  oo  durch 


darstelleD,    wenn   die  gesuchte  Anzahl  x  innerhalb  der  Grenzen n^ 

a 
und  — [-»1  liegen  soll.     Hieraus  folgt  leicht 

Ho—  t 

-^alCar-a)!^"^'""'"-^  « !  (x- a)  1 '''' ^"'^ "" -2j  a!(a:-fl)!'^°^'"" 

^+"1  +  1 

0=: ^ ? , 

^ ^ 

Woraus  man  mit 
weiter 

a 

12.)  «,=i-''v ^] P-+1..— _  5^ ?i p.+v— 

findet.     Setzt  man  jetzt 

12b)  a:  =  — -  +  J?j  =  a+a?j,     x  — a= ö  +  iPi  =  /J+^ii 

so  erhält  man   zunächst 

—  p  fl, +  1 

voraus  nach  leichter  Umformung 

^  a!(p-«o)r        ^  (o-«o)(«-«o-l)--(«-«o-*i  +  l) 

_    («+»,)!    „.  + ,  <^ («+».+l)(tt+n,+2)...(a+»,+^.)     ^.^^,, 
folgt  ''U^+",)I  4'(^+»,  +  l)(^+«,+2)...(/J+«,+x,)« 
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Sei  nun  allgemein 


'""^^  v(ir  + J)...(v  +  n  +  1 


)"■  • 


80    erhält  man,    wenn  mit  a:"^  +  *-«-^    maltiplicirt  und  sodann  diflFerentiiit 

wird, 

rf(yar-^+>+')  _  56  >«(>*  + !)•   •(>«  t  "  +  Oj^-^.xi-i  +  ..  ■.>-■ 
dx  ^  i.(v±])...(v  +  n  +  2) 

Wird  jetzt  weiter  mit  af—*  iDoltipIicirt  und  sodann  integrirt,  so  folgt 

J  ^  '      Zl^v{v±\)...{v±n  +  i)  ^ 

Nnn  ist  »ber  offenbar 

^  v(i/ +  l)...(v  +  fi  +  2)  V^      v(v±l)...(v±<+l)  / 

mithin  auch,  wenn 

vtv  +  l)..-i»'±'+  1) 
gesetzt  wird, 

und,  wenn  nochmals  differentiirt  wird, 


.+1  ^ 
Hieraus  folgt 


(I  AT 


QX 

und  daraus  endlich 


14)    ». 


Mit  Hilfe    der  soeben   gefundenen   Formel   summiren   wir    zunScbst 
die  Reibe 
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Zn  diesem  Behufe  haben  wir  in  14)  As=/=fi  =  /3— n^,  v  =  a  — Wj,  und 
x  =  g  zu  setzen  und  durchgängig  das  untere  Vorzeichen  zu  nehmen. 
Wir  fioden 

0 
Da  für   9  =  0  die  obige  Reihe  15)  sich  auf  das  einzige  Olied 

{ß-%V-     

(„_„^^„_„„_i)...(«_(j+i) 

redacirt,   ao  haben  wir  zur  Bestimmnng  der  Constsote  C  die  Gleichong 

0 

0 
woraus 


C  = 


folgt.      Wir  haben  somit 

9 


—  (ß  —  n;)p-^-^  j xß-^'o-l^l^  xY-ß dx. 


0 
Um  die  Summe  der  Reihe 


^  (a  +  n^  +  l)(«  +  ^',  +  2)...(«+;»,  +  xJ    .^.,,+,,  _ 

in  erhalten,  haben  wir  in  14)  /  =  Qo,  ^  =  a  +  ;ij  +  l,  v=/3  +  /i, +1, 
i^/^-t*"!  ui^d  ^  =  g  zu  setzen  und  durchgängig  das  obere  Vorzeichen 
zn  Dehmen»  Ferner  ist,  da  innerhalb  der  Integrationsgrenzen  x^\ 
bleibt,  zufolge  des  Satzes,  dass  für  A^l 


00 

auch 

SU  aeisen.     Wir  finden 


(u  +  oo)Äj;*  =  0 
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0 
Da  für  9  =  0  anch  y|  =  0,  so  ist  C=0  nnd  mithin  auch 

17)  y^  =  (0  +  /I1+ 1  );?-(«+*>  /a:^+"«  (1  -  jtf-ß  dx. 

0 
Snbstitniren  wir  jetzt  die  Ausdrücke  16)  und   17)  in  13),  so  folgt 

0 


0 
In  der  Theorie  der  Gsrnrnsfanctionen  wird  aber  die  Gleichung 

1 

bewiesen,  so  dass  anch 


0 
h 

(«-«0)1  J 


0 

nnd 

0 
gesetzt  werden   kann.     Damit  erhält  man  aber  die  bemerkens- 
werthe  Relation 

/^/»-«o- 1(1-  x)—fi  dx        /a:^+»i  (1  -  «)«-/» dx 
19)    «>  =  ?_ o_ ^p^Jp^^ 

/rf-"«-«{l— «)«-^dx        jxß-^^^iX  —  xY-Pdx 

0  0 

Man   bemerkt  leicht,    dass   unsere  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  die 

Differenz  der  Wahrscheinlichkeiten  zweier  Hypothesen  ist,  und  zwar  ist 

P|  die  Wahrscheinlichkeit  für  die  Hypothese,  dass  die  Wahrscheinlichkeit 

des  Ereignisses,  das  bei  («— w^,  — 1)  Beobachtungen  {/?— «q— l)-mal  ein- 

*  getroffen    ist,    innerhalb   der   Grenzen   0   und   q  liegt,    während    P^  die 

Wahrscheinlichkeit  für  die  Hypothese  ist,   dass  die  Wahrscheinlichkeit 
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des  Ereignisses,  das  bei  (o+n|)  BeobachtuDgen  (/?+nJ-mal  eiDgetroffen 
ist,  ebenfalls  ioDerhalb  dieser  Grenzen  liegt. 

Die  Gleichung  19)  stellt  übrigens  ca  in  aller  Strenge  dar  und  gilt 
für  jedes  a  und  q.  Die  numerische  Berechnung  der  im  Zähler  stehenden 
bestimmten  Integrale  kann  allerdings,  wenn  die  Exponenten  von  x  und 
(1  — x)  beides  grosse  Zahlen  sind,  nur  durch  eine  Näherungsformel  ge- 
schehen, da  die  directe  Integration  auf  eine  Beihe  führt,  die  mindestens 
ein  Glied  mehr  besitzt,  als  der  kleinste  der  beiden  Exponenten  von  x 
und  {l—x)  Einheiten  enthält. 

Ist  jedoch  q  sehr  klein  —  und  diesem  Umstände  gelten  ja  vorzugs- 
weise die  soeben  angestellten   Untersuchungen  — ,  so  kann  auch 

nur  sehr  klein  sein,  und  deshalb  wird  sich  P^  in  diesem  Falle  immer 
direct  ermitteln  lassen.     Für  »o^^ß  ist 

/>,  =  ! 
ZU  setzen. 

Schwieriger  ist  die  numerische  Bestimmung  von  P^*  ^^  indess  bei 
Aufgaben  der  vorliegenden  Art  selten  eine  sehr  grosse  Genauigkeit  ge- 
fordert wird,  so  kann  man  sich  hierzu  bei  dem  der  Voraussetzung  nach 
sehr  kleinen  Integrationswege  der  Formeln  für  die  mechanische  Qua- 
dratur bedienen.  In  den  meisten  Fällen  dürfte  schon  die  Formel 
1 

20)  f9{x)dx  =  iq>{0)  +  iq>{i)  +  i<p{l) 

0 
genfigen. 

Setzt  man  in    /rrf+''i(l  —  a;)*-/*rfa;  für  a?  den  Werth  q  —  qz,  so  folgt 

0 
2  1 

Jxf'^^^(\--'xY-ßdx^qP'^''^'^^p''-fij{\'-'Z)ß^^^  {\  +  ^^     dz. 

#»  0 

Wird  jetzt  auf  das  rechter  Hand  stehende  Integral  die  Formel  20)  an- 
gewandt, so  erhält  man 

0 

und,  wenn  dieser  Werth  in  die  Gleichung  für  P^  eingeführt  und  gleich- 
1 

zeitig  für   Ix^+^iCl —j:)« -/•(/«  sein  Werth  ^""".        ."V^^— ^  gesetzt  wird, 
y  i«  +  "i+l)! 
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oder,   nach   Anwendung   der   Stirl  in  gesehen  Näherungsformel  für  Fac- 
torielle, 

Es  18t  nicht  schwer,  den  Genauigkeitsgrad  der  soeben  abgeleiteten 
Formel  durch  eine  grössere  Anzahl  von  Zwischenwerthen  zu  erhöben. 
In  diesem  Falle  wird  man  sich  aber,  weil  der  Voraussetzung  nach  (a  — j3) 
sehr  gross  ist,  auch  nicht  mit  siebenstelligen  Logarithmen  begnttgen 
dürfen. 

n. 

Zwei  Ereignisse  E  und  F,  von  denen  das  eine  das  entgegengesetzte 
des  andern  ist,  können  nur  unvollkommen  beobachtet  werden ,  und  zwar 
iKsst  sich  E  nur  mit  der  Wahrscheinlichkeit  p  und  F  nur  mit  der  Wahr- 
scheinlichkeit  p]  beobachten.  Es  wird  nach  der  Wahrscheinlichkeit  ge- 
fragt, dass,  wenn  E  a-mal  und  F  6 -mal  beobachtet  worden  sind,  die 
Wahrscheinlichkeit  für  das  Eintreffen  von  E  innerhalb  der  Grenzen  q^ 
und  ^1  liegt. 

Wenn  p  die  Wahrscheinlichkeit  ist,  dass  i?  hat  beobachtet  werden 
können,  so  ist  ]^p  =  g  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  es  nicht  hat 
beobachtet  werden  können,  und  nach  I,  Formel  2) 

die   Wahrscheinlichkeit,   dass   es    —    wenn   a-mal   beobachtet  —   u-mal 
stattgefunden  hat. 

In  gleicher  Weise  findet  man  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  daa  &-mal 
beobachtete  Ereigniss  F  v-mal  stattgefunden  hat,  gleich 

wenn  1— Pi  =  <7i  gesetzt  whrd.  *• 

Stellt  man  jetzt  die  Hypothese  auf,  dass  das  Eintreffen  des  Ereig- 
nisses E  von  der  Wahrscheinlichkeit  x  abhingt,  so  würde  diese  Hypo- 
these dem  beobachteten  Ereignisse  E  eine  Wahrscheinlichkeit  gleich 

w!p!         ^  ' 

▼erMhen,  wenn  es  in  der  That  u-mal  eingetroffen  und  v-mal  nicht  ein- 
getroffen wftre,  wofür  aber  nach  dem  Obigen  die  Wahrscheinlichkeit 

Mir! 
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i=QP    V^OD 


ist  Da  nan  aber  u  den  Werth  jeder  ganzen  Zahl  von  a  bis  oo  and  v 
den  Wertb  jeder  ganzen  Zahl  von  b  bis  oo  annehmen  kann  und  diese 
Annahmen  sich  gegenseitig  anssehliessen ,  so  verleiht  die  aufgestellte 
Hypothese  dem  beobachteten  Ereignisse  E  offenbar  eine  Wahrscheinlich- 
keit gleich 


jLj  ^  a\b\lu-a)\(V'-b)\' 
■1=«  0=6  ' 

Die  Wahrscheinlichkeit  m^  der  anfgestellten  Hypothese  ist  daher 
1)        aiz=  


Nao  ist  aber 


.=.,=.^   («-«)!(» -6) 


^"'^''^~-,q''-'q,'-'^''(l-xrdx 


=  (H+6)!(l-«)»(l-g,(l-x))-(-+»+» 


nnd  mitbin  ancb 


=  (l-;r)*2'|^3^«—«"(l-g,(l-«))-<-+»+' 
Ferner  ist  ^_.^ 

I  1  1  — «i  +  Si 


(a+6+I)(«+6+2)         g*a;* 


«.  '2!  (l-<7i +?,»)» 

1-i ^ ) 

=  («  +  &)!  a:«(l-g,  +  (g-,_g).T)-(«+»+«). 

Snbstitairt  man  die  soeben  unter  2)  nnd  3)  gefundenen  Ansdrttcke  in  1), 

" l)^^      „,  =,    a>«(l-g)*(l-g.  +  (g,-g)x)-««+*4-i)da; 

ix'il-xy  (!-«,  +  (?,  -«)»)-<•+»+"  rf« 
0 
Setzt  man  bierin  q^^O  nnd  9}  =  0,  so  folgt,  wie  es  sein  mnss, 
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0?«  (1  — a:)*rfa? 
1 


«>*=  — i ' 


ß 


0 

denn  in  diesem  Falle  sind  keine  die  Beobachtung  störenden  Ereignisse 
vorhanden,  also  alle  Beobachtungen  möglich.  Dasselbe  Resultat  erhält 
man ,  wenn  q  =  q^  ist. 

Soll  o«  ein  Maximum  werden,  so  muss 

aj«(l  -a?)»(l  ^q^  +  (^i  -^)ir)~^"+*+^^  =  Max. 
oder 

« b («  +  6+l)(g,-g)  ^  jj 

Die  letEtere  Oleichnng  reducirt  sich  auf 

5)  (?i  — ?)«'-(« ;>i  +  *p+?i -g)aj  =  -"«;>,» 

voraus 


folgt*     Sind   a   und   6   grosse  Zahlen,   so   kann    in  5)   ^i— (Z  =  0  gesetzt 
werden,  in  welchem  Falle  man 

7)  x  =  -^^- 

oder 


8) 


a 


1+1. 

P      Pi 
erh&lt 

Die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  »,  dass  die  Wahrscheinlichkeit  für 

das  EintrotVen  des  Ereignisses  E  innerhalb  der  Grensen  Qq  und  ^|  liegt, 

lli^al   sich   UQU   mit  Hilfe  des  Aasdruckes  für  o«  leicht  ermitteln.     Nach 

dem  Princlp  der  totalen  Wahrscheinlichkeit  ist  nimlich 

und  daher 

l 

Sind  «  und  ^  nur  klc^ine  Zaiilen«  so  fuhrt  die  directe  Integration 
tut  Bet^hnunir  von  m^  Anders  vi^rhSlt  e$  sich,  wenn  a  und  6  gross 
sind;  donn  in  dios^m  Falle  nui;^,  pint  wie  bei  Au^werthung  der  bestimm- 
ten Inte^rrmte  iu  K  au  NJ^herung^tormeln  ge^ritten  werden. 


/' 
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Wir  beachten  zunächst,  dass 


wenn 


10)  ^  =  Ä 

gesetzt  wird,  und  finden  damit  weiter 

ar«  (1  -ar)*  (1  -«1  +  (g'i-^)a:)-(«+*+')  dx 
1  (      ^      X (  ^""^  Y     ^^ 

~tl  +  ^)"(l-gi)*+*  +  *  Vl+Ä-x/    \         1  +  Äa:/    (1  +  Äa:)** 
Snbstituirt  man  diesen  Ausdruck  in  9),  so  folgt 


11)  0,  =  ?^ 


0 
Nach  einem  bekannten  Satze  der  Integralrechnung  ist  aber 

jn^)9>{^)dx=^f[a  +  B(ß-a)]Jq>(x)dx, 

a  a 

wo  €  ein   positiver  echter  Bruch   ist.     Wenden   wir  diesen  Satz  auf  11) 
an,  so  erhalten  wir 

9i 


rai+k)xy  /  __  {i+k)x\^    dx 

J   KlJ^kx)   \        l+kxj  (1  +  kx)^ 


r({i+fc)xy  /  _ {i+k)xy    dx 

J   \l  +  kx  /   \         1+kxJ  (l+k.^ 


:x)^ 
0 
Wird  nun 

1  +  ka:  '  1+k 

und 

i  +  ^[go+g(pi-go)] ^  1  .  / 

gesetzt,  in  welchem  Falle 
80  folgt  endlich 
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^1 


13) 


►  =  (1  +  0-^7 ' 


ip?enn 


1  =(J±^      1  _(l±^i 

'^  \+kQ,    '  '"     1+kQ, 

gesetzt  wird. 

Mit  der  Anfstellnng  der  Gleichung  13)  ist  unsere  Aufgabe  auf  eine 
bekannte   zurückgeführt    worden.     Behufs   der   numerischen  Berechnung 
von  09  schlagen  wir  aber  jetzt  folgendes  Verfahren  ein. 
1 

Nimmt  man  für    /z*(l  — 2)*d2  seinen  Werth  7 — ,  ,  ,'  .-r;  ^^d  setz* 
J  {o  +  b+l)l 

0 

a  b 

z  = /,      1  — 2  =  — +  <, 

wo  «  für  a  +  ^  steht,  so  folgt 


14)  «  =  (1  +  0 


,,  (*  +  l)Ia«6» 


-:-". 


4i^/('-l')'0+i')'- 


*   1 


Wir  stellen  jetzt  die  Gleichung 

anf  und  finden ,  wenn  beiderseits  die  Logarithmen  genommen  werden  nnd 
sodann  nach  t  differentiirt  wird, 

^— + ^  =  Ar,+2*,<  +  3V+  •• 

1--'       1+x' 
a  0 

Indem  man   die  linke  Seite  dieser  Gleichung  nach  steigenden  Potenzen 
von  i  entwickelt,  folgt 

-*t+7'+5''+-]''"[*~T'+6?'*"-]  =  '''  +  ^*»'''"^*»'*+- 

oder  reducirt 

woraus  sich  die  unbekannten  Coefficienten  k  ergeben,  nämliefa 
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^1  =  0, 

. f^^ 


Damit  folgt  aber 


"      1 


7-^ 


Fahrt  man,  um  abznkärzen,  die  Bezeichnang 


ein  und   entwickelt  den   nuter  dem  Integralzeichen  stehenden  Ansdrnek 
in  eine  Beihe,  so  folgt 


Entwickelt  man  die  in    den  Klammern    stehenden   Ausdrücke,   so  erhält 
man  endlich 
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7-^ 
16)   ^  =  ^l  +  i)^±ll^\   je   ^.*    dt 


7-'. 


L3.4.a*  4.5.a* 

~  (2.ir;6:^/>**'*''"2.4.7.a«6*'''+--7 

J.i.(        .    ...^ j9fll   I  »8  -10,9    I         ) 

;;::::::::::::::a. 

Soll  die  soeben  abgeleitete  Formel  zur  Berechnung  von  a>  brauchbar 
sein,  so  müssen  die  auf  der  rechten  Seite  stehenden  Reihen  för  die  In- 
tegrationsgrenzen  stark  convergent  sein.  Dies  ist  im  Allgemeioen  aber 
nur  dann  der  Fall,  wenn  für  die  Grenzwerthe  von  t 

Setzt  man  ein  sehr  grosses  s  voraus,  so  ist  der  Werth  dieser  Reihen 
nur  klein  und  kann  vernachlässigt  werden.  In  diesem  Falle  hat  man 
sodann 

Wird  jetzt 


8  * 


genommen,  so  geht  17)  in 


Vi 


über,  wo 


ist.     Nun  ist  aber  für  ein  grosses  s  angenähert 


mithin  endlich 
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-^^'■^'iÄ/^'^^-ÄA'i 


18) 
Id  den  Fällen,  -wo 


2ab\s      W 


>h. 


ist  die  Anwendung  der  Formel  16)  nicht  immer  ansgeschlossen;  allein 
sie  fahrt  sodann  auf  sehr  langwierige  Rechnungen,  die  es  vortheilhafter 
encheinen  lassen ,  lo  mit  Hilfe  der  mechanischen  Quadratur  nach  Formel 
13)  zu  bewirken. 

Am  Schiasse  vorliegenden  Abschnittes  möchte  ich  noch  darauf  auf- 
merksam machen,  dass  die  Einschränkung  der  Formel  16)  bez.  18)  auch 
fär  das  BernoulliWhe  Theorem  gilt,  so  weit  es  sich  auf  die  Wahr- 
scheinlichkeit von  Hypothesen  bezieht.  Es  genügt  also  nicht  allein,  wie 
DUD  bisher  fast  allgemein  angenommen  hat,  dass  s  sehr  gross  ist,  son- 
dern es  muss  noch  als  weitere  Bedingung  hinzutreten,  dass 

Ä(f-')"5' 

ist. 

Auch  ist  die  erweiterte  Formel,  welche  H.  Laurent  In  seinem 
„Trait^  du  calcnl  des  probabilit^s  *'  für  die  Wahrscheinlichkeit  von  Hypo- 
thesen giebt,  sowie  der  gleicnfalls  dort  abgeleitete  obere  Orenzwerth  für 
diese  Wahrscheinlichkeit,  wie  aus  einer  Vergleichung  mit  den  vorstehen- 
den Entwickelungen  sofort  folgt,  nicht  genau. 


Aufgaben  der  soeben  behandelten  Art  enthält  die  mathematische 
Statistik  in  grosser  Menge.     Hier  ein  einfaches  Beispiel. 

Eine  Gesammtheit,  deren  Glieder  nur  durch  Tod  ausscheiden,  be- 
steht nach  Wegrechnung  der  im  Laufe  des  Jahres  neu  aufgetretenen 
Activen  und  Invaliden  am  Schlüsse  des  Jahres  aus  250  invaliden  und  9750 
sctiyen  Personen.    Es  wird  mit  Rücksicht  auf  diese  Gesammtheit  gefragt: 

a)  nach    der    wahrscheinlichen   Anzahl    m    der  am    Anfange    des 
Jahres  vorhandenen   Activen, 

b)  nach  der  Wahrscheinlichkeit  o,  dass  m  von  der  wahren  Anzahl 
nicht  mehr  als  1  Procent  abweicht, 

c)  nach    dem   wahrscheinlichsten  Werthe  v   der  Wahrscheinlichkeit, 
am  Anfange  des  Jahres  invalid  zu  sein,  und 

d)  nach  der  Wahrscheinlichkeit  at\  dass  v  von  dem  wahren  Werthe 
ebenfalls  nicht  mehr  als  1  Procent  abweicht. 

Die  Lebens  Wahrscheinlichkeit  innerhalb  des  in  Betracht  kommenden 
Zeitabschnitts  sei  für  Active  /=:  0,99301  und  für  Invalide  /|  =  0,94870, 
während  die  Invaliditätswahrscheinlichkeit  t==  0,00124  sein  soll. 

Mtwhrifl  f.  Mftthenatik  n.  Physik  XICDC,  4.  y^^^^^^^ ^ ^A^ ^ 
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Auflosung. 

In  vorlieg^Dder  Aufgabe  bilden  das  Sterben  und  das  Invalidweiden 
die  Ereignisse,  welche  sich  der  Beobachtung  der  ursprünglich,  d.h.  der 
am  Anfange  des  Jahres  vorhanden  gewesenen  Activen  hindernd  in  den 
Weg  stellen.  Die  Wahrscheinlichkeit  p,  dass  jeder  Activitätsfall  beob- 
achtet werden  kann,  fällt  daher  mit  der  Activitätswahrscheinlichkeit  sn- 
sammen  und  ist  nach  Zenner 

1+/ 

Durch  Einsetzen  der  Werthe  für  /  und  t  in  diese  Formel  erhält  mau  fni 

die  Berechnung  von  m 

p  =  0,99177,     ^  =  0,00823, 

während  aus  der  Aufgabe  direct 

a  =  9750 

folgt.     Nach  I,  Formel  4  b)  ist  daher 

9750        ,  ^     ^    9750 
'l<m< 


0,99177      *^    ^  0,99177 
folglich 

m=9830. 

Ferner  hat  man  zur  Bestimmung  von  oo 

a  =  9830,    /5  =  80,    «0  =  80,    «i  =  98, 
womit 

und  nach  I,  Formel  22) 

1,08^. 
«~     10^ 

gefunden  wird.  Die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Anzahl  der 
in  der  That  am  Anfange  des  Jahres  vorhanden  gewesenen  Activen  nicht 
mehr  als  1  Procent  grösser  oder  kleiner  als  m  ist,  ist  somit 

"^^^ — W^' 

Für  die  Berechnung  des  wahrscheinlichsten  Werthes  »  der  Wahrschein- 
lichkeit des  Invalidseins  am  Anfange  des  Jahres  hat  man 

a  =  250,     6  =  9750. 
Die   Wahrscheinlichkeit  p,   dass  jeder  Invaliditätafall  (Ereigniss  S)  be; 
obachtet  werden   kann ,   föllt   hier   mit  der  Lebenswahrscheinlichkeit  der 
Invaliden  zusammen  und  ist  folglich 

p  =  0,94870,    g  =  0,05130, 
während  die  Wahrscheinlichkeit  p^,  dass  jeder  ActivitÄtsfall  (Emgnisß^) 
beobachtet  werden  kann,  nach  dem  Vorstehenden 
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Pi  =  0,99177,    ^1  =  0,00823 
ist.    Damit  folgt  nach  11,  Formel  7) 

v«  0,02611. 
Femer   ist,    da    «  vom  ip?ahreii  Werthe  nicht  mehr  als    1   ProcenC  ah- 
▼eichen  soll, 

^0  =  0.02585 ,     Q^  =  0,02637, 
während  nach  II,  10) 

^  =  -0,04540 

ist    Damit  ergiebt  sich  aber 

ilo  =  0,02471,     Xi  =  0,02520, 
sovie 

2^  (7-^0/=  0,01725.     ^(f-i.y=0,00821, 

womit  für  Yorliegenden  Fall  die  Anwendbarkeit  der  Formel  16)  bez.  18) 
QDter  II  erwiesen  ist. 
Da  nnn  ferner 

yo=:~  0,09058,    yi  =  0,13134 

gefunden  wird,  so  folgt  endlich  ans  II,  18) 

»'==  ^(1  +  «')  [0,14734  +  0,10192] 
oder 

©'=0,12463-0,00015^0» 
wo  ig<l  ist. 


U* 


XI. 
Ueber  die  KrnmTnnngsmittelpimkte  der  PolbahneiL 

Von 

Martin  Grübler, 

PriTAtdoc«Dt  In  Zürich. 


Hierzu  Taf.  VII  Fig.  1  u.  2. 


Im  Folgenden  sollen  die  Krfiromnngsradlen ,  sowie  die  Lagen  der 
Krümmnngsmittelpnnkte  der  Polbabnen  ermittelt  werden,  wenn  die  Be- 
wegung des  starren  ebenen  Systems  dnrcb  die  Enveloppen  (^|)  nnd  (e^ 
zweier  Systemcurven  (cj  nnd  (r,)  (Taf.  VII  Fig.  1)  gegeben  ist.  Sind 
JICj^  nnd  JITj  die  Krtimmnngsmittelpnnkte  der  Enveloppen  in  der  gegebeneD 
Lage  des  Systems,  C^  nnd  C^  diejenigen  der  Systemearven,  dann  liegt 
das  Momentancentram  (der  Pol)  der  angenblicklichen  Bewegung  bekannt- 
lieb  im  Schnitt  der  beiden  Berührnngsnormalen  iC^  B^  and  if^  B^.  Die 
Polbabntangente  MT  erbält  man  mittels  der  BobillierVchen  Construc- 
tion*,  indem  man  L  iC^MT=: L  IC^M N  anträgt;  die  zu,  MT  senkrechte 
Polbabnnormale  M  K^  bildet  mit  der  Geraden  K^  K^  einen  spitzen  Winkel, 
welcber  mit  ^  bezeichnet  werden  mag.  Ertheilen  wir  dem  System  eine 
anendlich  kleine  Bewegung,  derart,  dass  die  Berührungspunkte  /?,  nnd 
B^  nach  ß^^  beziehungsweise  ^j,  folglich  die  Centren  C^  und  C^  nacli 
C\^  beziehungsweise  C\  rücken,  so  wandert  das  MomentancentruB 
offenbar  auf  der  Polbabntangente  weiter  und  liegt  im  Schnittpunkte  /V 
der  benachbarten  Berührnngsnormalen  fixB\  und  K^B^.  Die  Polbahn- 
tangente  und  -Normale  im  Punkte  M'  findet  sich  wie  vorher  mittels  der 
Bobilli'er'schen  Construction ;  im  Schnittpunkte  K^  der  beiden  benach* 
harten  Polbahnnormalen  erhält  man  dann  den  gesuchten  Krümmnngs- 
mittelpunkt  der  sogenannten  festen  Polbahn,  d.  i.  des  geometrischen  Ortes 
der  Momentancentren  /V. 

Um  einen  Ausdruck  für  den  Krümmungshalbmesser  KpM^=q^  in 
erlangen,  gehen  wir  von  der  Relation 

da  =  Qp.dt 

♦  Vergl.  hierüber:  Aronhold,  Kinematische  Mittheilnngen.  Verhandlongen 
des  Vereins  zur  Beförderung  des  Gewerbfleissee  in  Preussen.    Berlin  1872.    S.  14i 
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AQüi  in  welcher  da  das  Element  MM'  der  festen  Polbahn  und  dr  den 
Contingenzwinkel  bezeichnet.  Weil  aber  während  der  unendlich  kleinen 
Lagenänderung  des  Systems  die  Gerade  i^jA",  ihre  Lage  beibehält,  so 
ist  dr^dß,  also  ^^ 

Qp'^do 
unter  Berücksichtigung  der  sofort  aus  Fig.  1  sich  ergebenden  Beziehnngfii 
^i^Vt^ß^   "i'=^9i'^ßy   ^^   welchen    qf^    und   q^^  ^^®  '°^  gleichen  Sinne 
gemessenen  Winkel  der  Strahlen  MIC^  und  MIC^  mit  der  Polbahnnormale 
bezeichnen,  erhält  man  daher  weiter 

1        dttj      dg>^      da^      dq>^ 

Qp^  da       da       da       da 

Ziehen   wir   uro  A^^,    bezw.  iT^   die   unendlich   kleinen    Kreisbögen  MIH\ 

Qod    MM\  (Fig.  1),    so    ist    offenbar    LM\MM'=(p^,    LM\MM'^q>^, 

folglich 

Il!!M\  =  da,cos(p^,     MM\^=:^da,cosq>^, 

Setzen  wir  ferner  MI^^  =  r^^  MK^^=r^  und  berücksichtigen,  dass 

MM^  =  rj^,da^^     MM^  =  r^,da^^ 

80  erbalten   wir  die  beiden  Beziehungen 

r^da^c=  da.cosgt^y     r^da^^s^da.cosgt^'i 

dorch  deren  Benutzung  gehen  aus  den  beiden  für  —  oben  gefundenen 
Ausdrücken  die  Relationen 

^.  dg>^ cosg>^        1         dg>^ cosq)^        1 

da  Tj  Qp        da  Tj         Qp 

bervor.  Die  Grössen  dq>^  und  d(p^  sind  nun  an  eine  Gleichung  gebun- 
den, zu  welcher  wir  auf  folgendem  Wege  gelangen. 

Ist  ff  der  Durchmesser  des  Wendekreises  für  die  momentane  Be- 
wegung des  Systems  und  setzt  man  MC^  =  R^^  MC^^R^^  so  bestehen 
bekanntlich^  die  beiden  Relationen 

tm  welchen  durch  Elimination  von  W  und  nach  Einführung  der  Abktir- 
»ingen  r^  —  ^i  ^=  Afj  (7j  =  ^j ,   r,  —  Ä^  =  K^  6,  =  q^  die  eine  Gleichung 

3)  ^2  r^  Ä|  cos  g)j  =  q^  r,  R^  cos  q)^ 

bervorgeht.  Differenziren  wir  dieselbe  und  ziehen  in  Erwägung,  dass  ^| 
ond  ^  constant  sind,  weil  die  Krümmungsmittelpunkte  C^  und  C^  während 
der  Quendlich  kleinen  Lagenänderung  des  Systems  sich  anf  Kreisbögen 
um  AT,,  beziehentlich  A^^  bewegen,  so  folgt  wegen  der  Beziehungen 

•  Vergl.  u.  A.:  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte.  2.  Aufl., 
1.  Thl.  S.  468, 
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d(fi  =  rfrj  ~  dR^  =  0,     /f pi  =  drg  —  d Äg  =  0 
die  Oleichnng 

=  ^i[(''2+  ^t)  ^^*  Vi  <*'•«  —  '•f  ^  **'"  Vi  ^Vj- 
Dieselbe  iSsst  sieb  jedocb  Yon  den  nnendlich  kleinea  Orösaen  befreieD, 
wenn   wir  benutzen,   dasB  üf^üf'esdr^,   M\M'^dr^  und  dass  ans  den 
unendlich  kleinen  Dreiecken  MM'M\  und  MM'M\  sieb 

dc.smtp^  =  il/\  Ar'=  dr,,     dcsintp^  =  ^'g  ilf' =  dr, 

ergiebt.     Man  erbftlt  dann  EunXcbst,  indem  man  die  Torstebende  Oleicb- 
ung  durcb  Pi^g.dtf  dividirt, 

und  nacb  Substitution  der  Werthe  1)  für  -P-  und  -^ 

^  da  da 


—  {-^— *  stn  op, ■ — -  sm  ©-> 


«  -^^—2  «fit  ^j  cos  (p.  — - — -  stn  9g  cos  9g + — •'  51«  9j  cos  9,  -  -^ stn<p^  cosifi, 

^iQi  ^%Qi  (fi  9% 

Diese  Gleichung  gestattet  aber  noch  weitere  Vereinfachungen.     Zufolgi 
3)  ist 

Tg  iL  Äj  ''i'^i  Äg 

-^--2  COf^i  =-^  C05  9g,        -^^ — -  C0S9g=  — ^C05  9i  I 

^i^t  ^1  ^%9i  Qi 

es  ergiebt  sich  daher  sofort 

—  {-=— 25111m- i — ^5moJ 

Qpl  9%  9i  1 

ri  +  2Ä.    .                      rg+2fig    . 
=  -* *  5tn9|  cos 9g ^^-= 2- *wi <pg  C05g>| . 

<^i  P»     ' 

Dividiren  wir   diese  Gleichung  mit  cosfp^.costp^  und  beachten,   da«  toi 

Grund  der  Relationen  2) 

r,R,    ^    TgÄg    ^^ 

^i^^^^'Vi      ft<?059g 

ist,  so  erhalten  wir  schliesslich 

TN           ^   .              .        ^      r.  +  iR.  ^             rg  +  2Äg  ^ 
la)  — (/on^j  — ten<)Pg)c= -i ^tofi^, = -tanq)^ 

9p  9i  9t 

als  Gleichung  zur  Berechnung  von  Qp. 

Der  Krümmungsradius  ^«  der  beweglichen  Polbahn,  also  des  geo 
metrischen  Ortes  der  Punkte  im  beweglichen  System,  welche  nacb  ein 
ander  Momentancentren  werden,  ergiebt  sich,  indem  wir  vorsiebeiidl 
Gleichung  auf  die  umgekehrte  Bewegung  anwenden.  Die  letztere  komi 
dadurch  zu  Stande,  dass  wir  das  bewegliche  System  zum  mhendel 
machen  und    umgekehrt,    dass  also   die  Punkte  iC  und  C  ihre  BoII« 
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wechseln.     DemgemiUs  haben   wir  in  Ja)   nur  r  mit  R  zu  vertauschen* 
and  erhalten  dann  sofort 

Ib)         — (Mg>i  — ton^^)  =  — ^ -tantp^^ -tan<p^. 

Subtrafairt  man  erstere  Gleichung  von  letzterer,  so  ergiebt  sich 

W  ( tan  cp,  —  tan  ©,)  ( )  =  -^ tan  q>, tan  qp« 

=  tan  g>^  —  /an  9  j , 
also  die  bekannte  Beziehung 

Qn      Qp       ^ 
welche  aussagt,  dass  der  Krümmungsmittelpunkt  der  beweglichen  Polbahn 
eine  Bahn   beschreibt,   deren  Krümmungsmittelpunkt  mit  dem  der  festen 
Polbabn  momentan  zusammenfällt;  denn  die  feste  Polbahn  kann  als  die 
Eoveloppe  der  beweglichen  angesehen  werden. 

Die  Gleichungen  la)  und  Ib)  erhalten  jedoch  eine  etwas  andere 
Gestalt,  sobald  das  Momentancentrum  M  nicht  ausserhalb  der  Strecken 
^iCj  und  ^2^2  li^g^  "^ie  111  Fig.  1  und  bei  der  Entwickelung  vorlKufig 
angenommen  wurde,  sondern  innerhalb  der  einen  oder  beider  Strecken, 
weil  die  Gleichungen  2)  Aenderungen  in  den  Vorzeichen  erleiden.  Um 
nun  nicht  in  den  verschiedenen  hier  möglichen  Fällen  die  Ausdrücke  für 
die  Krümmungsradien  der  Polbahnen  einzeln  aufstellen  zu  müssen,  for- 
men wir  die  Gleichungen  la)  und  Ib)  entsprechend  um,  beziehentlich 
bringen  sie  auf  eine  solche  Gestalt,  welche  von  der  erwähnten  Lagen- 
änderung des  Momentancentrams  nicht  beeinflusst  wird.  Substituiren  wir 
in  der  Gleichung  la)  auf  der  rechten  Seite 

1  W  1  W 


«0  erhalten  wir 

ans  dieser  Gleichung  entfernen  wir  mittels  der  Belationen  2)  die  Grössen 

-5-  uud  -K~«  wodurch  wir  finden,  dass 
«1  Ä, 


*  Für  die  umgekehrte  Bewegung  fUllt  bekanntlich  der  Wendepol  auf  die 
andere  Seite  der  Polbahntangente;  es  würde  demnach  in  Ja)  an  Stelle  von  91  und 
9>i  190^4-91,  bezw.  1800+ 9f  gesetzt  werden  müssen.  Da  jedoch  tan{iSO^  +  q>) 
=ton9,  Bo  hat  die  Lagenänderung  des  Wendepoles  auf  die  Gleichung  keinen 
EdnfluBs. 
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W  /3  1\  /3^\ 

=  3^(^-^)-((a»^;-/a«^.). 

folglich 

IIa)  1  ^  3  fsinfp^      sinq>^\       1 

Verstehen  wir  ia  dieser  GleichiiDg  unter  g>i  nnd  g>^  die  Winkel,  welche 
die  vom  Momentanceutrnm  M  nach  den  Krümmungsmittelpnnkten  iC^  und 
iT,  gesogenen  Strahlen  mit  dem  von  M  nach  dem  Wendepole  gezogenen 
Strahle  in  gleichem  Sinne  gemessen  einschliessen,  so  bleibt  dieGleichan^ 
IIa)  dieselbe,  welche  Lagen  C^  und  C^  gegenüber  ^  haben,  weil  die  Grossen 
R  in  ihr  nicht  auftreten;  sie  umfasst  demnach  alle  möglichen  FSlle. 
Durch  die  analoge  Umformung  geht  Ib)  über  in 

und  hierin  bezeichnen  <pj  und  fp^  dieselben  Winkel  wie  in  IIa). 
Setsen  wir  zur  Abkürzung 

3  fsinq>^      ^^9%\_  1 

so  bedeutet  in  der  Gleichung 

5)  1-1=J- 

r^  den  Abstand  des  Krümmnngsmittelpunktes  K^  der  Bahn,  welche  der 
mit  Kp  momentan  zusammenfallende  Systempunkt  beschreibt.  Charakte- 
ristisch ist  nun,  dass  sich  dieser  Punkt  K^  mittels  einer  sehr  einfachen 
geometrischen  Construction  finden  iSsst.  um  auf  diese  ConstnietioD 
geführt  au  werden,  formen  wir  zunächst  den  Ausdruck  für  r^  entspre- 
chend um.  Ziehen  wir  nftmlich  (Taf.  VII  Fig.  2)  MD±MN^  so  folgt  aos 
den  Dreiecken  MK^D  und  M&\D 

MD.coSB  MD.cost 


r,  = 


sin  0.  sin  au 

falla  zur  Abkürauog  LMND  =  f  gesetzt  wird;  andererseits  aus  den  Drei- 
ecken JC^MN  und  F^MiS 

Auf  Grund  der  Bobillier*8chen  Construction  ist  aber 
Z.  rJfiTi  =  Z.  Ä^ AI JV  =  90 *»-9,, 


Z.ir^Ä^=90«-.9>,; 
infolge  dessen  wird 

«j=r90«  +  f-y,,     «,  =  90«+€-.yi, 
demnach 
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sintp^     singf^  1 


{sin  (90  **  +  a  —  g>g)  sin  gt>^  —  sin  (90  ®  +  «  —  <pj)  sin  q>^) 
MD.coss 

cos  («  —  ^2^  **"  Vi  —  ^^*  ('  ""  <Pi )  ^^'J  V« 


und 
6) 


''o      'MD,{tan<f^  —  ian(p^)  Wd 

Sonach  ergiebt  sich  A^q  sofort,  indem  wir  9fD'=^MD  machen  and  durch 
/>'  eine  Parallele  zn  MN  ziehen;  dann  sind  die  Schnittpunkte  ATo^  und 
A'qi  derselben  mit  den  Strahlen  il/A",  und  M  ^2  ^^^  Projectioneu  des 
Punktes  I^q  auf  diese  Strahlen ;  damit  ist  aber  auch  A'q  bestimmt.  Sucht 
man  nun  in  bekannter  Weise  unter  Benutzung  des  Wendepoles  zu  ATq 
als  Krümmungsmittelpunkt  den  zugehörigen  Sjstempunkt,  so  ist  letzterer 
der  Krümmungsmittelpunkt  Jk'p  der  ruhenden  Polbahn.  Bestimmt  man 
ferner  zu  Fp  als  Krümmungsmittelpunkt  den  zugehörigen  Sjstempunkt, 
so  ist  letzterer  und  zwar  auf  Grund  der  Relation 

1-1— J- 

der  Krümmungsmittelpunkt  K^t  der  beweglichen  Polbahn. 

Selbstredend  l&sst  sich  Kn  auch  direct  ermitteln,  indem  man  den 
Punkt  Cq  aufsucht,  d.  i.  denjenigen  Systempunkt,  dessen  zugehöriges 
Bahnkrttmmungscentrum  sich  momentan  mit  Kn  in  Deckung  befindet. 
Bezeichnen  wir  den  Abstand  dieses  Punktes  C^  vom  Momentancentram 
mit  Rqj  so  ist  zufolge  IIb) 

worin 


1  ^  3  /sintp^      sinq>2\ 


gesetzt  wurde;  formt  man  letzteren  Ausdruck  in  ganz  ähnlicher  Weise 
mD,  wie  den  für  —9  so  erhält  man  schliesslich 

^""       We       ' 

falls  E  den  Schnittpunkt  der  Geraden  C^C^  mit  MD  bezeichnet  (Fig.  2). 
Man  findet  folglich  C^  in  ganz  analoger  Weise  wie  AT^,  indem  man  AtE 
in  drei  Theile  theilt  und  durch  den  ersten  Theilpunkt  E'  eine  Parallele 
zn  MN  zieht,  welche  letztere  die  beiden  Strahlen  MC^^  und  MC^  in  Cq^^ 
besw.  Cq2  schneidet;  die  Senkrechten,  welche  man  in  C^^  zu  ^I/Cq,  und 
in  Cq2  zu  MCq2  errichtet,  treffen  sich  auf  der  Polbahnnormalen  in  (7q, 
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Die  Constrnction  der  beiden  Punkte  Kp  nnd  Kn  kann  jedoch  noch 
weiter  verein facbt  werden  und  zwar  anf  Grund  der  folgenden  üeber- 
legnng.  Die  Krümmnngsmittelpankte  der  SyBtemcnrven  nnd  diejenigen 
der  Enveloppen  der  letzteren  anf  irgend  einem  Normalstrahl*  bilden  zwei 
perspectiviscbe  zusammenfallende  Punktreihen,  deren  Doppelpunkte  im 
Momentancentrum  vereinigt  liegen.  Verbinden  wir  die  Krümmungsmittel- 
punkte  der  Sjstemcurven  sftmmtlich  mit  B^  die  der  Enveloppen  mit  D 
durch  Strahlen,  so  erhalten  wir  zwei  perspectivische  Strahlbüschel ;  die 
einander  entsprechenden  Strahlen  schneiden  sich  folglich  auf  einem  Nor- 
malstrahl, dessen  Richtung  dieselbe  ist,  wie  die  der  correspondirenden 
einander  parallelen  Strahlen  in  den  Büscheln.  Die  Richtung  der  letzte- 
ren aber  ist  diejenige  der  Geraden  D'E^^  wie  spftter  gezeigt  werden  soll; 
es  reducirt  sich  deshalb  die  Construction  der  Krttmmungsmittelpunkte  der 
Polbahnen  auf  die  nachstehenden  einfachen  Operationen. 

Man  ziehe  MD  senkrecht  zu  AfiV,  mache  MD'=\MD  nnd  legedvrch 
D'  eine  Parallele  zu  MN.  Errichtet  man  in  den  Schnittpunkten  K^  und 
K^  der  letzteren  Geraden  mit  den  beiden  Normalstrahlen  MC^  und  MC^ 
Senkrechte,  so  schneiden  sich  diese  in  JP^,  einem  Punkte  der  Polbahn- 
normalen. Trifft  nun  die  Verbindungsgerade  von  K^  mit  D  den  durch 
M  parallel  zu  D'K^  gelegten  Strahl  in  G^  so  schneidet  die  Verbindnogs- 
gerade  EG  auf  der  Polbahnnormalen  den  Krümmnngsmittelpunkt  i"^  der 
festen  Polbahn  aus.  Den  Krümmungsmittelpunkt  K^^  der  beweglichen 
Polbahn  findet  man  dann  sofort,  indem  man  die  Gerade  DKp  bis  zu 
ihrem  Schnittpunkt  H  mit  MG  verlängert  und  die  Gerade  EH  sieht; 
letztere  schneidet  die  Polbahnnormale  in  AVr*  Natürlich  kann  man  mittels 
des  Punktes  C^  zuerst  auch  K^  und  dann  Kp  ermitteln. 

Wie  aus  dem  Vorhergebenden  ersichtlich  wird,  hat  die  Lage  der 
Punkte  By  und  B^  (Fig.  1),  in  denen  die  Sjstemcurven  ihre  Enveloppen 
momentan  berühren,  keinen  Einfluss  auf  die  Gestalt  der  Ausdrücke  IIa) 
und  IIb);  es  bleibt  folglich  die  hier  mitgetheilte  Construction  dieselhe, 
wenn  die  Punkte  B^  und  B^  mit  Cj,  bezw.  C^  zusammenfallen,  die  Be- 
wegung des  Systems  also  durch  die  Bahnen  zweier  Systempunkte  be- 
stimmt ist,  oder  wenn  By^  und  B^  mit  iTj,  bezw.  K^  sich  decken,  also  die 
Bewegung  dadurch  erzeugt  wird,  dass  zwei  Curven  der  beweglichen 
Ebene  immer  durch  zwei  feste  Punkte  gehen. 

Wenn   dagegen   die  beiden  Punkte  C^  und  C^  oder  K^  und  K^  ins 

1  ^  1 
Unendliche  rücken,  so  vereinfachen   sich  die  Ausdrücke  fitr  —  und  — 

9p  ^ 
ganz  erheblich,  weshalb  diese  Specialffille  hier  noch  Platz  finden  mögen. 


*  Wir  nennen  nach  Aronhold  {ibid,  8. 1S2)  jeden  durch  das  Momentancen- 
trum  gebenden  Strahl  der  beweglichen  Ebene  Normalstrahl. 
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1.  Sind  die  beiden  Sjstemcnrven  Geraden,  liegen  also  C^  und  C^ 
im  Unendlichen,  so  ist  i?j  =  /?,BsOD,  folglich  nach  2) 

Tj  =  —  fF.  COS  9| ,      Tg  =  —  fF.  €09  (p^ ; 

man  erhSlt  dann  ans  IIa) 

also 

W 

und  damit  ans  4)  „. 

^«  =  ~  '^• 

Diese  beiden  Resnltate  enthalten  den  Satz:  Wird  die  Bewegung  eines 
Systems  dadurch  erzeugt,  dass  zwei  Sjstemgeraden  Iftngs  zweier  gegebe- 
ner fester  Curven  gleiten,  so  liegt  der  Krnmmungsmittelpunkt  der  festen 
Polbahn  symmetrisch  zum  Mittelpunkt  des  Wendekreises  und  der  Krüm* 
mungsmittelpunkt  der  beweglichen  Polbahn  symmetrisch  zum  Wendepol 
in  Bezug  auf  das  Momentan  centrum. 

2.  Sind  die  beiden  Enveloppen  der  Sjstemcurven  gerade  Linien, 
fallen   also  K^   und  K^  in   das  Unendliche,   so  ist  r^ssr^soo,   folglich 

"**^^  ^^  Äi  =  Wcosq>y^ ,     Äg  =  ^ costpgj 

dann  ergiebt  sich  aus  IIb) 

1-A_i.-A 

d.  1. 

IV 

^^  =  "2" 

und  damit  aus  4) 

Wir  haben  also  den  Satz:  Wird  die  Bewegung  eines  ebenen  Systems 
dadurch  erzeugt,  dass  zwei  Systemcurven  längs  zweier  fester  Geraden 
gleiten,  so  liegt  der  Krümmungsmittelpunkt  der  festen  Polbahn  im  Wende- 
pol und  der  der  beweglichen  Polbahn  im  Mittelpunkt  des  Wendekreises. 
Ein  bekanntes  Beispiel  ffir  die  letztere  Bewegung  liefert  die  sogenannte 
Hypocykloidenbewegung  des  Cardano  (vergl.  u.  A«:  Schell,  Theorie 
der  Bewegung  und  der  Krftfte,  2.  Aufl.,  1.  Tbl.  S.  230).  Zwei  Punkte 
des  Systems  bewegen  sich  auf  gegebenen  Geraden;  es  fftllt  also  B^  mit 
Cj  und  B^  mit  C^  zusammen.  Da  in  diesem  besondem  Falle  ausserdem 
W  constant  ist,  so  sind  die  beiden  Polbahnen  Kreise,  deren  Radien 
gleich  dem  Durchmesser,  bezw.  dem  Radius  des  Wendekreises  werden.  — 

Mittels  der  gefundenen  Ausdrücke  fQr  die  Krümmungsradien  der 
Polbahnen  iSsst  sich  leicht  die  Frage  beantworten,  welche  Systembewe- 
gungen mit  einer  gegebenen  ausser  dem  Momentancentrum  die  Krüm- 
mungsmittelpunkte der  Polbahn  gemeinsam  haben.  Nennen  wir  in  Rück« 
sieht  auf  möglichste  Kürze  der  Ausdrucksweise  nach  Aronhold  {ibid. 
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S.  138)  jedes  Viereck,  welches  von  den  beiden  KrttmmangsmittelpQokten 
C^  und  C^  zweier  Syetemcnrven  und  den  Krttmmnngscentren  Ei  und  K^ 
ihrer  Enveloppen  gebildet  wird,  ein  Pol  vi  er  eck,  so  besteht  nDsere 
Aufgabe  in  der  Ermittelung  aller  Polvierecke,  bei  denen  das  Momentan- 
centrum  und  die  Krümmnngsmittelpunkte  der  Polbahnen  gemeinschaft- 
lich sind. 

Zunächst  wollen  wir  die  geometrischen  Eigenschaften  aller  derjenigea 
Polvierecke  aufsuchen,  deren  Eckpunkte  auf  zwei  gegebenen  Normal- 
strahlen liegen.  Wie  Aronhold  {ibid,  S.  146)  nachgewiesen  hat,  gehören 
die  einander  zugeordneten  Punkte  C  und  E  auf  zwei  Nonnalstrablen 
einem  coUinearen  System  an,  dessen  CoUineationsaxe  die  Gerade  MS 
(Fig.  2)  ist.  Es  schneiden  sich  folglich  die  Verbindungsgeraden  correspon- 
dirender  Punktepaare,  d.  h.  die  beiden  nicht  mit  den  Nonnalstrablen 
zusammenfallenden  Polvierecksseiten  sämmtlich  auf  der  Geraden  Mfi, 
Alle  derartigen  Polvierecke  haben  das  Momentancentrum  und  den  Wende- 
pol gemeinsam.  Diejenigen  Polvierecke  unter  ihnen,  welche  auch  die 
KrOmmungsmittelpunkte  der  Polbahnen  gemeinsam  haben,  besitzen  ausser- 
dem die  Eigenschaft,  dass  die  Verbindungsstrahlen  der  Punkte  C  des 
beweglichen  Systems  sämmtlich  durch  £,  die  Verbindungsstrahlen  der 
zugeordneten  Krtimmungsmittelpunkte  K  durch  D  geben  müssen,  dass 
also  die  beiden  nicht  mit  den  Normalstrahlen  sich  deckenden  Seiten 
jedes  solchen  Polvierecks  homologe  Strahlen  zweier  perspectivbcher  Strahl- 
büschel, deren  Trager  in  />,  bezw.  B  liegen,  sind.  Man  erkennt  die 
Richtigkeit  der  letzteren  Behauptung  wie  folgt.     Eliminiren  wir  aus  den 

drei  Relationen  4),  5)  und  7)  -->  so  erhalten  wir  die  beiden  Beziehungen 

FT 

^P       '"o      9m      9p       ^0      ^«       9n      9p 
aus  denen  sich 


^-*(ä-+7J'  ^--*U+;^) 


ergiebt;  sabstituiren  wir  hierin  die  ans  6)  und  8)  folgenden  Werthe  fttr 
—  und  -=->  80  finden  wir  die  Ansdrficke 

Berücksichtigen  wir,  dass  für  alle  Polvierecke  auf  denselben  Nonnal- 
strablen g>i  und  9}  dieselben  Werthe  haben,  so  erhalten  Qp  und  Qn  ^^^ 
selbe  Grösse  für  diejenigen  Polvierecke,  bei  denen  MD  und  ßSE  die 
gleichen  Werthe  besitzen;  Letzteres  ist  aber  der  Fall  bei  allen  Polvier- 
ecken, welche  die  vorerwähnte  besondere  Eigenschaft  aufweisen. 

Unter  diesen  Polvierecken  ist  das  dem  unendlich  fernen  Punkte  der 
CoUineationsaxe  MN  augeordnete,  nämlich  D^D^B^E^  (Fig.  2)  dadorch 
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ausgezeichnet,  dass  die  Eckpunkte  D^i  und  D^^  sowie  E^^  und  £"02  die 
Projectionen  eines  Paares  entsprechender  Punkte  D^^  E^  der  Polbahn- 
normalen auf  die  beiden  Normalstrahlen  sind.     Da  nämlich 

AMK^^K^cK^AMD^^D^r^^^ME^^E^, 
80  schneiden  sich  die  in  D^^  und  D^^^  bezw.  E^^  und  E^  zu  den  Normal- 
strahlen  errichteten  Senkrechten  auf  der  Geraden  ^AT^,  also  auf  der  Pol- 


bahn  normalen ; 

1 

ferner 

1 

ist 

cos(p^  cos<p^ 

COi 

q>j  COStp^ 

ME, 

MD, 

» 

ME 
1          1 
3Ä0     3r„~ 

1  _ 

MD 
1__ 
<fp 

1 

woraus  hervorgeht,  dass  D^  der  Krtimmuugsmittelpunkt  der  Bahn  ist, 
welche  Eq  momentan  beschreibt,  dass  also  D^  und  £"0  einander  entspre- 
chende Punkte  der  Polbahnnormalen  sind.  Beachten  wir  nun,  dass  DDq 
parallel  EB^  ist,  so  sind  die  letztgenannten  Geraden  die  beiden  einander 
zugeordneten  parallelen  Strahlen  in  denjenigen  perspcctivischen  Strahlen- 
bfischeln ,  welche  entstehen ,  wenn  wir  die  correspondirenden  Punkte  auf 
der  Polbahnnormalen  mit  />,  bezw.  E  verbinden.  Die  Richtung  der  Pro- 
jectionsaze  dieser  Strahlbtischel  ist  aber  diejenige  der  beiden  Parallel- 
strahlen; es  ist  folglich  die  Projectionsaze  MG  parallel  DDq,  bezw.  EE^^ 
und,  weil  auch  D'Eq  und  E'Cq  letzteren  Geraden  parallel  sind,  parallel 
//^Tq,  bezw.  E'Cq^  was  noch  nachzuweisen  war. 

Erwähnt  sei,  dass  die  beiden  Punkte  D  und  £,  welche  bei  der  Con- 
struction  der  Krttmmungsmittelpunkte  der  Polbahnen  die  Hauptrolle  spielen, 
kein  Paar  einander  zugeordneter  Punkte  auf  ihrem  Normalstrahl  bilden. 

Nachdem  wir  den  Zusammenhang  aller  der  Polvierecke  auf  zwei 
gegebenen  Normalstrahlen,  denen  die  Polbahnkrtlmmungscentren  gemein- 
sam sind,  festgestellt  und  dabei  gefunden  haben,  dass  die  Punkte  D  und 
E  diesen  Zusammenhang  vermitteln,  vermögen  wir  den  Zusammenhang 
zwischen  den  entsprechenden  Polvierecken  der  ganzen  Ebene  dadurch  zu 
finden,  dass  wir  die  geometrischen  Orte  der  Punkte  D  und  E  bei  sich 
ändernder  Lage  der  beiden  Normalstrahlen  aufsuchen.  Berücksichtigen 
wir,  dass  Qp  und  g„  dieselben  Werthe  behalten,  wenn  r^  und  Rq  sich 
nicht  ändern,  so  können  wir  diese  geometrischen  Orte  vermittelst  der 
Relationen  6)  und  8)  direct  angeben.  Aus  6)  folgt  ohne  Weiteres,  dass, 
wenn«  z.  B.  q),  variirt  und  q>2  constant  bleibt ,  der  Ort  des  Punktes  D  ein 
Kreis  über  M  D^^^  als  Durchmesser  ist.  Indem  wir  nun  ferner  noch  (p^ 
sieb  ändern  lassen ,  erhalten  wir  ein  System  solcher  Kreise,  deren  Durch- 
messer die  von  ^ausgehenden  Sehnen  des  über  M Dq  errichteten  Kreises 
sind.  Das  Analoge  gilt  vom  Ort  ^er  Punkte  E,  Die  zur  Festlegung 
der  Polvierecke  nöthigen  Projectionsaxen  MN  liegen  senkrecht  zu  den 
Strsblen  MD,  bezw.  ME. 
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nun  ist  aber: 


1 

*1^ 

^12»     «13 

+  jm(fj-6g)(flf„a 

23        «82«13)  =  2Ä* 

*2,     «22»     «23 

und  ebenso: 

*3»     «32»     «33 

1 

«11»    *n    '»la 

1 

«11»     «12 

»     *1 

«1^3- «3*^1  =  2ä* 

«21 1     'h »     «28 

»       «2«'l  -«^1^2  =  5^- 

«21»     «Si 

,    s^ 

weshalb  folgt: 

«31»   *3»    «sa 

«3!»     «32 

»     ^3 

^=r- 


4Ä^ 


«21»    «22»     «23»     »"^2 
«81»    «32»     «33»     'h 


*i »    *s »     *^: 


3» 


0 


Mit  Rücksicht  auf  1)  und  2)  ergiebt  sich  daher: 


ä«S«  =  -64^*fi«- 


^11  »     "12»    "18 
^21»     «22»    «23 


«31»     "sai    "83 


«11»  «12»  «13»  *1 

«21  »  «22 »  «23 »  "^2 

«31»  «32»  «33»  '^3 

^1»  -^2»  -'s»  Ö 


Bezeichnet  man   die   letzte  Determinante  mit   [a,5],   so   erhält   man  für 
den  Inhalt  F  des  betrachteten  Kegelschnittes  die  Beziehung: 

3)  .  F«  =  -64;r«/*Ä«[«3«:[^,ifP. 
Da  ferner: 

'»00  +  «n=«ll  +  «22  +  «83  +  2«28^'>«(*i-«3)  +  2«l8^''*(*3-«l)  +  2fli2^O*(«l-f2) 

=  fljj  +  «22  +  fltjg  —  2  «23  COS  tfi  —  2 a,3  cos ffj  —  2  «jj  cos ö- 
ist,  so  folgt  aus  1): 

4)  9(2  +  a3«=16y2Ä*(2«j3ro504  +  2a,3COif<T2  +  2a,2ro5(y3  — a„  — a^-ajj) 

X[a]:[a,sY. 

Eine  durch  die  Gleichung:  ®  i=  A,  X,  +  Ag -i^  +  A3 /ifj  =  0  dargestellte 
Gerade   trifft  den  betrachteten  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten,    für  deren 
Abstand  d  die  bekannte  Relation  (vergl.  Fi  edleres  Geometrie  der  Kegel 
schnitte  S.  529)  besteht: 

5)     d*  =  ß4R^J^[X^^  +  Xi''  +  X^^'^2X^k^cosa,-2kiX^rosG^-^2X^X^cosa^] 


X 


«II»     «12»    «13»    ^l 
«21»     «22»    «23»    ^ 

"31»     «32»     «38»    *8 
Aj  ,       Ag ,       A3 ,     ü 

Setzt  man  der  Kürze  halber 


«n»  «12»  «18»  *i»  *i 

«21»  «22»  «23»  ^2»  *2 

«31»  «32»  «33»  *3»  *3 

Aji  A2,  A3,  0,  0 

*1,  *2»  ^8»  ^»  0 


««• 

-«»«83  = 

=  f»u. 

<»11«M- 

—  <»1S'»IJ  = 

f4s> 

«mV 

•  +  «wV- 

-2«, 
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«18*     —  ^ll«38  =  f*22»  «1«*     —  «ll««=f*88i 


flf„ «18  -  «18 «23  =  f*18>        «33 ^12  —  «13 «23  =  ^12  » 
J*8*8  =  ^n  »       «38^1*  +  '^ll  V  -  2«i8«i  *s  =  '»'22> 
«11  h^  +  «22  *1*  -  2  «„  *i  *2  =  ^83  ; 
*l(—  «23*1  +  <'J3^'2  +  «12*3)  —  «11*2*3  =  »'28> 
*2  («28  *1  —  «18  *2  +  «12  *8)  "  «22  *1  *8  =  »'l3 » 
*3(«28*1 +«13*3  — «12*8^ -«33*1*2=^12' 

80  liefert  die  Entwickelnng  der  beiden  in  5)  vorkommenden  Determinan- 
ten die  Aasdrücke: 

[a,k]  =AiVn  +  Vf*22  +  V^33  +  2^A3f*^  +  2A,A3f*,3  +  2Aii,,*,„ 

^    [«,^,*l=V^ll+V^22+V»'38+2A,A3V,3+2Xi^3V,3+2i,A,V,2. 

Die   Coordinaten    des   Kegelschnittcentrnms    ergeben   sich    aus    den 
Gleichungen:  „^^^^  ^  ^^^jr^  +  ,^^^^  ^  ^,^  ^ 

«21  ^1  +  «22^2  +  «28^8  =  **2> 
«31^1  +  «32^2  +  «88^8  ==  **8 

QDd  man  erhält  hierfür  die  mit  einem  Proportionalitätsfactor  noch  su  mnl- 
tiplicirenden  Ausdrücke: 

^'l  ==  *lf*ll  +  *2f*12  +  *8f*lS» 
^'2  =  *1  f*12  +  *2  f*22  +  *8  f*28» 
^\  =  *1^18  +  *2^28  +  *8f*38- 

Zugleich  erkennt  man,  dass: 

=  *lVll  +  *2V22  +  *8V88  +  2*2*8f*23  +  2*1*8 f*18  +  ^^l^%l^l%  =  [«»  *] 

ist.  Wählt  man  nun  statt  der  oben  genannten  Geraden  @  den  zur  Seite 
Xj^  des  Fnndamentaldreiecks  parallelen  Durchmesser  des  Kegelschnittes, 
den  man  als  die  Verbindungslinie  des  Mittelpunktes  (-^'i,  X\y  X'^  mit 
dem  unendlich  fernen  Punkte  (0,  —$3,  s^  der  Seite  X^  betrachten  kann 
und  dessen  Gleichung  somit: 

X\  \X  2  *»  +  -^  8  *8)  —  -^8  '^  1  *2  —  ^8  -^  1  *8  *^  ^ 

wird,  so  erhält  man  ans  obiger  Beziehung  5)  die  Länge  d^  dieses  Durch- 
messers, wenn  man  darin  A,  =  5j  A^'j  +  53 -^'3 ,  l^  =  —  *2'^'i>  ^3  =  '~*s'^'s 
setzt.     Da  nun  auch  X^^=^[ay  s]--  s^X\  ist,  so  hat  man: 

V  + V+ V "~  2  A2A3  cosö^  —  2  Aj,  A3  cos  6^  —  2Ai  Aj  C0503 
=  [«,  5]«  +  V^'V  -  ^s^X\  [a,  s]  +  iriU*2*  +  *8*-25,53 cos6,-\ 

Femer  ist:       "^  ^  ^  ^^^^  ^^*^«  "^  ^*  ^^^^»^ ^'^"*  *^  "  **  ^'^^  ^  ^'''  ^^*' 

[«,  i]  =  ^11  ([«,*]- *1  O*  +  ^?(f*22*2*  +  f*88*8*  +  2f*,3*2*8) 

-2^\(Safi,j  +  j3,ii3)([flr,j]-SiA",) 

=  f*ll[«.  *]*  +  -»'?(*iVll  +  *2V22  +  *8V83  +  2*2*3f*23  +  2*l*8l»18 

+  2*i*2f*12)  -  2Z'Jö,5](«if^,+5jj|l*jj  +  53^^j) 

Oder:    =^i[«»  *1"  +  -^V[«.  *]  -  2irV[a,5]  =  [a,  .].(^,,[a,s] -^V) 

*      Z«itMhrill  C  Mathematik  a.  Phyalk  XXIX,  4.  15 
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Nun  sind  aber: 

^11  /*W  ~  ^2*  =  ^83  W  »       f*ll  f*88  -  f^ia"  =  ««  [«]  >       f*l2  ^18  -  f*ll  f4s  =  ««  W 

nnd  daher  wird: 

Die  Determinante  [a,il,s]  geht  über  in: 

=  v,i[a,5]»  +  ^V(Vvii  +  V^8«  +  V>'33  +  2*«*sV28  +  2*i*s*'is  +  2*iS,Vi,) 

-  2  A"i  [fl  ,  ä]  .  (Sj  V,i  +  5g  V„  +  ^3  V,3) 

=  »'u  [«>  ^]*  +  ^V[«>  *»  *]  -  2^',[fl,  «] -K vu  +  «jv,,  +  ÄjVja]. 

Da    aber    der   Ansdruck    s^Vn  +  s^v^^^  s^v^^^    sowie    die    Determinante 

[a,$,s],    welche   zwei   gleiche  Reihen   besitzt,    identisch   Nnll   sind,   so 

folgt: 

und  hiermit  ergiebt  sich  nach  5): 


7) 


rfi*  = 


^11  [« »  *]        V«3S  +  V««  -  2 *j5,a^ 


"n»  "12»  "18 

Ö21>    «22»    ^ 
^'Sl»    <»82»    «88 


"11*  "12  >    "181    *I 

«21»  «22»    «2S»   *2 

«81»  «82»    «88»   *8 

*1 »  *2 »      *8 »     " 


Ganz  ähnliche  Ausdrücke  erhält  man  für  die  Längen  d^  nnd  «#3  der 
mit  den  Seiten  Ä^  und  Ä^  parallelen  Durchmesser  des  Kegelschnitte«. 

Bezeichnet  man  mit  p^,  p,,  p^  die  senkrechten  Abstände  des  Kegel- 
schnittcentrums Yon   den  Seiten   des  Fundamentaldreiecks,  so  hat  man: 

Pi=^%Ä\,    Pi^xÄ\,    p^^%X\, 
und  da  stets: 

2y  =  Pi*i+ft5,+P8*8  =  *(*i^'i  +  *2-^'2  +  *8^"8)  =  «[«iO 
ist,  so  folgt: 

2JX\  2JX\  2JX\ 

Die  Verbindungslinie  der  Mitten  der  Seiten  X^  und  X^  des  Fnnda- 
mentaldreiecks  hat  die  Gleichung:  ^ iiX^'\- s^X^'\- s^X^=^Q^  die  dadurch 
auf  die  Normalform  gebracht  wird,  dass  man  sie  mit  dem  Ausdnicke: 

Qi  =  [(—  *i  ^ö*  «1  +  8g  co$  €j  +  «3  cos  fj)«  +  (—  *!  sin  «^  +  5,  5iw  B^  +  s^sin  f j)»]^ 
dividirt.     Nun  ist  aber: 

^1  ^  [*l'+ V  + V  ■"  2*253  COSCy^  +  2äj*8  C05ÖJJ  +  2Sy^S^  COSiS^^  s=  2*j 

und   daher  lassen  sich  die  senkrechten  Abstände  p\y  p\y  p\  des   Kegel, 
schnittcentrums  von  den  Seiten  des  Mittendreiecks  ausdrücken  darch: 
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Ps  =  27  ^*i'^'»  "•■  ^«'^'«  ■"  ^s^'»)» 
und  weil  hierfür  die  Beziehung  besteht: 

•^=  *i  P\  +  hP%  +  hP\  =  2  ^*' "^'^  ^  ** ^'*  "^  ** ^'^^  =  2  ["* '  *I » 
so  findet  man: 

'''» = ^1^]  ^*'  ^'' + *»^«  -  *8  -f 's). 

•  Will  man  nnn  das  bisher  Gefundene  auf  eine  beliebige,  dem  Fun- 
damentaldreieck einbeschriebeneElllipse  übertragen ,  welche  durch 
die  Gleichung: 

^  dargestellt  werden  kann,  so  hat  man  nur  zu  setzen: 

und  erhält  somit  hierfür: 

l*ii  =  **»  =  f*3S  =  Ö,    f*88  =  -2ai«aja3,  f»ia=  — 2o,*aia8,  ^,2  =  -2flf3*aia2> 

ferner: 

A'i  =  —  2  «1  aj  a3(Äj  03  +  53«,) , 

^  'i  =  —  2  «1  aj  ffj  (*,  «8  +  *3  «1 ) , 

-*"s  =  — 2aiaga3(5ia8  +  58aJ; 

[a,5]  =  — 4aiaja3(ofi*,J?3  +  aj5i58  +  a3Si*j); 

[a]  =  -  4a,»«,»of3»;     v„  =  (*2«8  +  *8«2)*» 

und  wenn  man:  o^s^s^  +  a^Sy^s^  +  a^s^s^^=zm  setzt,  so  findet  man: 

J  J  J  . 

Pl  =  Z"(*2«8  +  *8««)»      A'i  =  -  ('1  «3  +  *8«l)»      Pb='Z  (*1«S  +  *2«i)» 

wl  Wl  HI 


«ji»  '  «gm  '  53W 

Pfir  den  Inhalt  F^  der  Ellipse  ^0  erhält  man  somit  nach  3): 

Da  aber:  p^p^p\--^  J  = J  "      '«^'  «^  ^«^S^- 


m* 

15' 
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Hat  das  Centram  einer  beliebigen  einem  Dreieck 
einbescbriebenen  Ellipse  von  den  Seiten  des  Mitten- 
dreiecks die  Abstände  p'|,  p'%^p\  und  isti2  der  Umkreis- 
radins  des  erstereu  Dreiecks,  so  ist  der  Inhalt  der  El- 
lipse:   

10)  F,^2n}/Rp\p\p\. 
Ans  7)  ergiebt  sich: 

*        m  (5, 03  +  53«,)*  Pi^rn^  Pi^n*  «      1    '    . 

weshalb  folgt: 

Sind  />j,  P2>  Pi  ^'®  Abstände  des  Centrams  einer 
beliebigen  einem  Dreieck  einbescbriebenen  Ellipse 
von  den  Seiten  des  Dreiecks  und  d^y  d^^  d^  die  Längen 
der  mit  den  Dreiecksseiten  parallelen  Durchmesser  der 
Ellipse,  so  ist  ihr  Inhalt: 

11)  Fe^^  ^nd^Pi  —  ^nd^p^^ ^nd^p^. 
Zugleich  ergiebt  sich: 

12)  Die  zu  den  Dreiecksseiten  parallelen  Durchmesser  der 
Ellipse  verhalten  sich  umgekehrt  wie  die  senkrechten 
Abstände  ihres  Centrums  von  diesen  Seiten. 

Ferner  hat  man: 

13)  rfiV  +  ^«Vg*  +  rfs'Ps*=  48Äi>»'3. 

Die  Berührungspunkte  des  Kegelschnittes  i^e  mit  den  Seiten  des 
Fundamentaldreiecks  haben  die  Coordinaten  0,  «3,  a^;  03,  0,  or|;  03,  a^  0 
und  daher  hat  das  von  ihnen  gebildete  Dreieck  den  Inhalt: 

0,  «si  «2 


SjSjSj^J 


«8»  0>   «1 
«2»  «n  0 


woraus  sich  ergiebt: 

14)  Der  Inhalt  des  von  den  Bertthrungspunkten  der  dem 
Dreieck  einbeschriebenen  Ellipse  gebildeten  Drei- 
ecks ist: 

PiPtP» 

f        f        t 

Wäre  Ä,  eine  Parabel,   so   hätte   der  Quotient  ?J^.lEj  den  Werth 

P1P2P3 
Eins,  da  die  Grössen  p  alle  unendlich  gross  sind.     Daher  der  bekannte 

Satz: 

15)  Der  Inhalt  eines  von  drei  Parabeltangenten  gebildeten 
Dreiecks  ist  die  Hälfte  vom  Inhalt  desjenigen  Drei- 
ecks,  welches   die   drei   Berührungspunkte  bestimmen. 


Von  M.  Greinbr.  229 

Aus  4)  folgt: 

Um  die  geometrische  Bedeutung  dieses  Ausdrucks  ermitteln  zu  kön- 
nen, ist  Folgendes  vorauszuschicken:  Ist  die  Gleic^iung  eines  Kreises  in 
trimetrischen  Coordinaten  gegeben ,  so  kann  man  sich  dieselbe  durch  Ein- 
ffihrnng  der  Ausdrücke  für  Ä^^  2"^,  X^  in  rechtwinklige  Coordinaten  über- 
gefährt  denken,  so  dass  die  Kreisgleichung,  wenn  ar«,  y^  die  rechtwink- 
ligen Coordinaten  des  Kreiscentrums  und  q  den  Radius  des  Kreises  be- 
denten,  die  Form  annimmt: 

Denkt  man  sich  nun  in  dieser  Gleichung  an  die  Stelle  von  «  und  ^  die 
Coordinaten  ar^,  y^  eines  beliebigen  Punktes  gesetzt,  wodurch  man  erh&lt: 

so  stellt  der  Ausdruck  (^o'^^*")'  +  (yo'~^">)'  ^^  Quadrat  des  Abstandes 
der  Punkte  x^,  y^  und  a:^,  ym  vor  und  man  bat  somit  für  die  Länge  i 
der  vom  Punkte  x^y  y^  an  den  Kreis  gelegten  Tangente  die  Beziehung: 
17)  A^  =  x. 

Der  dem  Fundamentaldreieck  conjugirte  Kreis  hat  die  Gleichung: 

X^Sl  cos  Ö,  +  X^^S^  COS62  +  -^3**3  cos  (fj  =  0 , 

SS  ist  also  hierfür: 

l=:s^  cosci  ^o^h  +  h  cos  6^  cos^i^  +  «8  ^^«tfj  cos^  e^ 
oder  auch: 

A  =  5j  cosc^  sin^s^  +  s^  cos  6^  sin^B^  +  s^  cos  a^  sin^s^ 

und  daher  durch  Addition  beider  Gleichungen: 

2/ 

2iL  =  5j  cos^i  +  5j  co*tfg  +  53  coss^  =  —  • 

Ist  /  die  Länge  der  Tangente,   die  vom  Mittelpunkte  des  Kegel- 

•ebnittes ifiT,  an  jenen  Kreb  gezogen  werden  kann,  so  hat  man:  t'a-yx, 

wobei  die  Grösse   x  dadurch  erhalten  wird,   dass  man  in  der  Gleichung 
des  Kreises  statt  der  rechtwinkligen  Coordinaten  diejenigen  des  Mittel- 
punktes  von  Ke  oder  statt  der  Ausdrücke  2"^,  X^^  X^  die  Abstände  p^, 
h^  P3  des  Centrums  von  den  Seiten  des  Dreiecks  setzt.     Daher  ist: 
x  =  pj*5i  coso^  +Pa**a  cosc^+p^c^  cosa^ 

und  somit: 

^='—^{€t^^  +  a^^+a^*  +  2a^a^cosa^  +  2a^a^cosö^  +  2a^a^cos0^y^ 
»Iso  ist  nach  16): 
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»«+©«  =  <» 

and  es  ergeben  sich  die  bekannten  Sätze: 

18)  Die  Summe  der  Halbaxenqnadrate  eines  dem  Dreieck 
einbeschriebenen  Kegelschnittes  ist  gleich  dem  Qua- 
drate der  Tangente,  die  vom  Mittelpunkte  desselben 
an  den  dem^Dreieck  conjugirten  Kreis  gelegt  werden 
kann. 

Da   der   dem  Dreieck  conjugirte  Kreis  den  Höhenschnittpunkt  dei 
Dreiecks  zum  Centrum  hat,  so  folgt: 

19)  Die  Mittelpunkte  aller  einem  Dreieck  eiubeschriebe- 
nen  Kegelschnitte,  ffir  welche  die  Summe  der  Halb- 
axenqnadrate constant  ist,  liegen  auf  einem  Kreise, 
dessen  Mittelpunkt  der  Höhenschnittpunkt  des  Drei- 
ecks ist. 

20)  Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  einem  Dreieck  einbe- 
schriebenen gleichseitigen  Hyperbeln  ist  der  dem  Drei- 
eck conjugirte  Kreis. 

Betrachtet  man  nun  einen  dem  Dreieck  umschriebenen  Kegel- 
schnitt, dessen  Gleichung  ist: 

Ku  =  «1  X^X^  +  a^X^  X^  +  flj^j  -i,  =  0, 

so    hat    man    in    den    früheren   Entwickelungen   nur    a^^  =  ^n  =^  ^ss  ^  ^^ 
^23^=01,   aj3  =  a,,   a^g  s=  a^  zu  setzen  und  erhält  sodann : 

^'l  =  -  «1  (-  *1  «1  +  *8  ««  +  *8 «$) »     ^'>  =  -  «8  (*1  «1  -  *2  «8  +  *8  «s) » 
-^'s  =  -  «8  («1  «1  +  «2«8  -  *3«8)  . 

[«>»]  =  »i*ßi*  +  V'^s*  +  *s*  V  —  25g Sg  ajfl,  —  2*1  ^3  a^ «3  —  2*1  »3  a^a,, 
[a]  =  2fl,a3a3,     v„=- 20,5353. 
Setzt  man  der  Kürze  halber: 

—  W  -  h^^%    —  V«8*  +  253530303  +  ^SyS^a^Q^  +  25,5301  ÖTj  =«. 

—  5,01  +  5303  +  5303  =  ^,,    5,«,  — 5303  +  53(13 «P3,   *,ai  +  53a,-53a5  =  e,, 
so  werden: 

2^0.  (>,                     2Ja^Q^                    ^'fonQit 
p,  =  — 1-!-,      p.  =  — ^>      p, ^; 

^  , 1        p  «  —  —————  >         n  ^  ._ 

*  5,n  ^*  53«  '^^  53n 

und  daher: 

2*>    "^-47:^;^/  "»-4^^:^*  '''4^^;:^* 

Für  den  Inhalt  Fu  der  Ellipse  Afu  folgt  nun  aus  3): 

3  _  256liV^fi*Ol«fl3»S« 

''« ;j8  '» 

da  aber  nach  21): 
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ist,   so  ergiebt  Bich:      '^''^''^'      256J*Ba,W-s' 

Hat  das  Centrum  einer  beliebigen  einem  Dreieck 
umschriebenen  Ellipse  von  den  Seiten  des  Dreiecks 
die  Abstände  jc^,  p^^  p^  und  von  den  Seiten  des  Mitten- 
dreiecks die  Entfernungen  p\j  p\y  p\y  und  ist  R  der 
Umkreisradins  des  Dreiecks,  so  hat  man  für  den  Inhalt 

der  Ellipse:  , 

/      R 
22)  ^«  =  «PlP8ftZ/-7— 7— ;-• 

Ans  7)  folgt: 

daher   ergiebt  sich: 

Für  die  Längen  d^^  d^^  d^  der  mit  den  Dreiecksseiten 
parallelen  Durchmesser  einer  dem  Dreieck  umschrie- 
benen Ellipse  bestehen  die  Beaiehungen: 


23) 

Da  ferner: 


^"^      P\  '''      P\  «""      P\ 

^^^'^^'^  ""      P\P\P\  S^ 


ist,   80    folgt: 

Der  Inhalt  der  dem  Dreieck  umschriebenen  Ellipse 
ist  auch: 

24)  F,  =  '*"•"•''' 


8Ä 


L>ie  Tangenten  des  Kegelschnitts  A'u  iü  den  Eckpunkten  des  Drei- 
ecks  baben  die  Gleichungen: 

und  die  gegenseitigen  Schnittpunkte  dieser  Tangenten  haben  daher  die 
Coordinaten  — '^1»  ^39  ^s;  ^1»  -^^gi  ^s;  «ii  ^gi  —^3  ^i^d  bilden  ein  Dreieck, 
ftir  dessen  Inhalt  /lu  man  hat: 

—  «11      fl«»        «8 


^«  =  *,^j53y. 


»1» 


-«2. 


— fl« 


:^1^2^8' 


As^s^s^Ja^a^a^i 


8  g^  gg  03  ^t  ^g  ^8  p\  p\  p\ 


somit   ist: 
25) 


P\P%P% 


Aus   4)  folgt  in  diesem  Falle: 


A  _  ^  .  P\P%Pz 
^u  —  IT  "7 — j — r 
2    PiP%P^ 


26)       4*  +  ©*=- 


64ÄV«fl,flg/i3 


(öj  COSCJj  +  Öj  COSC^  +  «3  CO^Jj). 
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Der  Neanpanktkreis  des  Fündamentaldreiecks  hat  bekanntlich  die 
Gleichung : 

Z,**,  CO801  +  Z,* *,  cosa,  +  Z»*5»  cosa^  —  ^j  A', Z^  —  s^ X^ Z,  —  s^Xx^x  =0, 
daher  sind  die  Coefficienten  von  x*  and  y*  dieser  Gleichung: 

1  s=  «I  CO«  tfj  C0^£|  +  «t  ^o^^i  COf'f,  +  $^  COSÖ^  CO^Si  ~~  ^1  COSif  CO»  €, 

—  «,  cos  «i  CO*  e,  —  *,  co*f,  CO*  e, 
und 

X=s*,  CO*  01  *m'S|  +*,  CO*  <lt^'Ct  + ^8^^' ^t^^^^'t"^!  ^ff  ^<^s 

—  *t  *wt  *|  *tii  B^  —  *g  *t«  *|  sin  f g , 
daher : 

21  =  *i  CO* 01  -f-  *8  co*0,  +  *,  coso^  —  *,  co*(f^  — *,)  —  *t  co*(c,  — f|) 

—  *,co*(«i-«,), 
woraus  folgt: 

2/ 

A  =  *,  CO* 01  +  *,  cosa^  +  *,  cosc^  =  —  • 

Ist  /  die  Länge  der  vom  Centrum  des  Kegelschnittes  Kn  an  den  Neun- 
punktkreis gehenden  Tangente,  so  hat  man: 

^  =  27*' 
wobei:     . 

«  =  Pl'»l  CO*0,  +  ft**,  COSOt  +p/  *|  CO»0,  —  SxPtPt  —  «t/^lPs  —  *lPf  Pt 

oder: 

*-  n«  r"*'  ^'     27;^;    +'•''•  ^'    2*.*,    +''^'  ^'  ""jTm" 

—  *,«,«,  ^,^,  —  *t  «la,  ^,  ^,  —  «t  «Vi  ^t  ^1  ^  t 
also :  "* 

+  «.*  («1  «I  ^1  -  *t  flf  ^t)*  -  «/  «•*  ^1*]. 
Nun  sind  aber: 

—  *, o, ^,  +  *,tf,p,  +  *,a,^,  =  ei^.     *i«i ^1  —  *t«t^  +  s^^t9t  =  9t  est 

*i  «t  ^1  +  «t«f  ei  —  ^•«•^8  =  ^1  ^ 
und  es  wird  deshalb: 

Da  nun:  . 

o  ^  «  _  P\PtP%^ 

und 

*,*  ^,  +  *,* ^,  +  *,*  ^,  s  2  *,  *,  *,  (a,  cos  0,  +  a,  CO*  0,  +  ä,  co*  0,) , 

so  ist|  abgesehen  voH  dem  Vorzeichen: 

jk      ^PiPtPt^  / 
^  4fl  fua  y  ^''*  ^^' ^*  ■*"  ^*  ^^* ^*  ■'"  **•  ^^* ^*^' 

Mit  Rücksicht  auf  26)  und  21)  geht  nun  hervor: 
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Die  Summe  der  Halbaxenqnadrate  eines  dem  Drei- 
eck umschriebenen  Kegelschnittes  lässt  sich  durch  die 
Abstände  seines  Mittelpunktes  von  den  Seiten  des 
Dreiecks,  sowie  durch  die  Abstände  desselben  von  den 
Seiten  des  Mittendreiecks  und  durch  die  Länge  der 
Tangente,  die  vom  Centrum  an  den  Neunpunktkreis 
des  Dreiecks  gezogen  werden  kann,  auf  folgende  Weise 
ausdrücken: 

27)  fUf  +  ^f^f.Plfll^. 

P\PtPt 
Zugleich  geht  hieraus  hervor,  dass  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte 
aller    einem  Dreieck   umschriebenen    gleichseitigen  Hyperbeln   der  Neun- 
ponktkreiB  des  Dreiecks  ist,  weil  hierfür  %'  +  93'  =  0  wird. 

£in  dem  Dreieck  conjugirter  Kegelschnitt  hat  die  Gleichung: 
weshalb : 
2a  setzen  sind;  und  man  hat  daher: 

AT  j  =  — .?!  ^j  -4, ,     -<»  j  =  —  s^A^A^y     A  8  =  —  SfAfAf] 
[a,  5]  =  —  {s,*A^  A^  +  V  A,  ^3  +  *,«  J,  ^,),     [a]  =  A,  J,  A^ 

and  »    -wenn  man : 

«,*  A^  A^  +  $^ A^  A^  +  s^Ai  A^^u 
setzt 9    80  werden: 

2sxA^J^J  is^A^A^J  2s^A^A^J 

Für   den  Inhalt  Fe  der  Ellipse  IC^  findet  man  somit  nach  3)  die  Beziehung! 

_,      ßiT^J^R^A.'A^^A^^ 

^c  = -s ; 

weil    aber: 

32RJ*A,*A^^A^* 

PtPtP8  =  ^ 

ist,    so  ergiebt  sich  der  von  Faure  bewiesene  Satz: 

Der  Inhalt  einer  dem  Dreieck  conjugirten  Ellipse  ist: 

28)  Fe  =  7r/2Ä/>,i^p,. 
Aus  7)  folgt: 

,^       UiePA.A^A. 

da   aber:  ^  ^ 

so   ist,  wenn  man  mit  Ä|  die  zur  Seite  5|  gehörige  Höhe  des  Fundamen- 
taldreieeks  bezeichnet: 
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'  5|ii»(p|-A,)  p,-Ä,  ' 

mit  Rftcksicht  auf  28)  folgt  somit: 

Hat  das  Centrnm  einer  beliebigen  einem  Dreieck 
conjngirten  Ellipse  von  den  Seiten  des  Dreiecks  die 
Abstände  p,,  Pf^  p,  nnd  sind  ferner  A|,  A«,  h^  die  Höben 
und  R  der  Umkreisradins  des  Dreiecks,  so  bestehen 
für  die  zu  den  Dreiecksseiten  parallelen  Durchmesser 
^19  ^S9  ^z  dof  Ellipse  und  für  deren  Inhalt  F^  die  Be- 
ziehungen: 
rfi'(P.-Ä,)  =  8Äp,p,,    «',*(p,-A,)  =  8Äp,/i„    rf,'(Ps-Ä,)  =  8Äp,;^,; 

29)  F,«=  J  (//p,  (p.  -Ä.)  =  I  rf,«/i,  (p,-.Ä,)  =  J  c//p,(p,-M. 
Ferner  folgt  ans  4) 

30)  T  +  Sß*  =  -^-^^^^^^^^*{A,  +  A,  +  J,). 

Der  Umkreis  des  Dreiecks  hat  die  Gleichung: 

und  die  Coefficienten  von  a'  und  ^*  dieser  Gleichung  sind: 

A  =  5,  C05  ft  cos  e,  +  5,  co^  e,  cof  e^  4~  ^i  ^^^  ^i  ^^^  ^t  i 
X  =  s^  sin  {,  ftn  e,  -f  Sf  sin  ti  sin  e,  +  s^  sin  e,  sin  e^ , 

daher: 

27 

2A  =  —  5,  co^tf,  —  5,  co*a,  —  5,  co«tf,  =  — ^  • 

Für    die  Länge    /   der  vom  Mittelpunkt   des   Kegelschnittes   ÜTc  *n  den 
Umkreis  gezogenen  Tangente  hat  man  somit: 


wobei : 


I                     •                          ^S^SfS^J    A^  A^  Af  t  .     %     ^1      -  \ 
X  =  5,  p,  p,  +  ^,  p,  p,  +  5,  pi  p,  = (^,  +  ^t  +  ^l)  1 

es  wird  also  nach  30): 

d.  h.: 

31)    Die    Summe    der    Halbaxenquadrate    eines    beliebiges 
dem  Dreieck  conjugirten  Kegelschnittes  ist  gleich  dem 
Quadrate  der  von  seinem  Centrum  an  den  Umkreis  des 
Dreiecks  gelegten  Tangente. 
Es  liegen  daher  auch  die  Mittelpunkte  der  einem  Dreieck  conjngir- 
ten Kegelschnitte,  wofür  die  Summe  der  Halbaxenquadrate  constant  ist, 
auf  einem  Kreise,  der  das  Umkreiscentrum  des  Dreiecks  zum  Mittelpunkt 
hat,  und  die  Mittelpunkte  aller  einem  Dreieck  conjngirten  gleichseitiges 
Hyperbeln  befinden  sich  auf  dem  Umkreise  des  Dreiecks.  — 
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Ist  ein  Dreieck  und  ein  beliebiger  Punkt  p  gegeben  und  wählt  man 
denselben  als  Mittelpunkt  von  drei  Kegelschnitten  K^^  Kg  und  A^c»  welche 
dem  Dreieck  beziehungsweise  umschrieben,  einbeschrieben  und  conjugirt 
sind,  so  haben  in  den  Formeln  10),  14),  22),  25)  und  28)  die  Grössen 
P\^  P%y  Psy  p'it  p'ty  p\  gleiche  Wertho  und  es  ergiebt  sich  zunächst  aus 
10),  22)  und  28): 

32)  Hat  man  drei  concentrische  Kegelschnitte  A'u,  &'e  und 
ILcj  wovon  der  erste  einem  gegebenen  Dreieck  umschrie- 
ben, der  zweite  demselben  einbeschrieben  und  der 
dritte  dem  Dreieck  conjugirt  ist,  so  besteht  für  die 
Inhalte  dieser  Kegelschnitte  die  Beziehung: 

Aus  14)  und  25)  folgt:  K^K^Fe. 

33)  Ist  von  zwei  coucentrischen  Kegelschnitten  der  eine 
ÜT«  einem  Dreieck  umschrieben,  der  andere  Ke  demsel- 
ben einbeschrieben,  so  ist  der  Inhalt  des  Dreiecks  das 
geometrische  Mittel  zwischen  den  Flächen  jener  bei- 
den Dreiecke,  welche  von  den  Berührungspunkten  des 
Kegelschnittes  ^e^^^  ▼oi^  ^en  Tangenten  des  Kegel- 
schnittes^» in  den  Eckpunkten  des  gegebenen  Dreiecks 
gebildet  werden;  d.  h.: 

Ausserdem  hat  man  noch  die  Relationen: 

34)  F„:^^  =  y:^^  =  ^^«:/. 

Ist  die  Lage  des  Punktes  P  eine  derartige,  dass  ein  Paar  der  drei 
concentrischen  Kegelschnitte  inhaltsgleich  wird,  so  sind  alle  drei  Kegel- 
schnitte flächengleich;  zudem  haben  alsdann  die  beiden  Dreiecke  Je  und 
^n  mit  dem  gegebenen  Dreieck  gleichen  Flächeninhalt.  Der  erwähnte 
Fall  tritt  aber  dann  ein,  wenn  für  den  Punkt  P: 

PiPtPt^'^p'xP'tP't 
ist.     Bezeichnet  man    die  Coordinaten   von  p  mit  A", ,  X^^  X^  und   den 
Ausdruck  s^X^^  s^X^  +  s^X^  mit  ®,  so  hat  man  zufolge  8)  und  9): 

45,5,5,ir,A^,i:3  =  (®-.25,Z0(®-2s,Z,)(®--2saZ3) 
and  es  wird  daher  die  Gleichung  des  geometrischen  Ortes  für  den  Punkt  P: 

-H2*,5t*,Z,Z,A',  =  0. 
Da  aber  die  Gleichung: 

V^i*  +  V-V  + V^.*-  2^,s,2r,;5r,-  25,*,z,-i^,  -  2if,5,z,^,  =  o 

denjenigen  Kegelschnitt  darstellt,  welcher  die  Seiten  des  Dreiecks  in 
ihren  Mitten  berührt,  so  berührt  auch  die  Curve  V  die  Seiten  des  Drei- 
ecks in  ihren  Mitten  und  enthält  überdies  noch  die  unendlich  fernen 
Punkte  dieser  Seiten. 
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Zugleich  folgt  mit  Rficksicht  auf  27): 

35)  Wählt  man  einen  Punkt  P  der  Curve  ü  als  Mittelpunkt 
eines  dem  Dreieck  umschriebenen  Kegelschnittes  K^ 
und  bezeichnet  die  Länge  der  vom  Punkte  P  an  den 
Neunpunktkreis  des  Dreiecks  gelegten  Tangente  mit/, 
so  ist  die  Summe  der  Halbaxenquadrate  des  Kegel- 
schnittes Ku  gleich  2/'. 

Betrachtet  man  einen  Punkt  M  als  den  gemeinsamen  Mittelpunkt 
zweier  Kegelschnitte  Kg  und  ÜT«,  wovon  der  eine  dem  Dreieck  einbeschiie- 
ben,  der  andere  demselben  conjugirt  ist,  so  müssen,  im  Falle  für  beide 
Kegelschnitte  die  Summen  der  Halbaxenquadrate  gleich  gross  sein  sollen, 
die  vom  Punkte  M  an  den  dem  Dreieck  conjugirten  Kreis  und  an  den 
Umkreis  gelegten  Tangenten  nach  18)  und  31)  gleich  lang  sein,  weshalb 
M  der  Potenzlinie  beider  Kreise  angehören  muss. 

Sei  U|  Xi  +  Ut^t  +  <^t^t  =  0  die  Gleichung  dieser  Geraden,  so  hat  man: 
X  (*,  Ai  A',  +  5,  Aj  A,  +  5,  Aj  A,)  + 1  ( A,**,  cos  a,  +  A,'«,  cos  a,  +  A,*5,  cos tf,) 
=  |[A(Ä,jr,  +  ^,A',  +  j,Z,).(M,A',+M,Ar,  +  M,Z,), 

woraus  folgt: 

tii :  tit :  Ms  =  ^^^  ^1 :  cosct :  cosc^ . 

Es  ist  daher  die  Gleichung  der  genannten  Potenzlinie: 

A",  COSCi  +  -^t  cosc%  +  Z,  CO* 03  =  0,  _ 

welche  als  die  Harmonikale  des  Punktes  H  = 1  •  >    näm- 

cosa^     cosCf    cosa, 

lieh   des   Höhenschnittpunktes  des  Dreiecks   «r,2^,  A",   angesehen  werden 

kann,  weshalb  sich  ergiebt: 

36)  Wählt  man  irgend  einen  Punkt  der  Harmonikale  des 
Höhenschnittpunktes  eines  Dreiecks  als  Centrum 
zweier  Kegelschnitte,  wovon  der  eine  dem  Dreieck  ein- 
beschrieben, der  andere  demselben  conjugirt  ist,  seist 
für  beide  Kegelschnitte  die  Summe  der  Halbaxenqua- 
drate gleich  gross. 

Das  Mittendreieck  ist  mit  dem  gegebenen  Dreieck  ähnlich  und  ähn- 
lich-liegend,  und  der  gemeinschaftliche  Schwerpunkt  S  beider  Dreiecke 
ist  ihr  Aehnlichkeitspunkt;  alle  Strecken  des  Mitten dreiecks  verhalten 
sich  zu  den  entsprechenden  Strecken  im  gegebenen  Dreieck  wie  1:2. 
Jedem  Punkte  P  des  Dreiecks  entspricht  ein  ganz  bestimmter  Punkt  Q 
im  Mittendreieck  derart,  dass  der  Schwerpunkt  auf  der  Verbindungslinie 
beider  Punkte  liegt  und  von  P  doppelt  so  weit  entfernt  ist  als  von  0» 
Daher  sind  die  Abstände  pi,  Ps>  Pt'des  Punktes  P  von  den  Seiten  des 
Dreiecks  doppelt  so  gross  als  die  Abstände  g,,  g\^  q\  des  Punktes  Q 
von  den  Seiten  des  Mittendreiecks.  Bestimmt  man  nun  einen  Kegel* 
schnitt,  der  P  zum  Centrum  hat  und  dem  Dreieck  conjugirt  ist,  so  bat 
man  für  seine  Fläche  P«  nach  28):   P«  =  n;  j/2Ä/?|ftp,;  wählt  man  ferner 


Von  H.  Oreinbb.  237 

Q  znm  Mittelpuiikt  eines  dem  Dreieck  einbeschriebenen  Kegelschnittes, 
80  ist  dessen  Fläche  Qg  nach  10):  Qe=^inj/Rq\  q\ q\ ;  weil  aber  q\ 
=  fPM   ^'t^=\Pt^  ^'s^^Ps)   60  folgt:   /'e  =  2 (^«  und  man  hat  den  Satz: 

37)  Bestimmt  man  zu  dem  Mittelpunkte  eines  dem  Dreieck 
conjngirten  Kegelschnittes  den  entsprechenden  Punkt 
im  Mittendreieck  nnd  wählt  diesen  als  Centrnm  eines 
dem  Dreieck  einbeschriebenen  Kegelschnittes,  so  ist 
der  Inhalt  dieses  Kegelschnittes  halb  so  gross  als  der 
Inhalt  des  ersteren. 

Der  Höfaenschnittpnnkt  des  Dreiecks  hat  znm  entsprechenden  Pnnkt 
im  Mitten dreieck  das  Umkreiscentrum;  berücksichtigt  man  ferner,  dass 
der  dem  Dreieck  conjngirte  Kegelschnitt ,  welcher  den  Höhenschnittpunkt 
znm  Centrum  hat,  der  conjngirte  Kreis  ist,  so  folgt  nach  37): 

38)  Die  Fläche  des  einem  Dreieck  conjngirten  Kreises  ist 
doppelt  so  gross  als  die  dem  Dreieck  einbeschriebene 
Ellipse,  welche  das  ümkreiscentrnm  zum  Mittel- 
punkt hat. 

Da   dem  Umkreiscentrum   im  Mittendreieck   das  Neunpunktkreiscen- 
tram  entspricht,  so  ergiebt  sich  auch: 
89)   Die  mit  dem  Umkreise  concentrische  dem  Dreieck  con- 
jngirte Ellipse   ist  doppelt  so   gross,    als  die  mit  dem 
Neunpunktkreise    concentrische    dem    Dreieck    einbe- 
schriebene Ellipse. 
Jeder  Kegelschnitt,  der  mit  einem  dem  Dreieck  umschriebenen  und 
durch    die    Gleichung    Ku  =  «i  X^  JT,  +  a,  X^  Z,  +  a,  A",  J,  =  0    gegebenen 
Kegelschnitt  homothetisch  ist,  lässt  sich  durch  die  Gleichung  darstellen: 

a,X^X^  +  a^X,X.  +  a.X,X,  +  (s,I,  +  $^X^  +  s,X,)[^,X,+i^X^  +  ^,X,)^{i. 

Soll  dieser  Kegelschnitt  aber  überdies  noch  dem  Dreieck  conjugirt  sein, 
80  müssen  die  Beziehungen  bestehen: 

woraus  man  erhält,  wenn  man: 

-«t*|+«i*t  +  ö|*8  =  Pl»      «1*1  —  flt*8  +  ö|*t  =  ^tl       «1*1   +«2*1  -«8*8  =  ^8 

setzt: 

fA,  :^,:^,  =  s,^,:5,^,:*s^,. 

Daber  ist  die  Gleichung  des  mit  K^  homothetischen  und  dem  Dreieck 
coQJugirten  Kegelschnittes: 

Der  Mittelpunkt  P  dieses  Kegelschnittes  hat  aber  die  Coordinaten: 
*t*f^pB>  *i*8^i^t)  *i*t^i^f>  weshalb  seine  Abstände  p, ,  pti  Pz  ^0°  clen 
Seiten  des  Dreiecks  die  folgenden  sind : 
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p,  = ^:^Mi 

Das  Centrum  Q  des  Kegelschnittes  K^  bat  die  Coordinaten  a^q^^  fi^^y 
^8^8*   ^  ^^^^  dessen  Abstände  von  den  Seiten  des  Mittendreiecks  sind: 


?'8  = 


*1 1*1  «1 9\  +  *2««  9t  +  *8«8  ^3) 

JQi9% 


Da  aber: 
ist,  so  folgt: 


h^h^i  9i  +  *8««?2  +  h^9s) 
QiQs  +  9iQz  +  QiQ%  =  *i  «1  Qi  +  «j  ««  92  +  h  «8  ?8 

nad  somit  hat  man  nach  37)  den  Sats: 

40)  Bestimmt  man  zu  einem  dem  Dreieck  umschriebenes 
Kegelschnitte  A^«  den  homothetischen  dem  Dreieckcon- 
jngirten  Kegelschnitt  A^«»  so  geht  die  Verbindungslinie 
ihrer  Mittelpunkte  durch  den  Schwerpunkt  des  Drei- 
ecks, der  von  dem  Centrum  des  letzteren  Kegelschnit- 
tes doppelt  so  weit  entfernt  ist,  als  von  dem  Centram 
des  ersteren;  ferner  ist  die  Fläche  des  dem  Dreieek 
conjugirten  Kegelschnittes  doppelt  so  gross,  als  die- 
jenige des  dem  Dreieck  einbeschriebenen  und  mit  ^1 
concentrischen  Kegelschnittes. 


Kleinere  Mittheilungen* 


XIV.   Znm  Normalenproblem  der  Ellipse. 

(Hierzu  Taf.  VII  Fig.  3.) 

Das  Normalen  problein  der  Kegelschnitte,  d.  i.  die  Constrnction  der 
durch  einen  Punkt  gehenden  Normalen  beschäftigte  schon  die  alten  6eo- 
meter  und  Appolonins  von  Pergae  löste  dasselbe  mit  Hilfe  einer 
gleichseitigen  Hyperbel,  welche  durch  den  gegebenen  Punkt  und  den 
Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  geht  und  deren  Asymptoten  den  Axen 
des  Kegelschnittes  parallel  sind.  Einen  einfachen  und  eleganten  Beweis 
ftir  diese  Construction  gab  Chasles  in  seinem  Trait^  des  sections 
coniques.  Wir  befassen  uns  im  Folgenden  mit  demselben  Problem,  in- 
sofern es  sich  auf  die  Ellipse  bezieht,  und  geben  für  die  erwfthnte  Con- 
stroction  einen  neuen  auf  räumliche  Betrachtungen  fussenden  Beweis. 

Sei  E  (Taf.  VI!  Fig.  3)  die  durch  die  Azen  ^^,,  BB^  gegebene 
Ellipse,  O  ihr  Mittelpunkt  und  M  ein  in  ihrer  Ebene  gelegener  Punkt; 
es  sollen  die  durch  letzteren  gehenden  Normalen  von  E^  resp.  deren  Fuss- 
pankte  bestimmt  werden. 

Die  Ebene   der  Ellipse  soll  im  Folgenden  stets  B  genannt  werden. 

Einem  bekannten  Theorem  von  Dandelin  zufolge  lassen  sich  durch 
E  zwei  Botationscylinderflächen  legen,  welche  in  Bezug  auf  die  Ebene 
B  zu  einander  in  orthogonaler  Symmetrie  stehen.  Heisse  Re  eine  der- 
selben und  sei  q  ihre  durch  0  gehende  Axe,  und  fassen  wir  den  Punkt 
M  als  die  Spur  einer  auf  der  Ebene  ff  senkrecht  stehenden  Geraden  auf, 
betrachten  weiter  diese  Gerade  als  die  Leitlinie  einer  Regelfläche,  deren 
Ersengenden  zur  Fläche  Rc  normal  sind  und  aus  letzterem  Grunde  die 
Axe  (f  schneiden ,  sowie  auch  mit  einer  auf  q  senkrecht  geführten  Ebene  r 
parallel  sein  müssen,  so  wird  die  Fläche  F  von  der  Ebene  iT  in  einer 
Cnrve  ^  geschnitten  werden,  welche  durch  die  Punkte  M  und  0  geht. 
I>er  Punkt  /  wäre  ein  Schnittpunkt  von  $  und  £;  als  solcher  ist  er  die 
Spur  einer  Erzeugenden  e  von  P  auf  der  Ebene  ff;  der  Erzeugung  von 
P  zufolge  ist  e  im  Punkte  /  normal  zu  Rc^  also  auch  normal  zu  der 
Tangentialebene  von  ^e  längs  der  durch  /  gehenden  Erzeugenden ,  daher 
die  auf  die  Ebene  ff  bezogene  orthogonale  Projection  von  e  senkrecht 
auf  der  Trace  der  genannten  Tangentialebene,   d.  i.  senkrecht  auf  der 


240  Kleinere  Mittheiltingeii. 

Tangente  der  Ellipse  im  Punkte  /  —  mit  anderen  Worten:  /  ist  der 
Fnsspnnkt  einer  dnrch  M  gehenden  Ellipsennormale  ML 

Um  die  Zahl  der  Schnittpunkte  von  $  und  E  und  damit  aacb  die 
Zahl  der  dnrch  einen  Punkt  gehenden  Ellipsennormalen  angeben  za 
können,  müssen  wir  zuvor  die  Ordnungssahl  der  Curve  $  resp.  der 
Fläche  P  feststellen. 

Die  Fläche  P  ist  ein  hTperboliscfaes  Paraboloid  von  den  Leitlinien 
M^  g  und  der  Bichtebene  r  (erstes  System).  Die  Richtebene  r^  des  zweiten 
Systems  ist,  weil  zu  JH  und  q  parallel,  M  aber  senkrecht  auf  iT  steht, 
rechtwinklig  zur  Ebene  H,  d.  h.  die  Richtebenen  beider  Systeme  stehen 
aufeinander  senkrecht  oder  das  Paraboloid  P  ist  ein  gleichseitig  hype^ 
bolisches.  Nachdem  nun  die  Ebene  H  der  Schnittlinie  der  beiden  Richt- 
ebenen resp.  der  Axe  des  Paraboloids  nicht  parallel  ist,  so  kann  $  nnr 
eine  Hyperbel  sein  (welche  in  dem  Falle,  wo  il/auf  der  Axe  J  /4^  gelegen 
ist,  in  zwei  su  einander  normale  Gerade  degenerirt;  gleichzeitig  besteht 
in  diesem  Falle  das  Paraboloid  aus  zwei  zu  einander  senkrecht  stehenden 
Ebenen).  Die  Asymptoten  von  ^  sind  die  Schnittlinien  von  B  mit  den 
asymptotischen  Ebenen  der  mit  E  parallelen  Erzeugenden  beider  Systeme 
von  P,  Letztere  Erzeugende  sind ,  wie  leicht  zu  erkennen ,  parallel  mit 
AJ^j  BB^^  die  Spuren  der  durch  sie  gehenden  asymptotischen  Ebenen 
auf  H  sind  daher  zu  einander  rechtwinklig  und  somit  die  Hyperbel  fj 
eine  gleichseitige. 

„Die  Fusspunkte  der  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehenden  No^ 
malen  einer  Ellipse  liegen  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  die  dnrcb 
den  gegebenen  Punkt  und  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  hindurchgeht  nnd 
deren  Asymptoten  den  Axen  der  letztern  parallel  sind.*' 

Da  sich  $  und  E  als  Cnrven  zweiten  Grades  in  vier  Punkten 
schneiden,  so  ist  die  Zahl  der  durch  einen  Punkt  gehenden  Ellipsen- 
normalen gleich  4. 

Wir  schliessen  hier  noch  die  Construction  der  Asymptoten  und  Axen 
von  ^  an,  weil  sich  aus  derselben  eine  nicht  uninteressante  Folgening 
ziehen  lässt.  Zu  dem  Ende  legen  wir  der  Ebene  H  die  Bedeutung  der 
horizontalen,  der  Ebene,  welche  durch  AA^  geht  und  zu  H  senkrecht 
ist,  die  daher  als  Richtebene  r^  angesehen  werden  kann,  die  Bedentung 
einer  verticalen  Projectionsebene   V  bei. 

Die  Erzeugenden  von  ^e  sind  parallel  den  Asymptoten  der  Focal- 
hyperbel  von  jp,  d.  i.  einer  Hyperbel,  welche  die  Brennpunkte  von  ^ 
zu  Scheiteln  und  die  Scheitel  von  E  zu  Brennpunkten  besitzt  und  deren 
Ebene  zu  H  senkrecht,  also  mit  V  identisch  ist.  Ist  F^  ein  Brennpunkt 
von  E^  so  ist  BF^  die  Verticalprojection  einer  mit  einer  Asymptote  der 
Focalbyperbel  parallelen  Geraden,  daher  q\\BF^  die  verticale,  AA^  die 
horizontale  Projection  der  Axe  von  Ret  welche  uns  eine  Leitlinie  von  P 
repräsentirt,    während    die    andere  Leitlinie   die   horizontal   projicirende 
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Gerade  M  vorstellt.  Die  Richtebene  r^ri^  (t^JLq)  des  ersten  Systems  ist 
eine  Verticalprojicirende ,  die  Bichtebene  des  zweiten  Systems  ist   V, 

Um  die  Asymptoten  von  ^  zu  finden ,  haben  •  wir  zuerst  die  mit  H 
parallelen  Erzengenden  beider  Systeme  von  P  aufzusuchen.  Die  mit  H 
parallele  Erzeugende  des  ersten  Systems  muss,  weil  sie  gleichzeitig  der 
Ebene  B  und  der  Ebene  r  parallel  sein  soll,  parallel  sein  mit  der  Ge- 
raden B B^\  sie  ist  daher  eine  veiiicalprojicirende  Gerade  und  ihre  ver- 
ticale  Projection  n  ist  der  Schnittpunkt  von  q  mit  M'\  die  asymptotische 
Ebene  derselben  ist  mit  r^rk  parallel,  daher  die  durch  n' zu  r«  gezogene 
Parallele  r^  die  verticale,  die  durch  den  Schnittpunkt  a  der  letztern  mit 
r^  gezogene  Parallele  r^  die  horizontale  Trace  derselben,  r^  stellt  sonach 
die  eine  Asymptote  tu  von  ^  vor.  Die  mit  H  parallele  Erzeugende  des 
zweiten  Systems  soll  gleichzeitig  parallel  sein  mit  den  Ebenen  H  und  F, 
folglich  auch  parallel  ihrer  Schnittlinie  AA^y  und  muss  alle  Erzeugenden 
des  ersten  Systems  schneiden.  Die  Gerade  n  ist  bereits  eine  Erzeugende 
des  ersten  Systems.  Um  noch  eine  zweite  solche  zu  finden,  führen  wir 
an  beliebiger  Stelle  eine  zu  r^r^  parallele  Ebene  r^^r^^\  diese  schneidet 
die  Leitlinie  M  und  q  in  den  Punkten  (mm)  bezw.  {vv)  und  die  Ver- 
bindungslinie (mv,  mV)  dieser  ist  die  zweite  Erzeugende  des  ersten 
Systems.  Eine  durch  n  zu  AA^  gezogene  Parallele  stellt  nun  die  verti- 
cale Projection  der  gesuchten  mit  H  parallelen  Erzeugenden  des  zweiten 
Systems;  der  Schnittpunkt  s  dieser  Parallelen  mit  m'v  ist  die  verticale 
Projection  des  Schnittpunktes  der  Erzeugenden  mit  der  Erzeugenden 
(mp,  mV) ,  9  die  zugehörige  horizontale  Projection  und  die  durch  letztere 
gehende  mit  AA^  parallele  Gerade  l^u  die  horizontale  Projection  der  ge- 
sachten Erzeugenden,  und  da  sie  gleichzeitig  die  Spur  der  entsprechen- 
den asymptotischen  Ebene  vorstellt,  so  ist  i^u  die  zweite  Asymptote  von  ^. 

Die  reelle  Axe  ist  die  Halbirungslinie  h  jenes  rechten  Winkels, 
innerhalb  dessen  die  Punkte  M  und  0  liegen.  Aus  den  Asymptoten  und 
einem  der  beiden  Punkte,  z.  B.  0,  können  wir  leicht  die  Länge  der 
reellen  Axe,  resp.  die  Scheitel  der  Hyperbel  finden,  indem  wir  letztere 
aaf  die  Geraden  /„,  t^a  aIs  die  Axen  eines  Coordinaten Systems  beziehen; 
es  lautet  dann  die  Gleichung  der  Hyperbel  xy=^k^  und  für  die  Scheitel 
gilt  speciell  x  =iy  =  k.  Die  Constanten  k  finden  wir  aus  den  Coordinaten 
des  l^unktes  0  und  zwar  als  deren  mittlere  geometrische  Proportionale  ba* 
Machen  wir  nämlich  bO^^=bO  und  beschreiben  über  0  0^  als  Durchmesser 
einen  Halbkreis,  so  wird  letzterer  von  der  verlängerten  B B^  in  a  ge- 
troffen und  es  ist  ba  =  k.  Die  durch  a  zu  AA^^  gezogene  Parallele 
ichneidet  h  in  einem  der  gesuchten  Hyperbelscheitel  91,  wodurch  auch 
der  zweite  Scheitel  ^  bekannt  ist. 

Wenn  wir  berücksichtigen ,  dass  bei  der  Bestimmung  der  Asymptoten 
<««  i\  von  Q  die  Axenlängen  von  E  gar  nicht  in  Betracht  kamen,  son- 
dern dass  auf  die  Lage   derselben   einzig  und   allein  die  Richtung  der 

ZdtMhrift  f.  Mathmnatik  o.  Physik  XXIX,  4.  16 
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Geraden  q  resp.  B  h\  oder,  da  letztere  dnrch  das  Verhältniss  der  kleinen 
Halbaze  zur  Excentricität  gegeben  ist,  das  genannte  Verhältniss  von  Ein- 
fluss  war,  so  können. wir  sofort  folgenden  Satz  aussprechen: 

„Der  geometrische  Ort  der  Fasspnnkte  aller  durch  einen  Pnnkt 
gehenden  Nurmalen  einer  Schaar  von  concentrischen ,  fthnlich  liegenden 
Ellipsen ,  bei  welchen  das  Verhäkniss  zwischen  der  kleinen  Halbaze  nnd 
Excentricität  ein  constantes  ist,  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel,  welche 
durch  den  gegebenen  Punkt  und  den  allen  Ellipsen  gemeinschaftlichen 
Mittelpunkt  geht  und  deren  Asymptoten  parallel  sind  den  gemeiDsamen 
Axen  der  Schaar/' 

Aufgabe.  Von  einer  Ellipse  sind  gegeben  die  Axen  er,  ^  der 
Lage  nach,  ferner  ist  gegeben  durch  zwei  Strecken  ft,  v  das  VerbSltnl« 

—  der  kleineu  Halbaxe  zur  Excentricität   und  eine  Gerade  iV  als  Nor- 

V 

male  der  Ellipse;  es  sollen  die  Längen  der  Axen  resp.  ihre  Endpunkte 
bestimmt  werden,  sowie  auch  der  Pnnkt  anzugeben  ist,  für  welchen  ^ 
eine  Normale  der  Ellipse  vorstellt. 

Nehmen  wir  auf  der  Geraden  iV  einen  beliebigen  Punkt  M  an,  so 
wissen  wir  aus  den  vorigen  Betrachtungen ,  dass  die  Fusapnnkte  der  m 
durch  denselben  gehenden  Normalen  der  gegebenen  Ellipse  auf  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  ^  liegen,  welche  durch  die  Punkte  M  und  0 
geht  und  deren  Asymptoten  parallel  sind  den  Ellipsenaxen  a,  /$.  Es  ist 
daher  der  Punkt,  für  welchen  V  eine  Normale  der  Ellipse  vorstellt,  der 
von  M  verschiedene  zweite  Schnittpunkt  der  N  mit  der  Hyperbel  $; 
letztere  ist  durch  die  Punkte  M  und  0  einerseits  und  durch  die  Gerade 
p'II^F,,  wenn  OB=(i^  OFj  =  v  gemacht  wurde,  andererseits  vollkommen 
bestimmt  und  die  Ermittelung  ihrer  Asymptoten  und  Axen  hat  in  der 
vorangegebenen  Weise  zu  geschehen. 

Hat  man  den  Fusspunkt  i  von  iV  gefunden,  so  kennt  man  auch  die 
Tangente  der  Ellipse  in  diesem  Punkte  und  mit  Hilfe  dieser  findet  man 
leicht  die  Axenendpunkte  der  Ellipse. 

Brttnn,  im  Juni  1883.  Carl  Scbirkk,  Caiid.pro£ 


XV.  Zur  Theorie  der  Raumourren. 

Theorem:  Ist  eine  Raumcurve  fiv^^'^  Ordnung  /f^^  als  voll- 
ständiger Schnitt  zweier  allgemeinen,  weder  gewöhnlich, 
noch  stationär  sieh  berührenden  Oberflächen  fi*^**  und  v'" 
Ordnung  gegeben,  so  kann  die  durch  reciproke  AbbildoDg 
der    Schmiegungsebenen     von     ff^^    entstandene    Raumcarr« 
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R^a  nicht  als  vollständiger  Schnitt  zweier  Oberflächen 
aafgefasst  werden.* 

Um  dieses  Theorem  zn  beweisen,  sei  zunächst  darauf  hingewiesen, 
dass  die  Ranmcnrve  B^a  keine  wirklichen  Doppelpunkte  enthalten  kann, 
weil  sonst  JRf^^  Doppelschmiegungsebenen  besitzen  müsste;  nun  hat  eine 
Raumcurve  zwar  eine  bestimmte  Anzahl  von  Schmiegungsebenen ,  welche 
fSr  andere  Punkte  zugleich  Tangentialebenen  sind;  dass  aber  von  den 
dem  Berührungspunkte  einer  Schmiegungsebene  auf  dieser  entsprechenden 
fl  — 3  übrigen  Ourvenpuukten  zu  gleicher  Zeit  drei  coincidirten,  kann 
im  Allgemeinen  nicht  vorkommen. 

Es  hat  nun  die  Raumcurve  R^^  von  der  Ordnung  0  =  ^(v 

2 

scheinbare  Doppelpunkte**,  dagegen  unserer  Voraussetzung  zufolge  weder 
wirkliche  Doppelpunkte,  noch  Spitzen.  Machen  wir  nun  die  Annahme, 
dass  die  durch  reciproke  Abbildung  der  Schmiegungsebenen  von  7?^, 
erhaltene  Raumcurve  B^a  ▼on  der  Ordnung  C=qc  der  vollständige 
Schnitt  zweier  Oberflächen  q^^^  und  a^®'  Ordnung  sei,  so  findet  man  als 
Anzahl  ihrer  scheinbaren  Doppelpunkte  die  analog  gebildete  Zahl 
,)  ^^C(g-l)(a-l)^ 

Man  sieht,  diese  Zahl  ist  abhängig  von  der  Art  und  Weise,  die  Grösse 

C  in   ein  Product   zweier  Factoren   zu   zerlegen.     Wir  können  aber  den 

Werth  von   //'  noch  auf  anderem  Wege,   unabhängig  von  der  Zerlegung 

der  Ordnungszahl  C  der  Raumcurve  B^„f  bilden.     Diese  Bestimmung  von 

If'  gelingt  am  einfachsten  mittels  Anwendung  des  bekannten  Satzes  von 

der  Gleichheit   des  Geschlechts   eindeutig  aufeinander  bezogener  Curven 

auf  J?^»  und  R^a- 

Nach  der  Definition*^*  des  Geschlechts  p  mnss  daher  sein: 

(Q-l)(0-2)  (C-l)(C-2)  , 

p- 2      -  ^-  2 

oder 
2,  ^,^(C-l)(C-2)_^,_(0-lHO-2)^^^ 

worin  n  die  Anzahl  der  Spitzen  von  R^a  bedeutet,  die  durch  stationäre 
Berührungen  der  Flächen  ^*«'  und  o'®'^  Ordnung  hervorgerufen  sind. 


*  Ich  stelle  die  Betrachtungen  deshalb  an  der  Reciproken  der  Schmie- 
gangsebenenfläche  an,  einmal  um  complicirte  Bezeichnungen  zu  vermeiden,  dann 
nm  die  Anschauung,  welche  leichter  an  einem  Punktgebilde  haftet,  zu  unter- 
stützen. 

**  Salmon,  Analytische  Qeometrie  des  Raumes,  11,  Art.  106. 
•♦•  Salmon,  ibid.y  Art.  107. 

16* 
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Hierin  ist  %  noch  anbekannt  und  es  hAndelt  sich  daram,  deo 
Werth  dieser  Grösse  unabhängig  von  der  Zerlegung  der  Zahl  0  in  ein 
Product  zweier  Factoren  zn  bestimmen. 

Bezeichnen  wir  mit  R  den  Rang  der  gegebenen  Baamcnrve  ^^^ 
(d.  i.  die  Ordnung  der  Tangentenfläche),  und  mit  C  wie  oben  die  OU»e 
derselben  oder  die  Ordnung  der  Raumcnrve  R^q^  so  gelten  die  Be- 
Ziehungen:  .    Ä=  0(0- l)-2/>  =  0(^  +  v-2) 

^  I     C  =  30(0-2) -6Z^  =  30(^  +  v-3), 

und   da  der  Rang  von  B^^  auf  A,   die  Classe   derselben   auf  0  znräck- 
führen  muss,  so  ist  analog 

4)  Ä  =  C(0-l)-.2Z/'-3»,     Ö  =  30(0-2)-6/>'-8». 

Aus  den  Gleichungen  des  Systems  4)  erhält  man  leicht  den  Werth  von  s 

=  0-3(Ä-C); 
aus  3)  aber  folgt 

o  =  0-3(Ä-0), 
daher  schliesslich 

x'=  2(0-0). 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  2)  ein  und  vergleichen  dann  2)  mit  1),  lo 
erhalten  wir  als  Resultat: 

0(p-l)(a-l) 
=  (C-l)(0-2)-40+40-(0-l)(0-2)  +  0(^-l)(v-l) 

oder  nach  gehöriger  Reduction 

5)  0(^+<j-8)  =  0(^  +  v-8). 

Ersetzt   man   hierin  noch  C  durch  30(fi  +  v  — 3)  und  dividirt  beiderseits 
mit  0(fi4-v  —  3),  so  ergiebt  sich: 

3(,+«-8)=4ii:|. 

fi  +  v  — 3 
Es  zeigt  sich  nun,  dass  diese  Gleichung  für  kein  Werthsjstem  f»^!i 
v>2,  welches  überhaupt  reelle  doppelt  gewundene  Curven  liefert,  crrulU 
ist  Den  Fall  fi  =  2,  v  =  2  müssen  wir  besonders  discutiren.  Er  liefert 
0=12,  also  ^  =  4,  a  =  3  oder  p  =  6,  a  =  2;  die  linke  Seite  wird  daher 
=  —  3  oder  Null,  die  rechte  =  —  4;  alle  übrigen  Fälle  mögen  durch  f>% 
v^2  charakterisirt  sein;  für  sie  ergiebt  sich  die  linke  Seite  ausscblieM- 
lieh  als  positive  ganze  Zahl,  da  das  kleinstmögliche  Werthsjetem 
Q^a=^yc  bereits  für  f*=3,  v  =  2  ^  +  <t  =  12  liefert,  0  aber  mit  fi  und 
V  beständig  wächst.  Die  rechte  Seite  dagegen  ist  entweder  negativ  oder 
(von  |it  +  v>8an)  ein  positiver  echter  Bruch,  wie  man  sofort  erkennt. 

Die  Gleichung  5)  ist  also  für  alle  in  IBetracht  kommenden  Werth- 
Systeme  fi,  v,  ^,  c  unmöglich,  d.  h.  die  Voraussetzung,  unter  welcher  sie 
bestand,  ist  unhaltbar.  Die  Raumcnrve  B^a  kann  in  keiner  Weise  als 
vollständiger  Schnitt  zweier  Oberflächen  aufgefasst  werden. 

Jena,  den  22.  August  1883.  Dr.  Carl  Hossfxlo. 
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XTL  Oeometrisdhor  Beweis  der  bekanntesten  Eigenschaften  einer 
binären  cnbisohen  Form. 

Es  18t  bekannt,  dass  das  Hesse'sche  Uebertragungsprincip  lehrt,  wie 
man  mittelst  der  einfachsten  Eigenschaften  der  Büschel  (von  Strahlen 
oder  Ebenen)  und  der  Pnuktreihen  viele  projectivische  Eigenschaften  von 
zusammengesetzt eren  Gebilden,  insbesondere  von  den  Kegelschnitten, 
erhalten  kann.  Andererseits  haben  die  Untersuchungen  Über  die  binären 
Formen  einer  beliebigen  Ordnung  n  und  über  die  Elementengruppe, 
welche  von  der  Gleichung  .dargestellt  ist,  die  man  erhält,  indem  man 
eine  beliebige  Form  zu  NulP gleich  setzt,  klar  gemacht,  wie  nützlich  es 
ist,  die  rationalen  Gebilde,  von  welchen  jene  Gruppe  einen  Theil  bildet, 
snerst  unbestimmt  zu  lassen.  In  der  That  giebt  jede  Bestimmung  dieser 
Gebilde  eine  Reihe  von  Sätzen  einer  besondern  geometrischen  Figur. 
Jeder  Eigenschaft  einer  beliebigen  dieser  Darstellungen  entspricht  dann 
eine  der  Form  und  umgekehrt;  man  kann  sich  daher  die  Frage  stellen, 
ob  es  möglich  ist,  den  entgegengesetzten  Weg  zu  gehen,  nämlich  eine 
besondere  Darstellung  einer  binären  Form  zu  definiren  und  aus  ihren 
projecti vischen  Eigenschaften  diejenigen  der  Form  herzuleiten.  Dass 
das  im  Allgemeinen  möglich  ist,  bedarf  keines  Beweises;  wie  man  das 
fSr  die  cubische  Form  bewerkstelligen  kann,  beweisen  die  folgenden 
Zeilen. 

Wir  werden  die  cubische  Form  f  auf  einem  Kegelschnitte  K  darstel- 
len durch  die  drei  Punkte  Aj  B,  C, 

Ziehen  wir  die  Tangenten  a^  b^  c  zu  Af  in  den  Punkten  A^  B^  C^ 
die  drei  geraden  Linien,  welche  A^  B^  C  resp.  mit  den  Punkten  bCj  ca^ 
ab  verbinden,  und  bestimmen  endlich  die  drei  neuen  Punkte  ^,  ß\  C\ 
worin  diese  Linien  A'  wieder  schneiden.  Der  Wurf  A^  B^  C,  0'  ist  pro- 
jectivisch  seiner  Projection  vom  Punkte  A  auf  die  gerade  Linie  CC'\ 
wenn  nun  L  den  Punkt  bezeichnet,  y^o  AB  und  CC' sich  begegnen,  so 
kann  man  schreiben 

(^,i?,C,C')A(a6,i:,C,0; 

aber  da  die  gerade  Linie  AB  die  Polare  des  Punktes  ab  ist,  so  sind  die 
Punkte  ab  und  L  conjngirt  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K  und  daher 
ist  der  letzte  Wurf  harmonisch.     Also  kann  man  schliessen,  dass 

(^,i?,c,o  =  -^. 

Ebenso  beweist  man,  dass 

Da  ferner  das  Dreiseit  abc  dem  Kegelschnitt  K  umschrieben  ist,  gehen 
die  Geraden,  welche  seine  Eckpunkte  mit  den  Berührungspunkten  auf 
den  entgegengesetzten  Seiten  verbinden,  durch  denselben  Punkt  0.  In- 
folge dessen  ist  jedes  der  Punktepaare 
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harmonisch  zu  den  Punkten 

M,  AT, 

in  welchen  /^  von  der  Polaren  o  des  Punktes  0  geschnitten  wird;  d.  b. 
Ay  A\  Bf  B^\  C^C  bilden  eine  Involution.  Daher  hat  man  den  folgendeo 
allgemeinen  Satz: 

Sind  Ay  By  C  drei  Elemente  einer  rationalen,  einfach  ud- 
endlichen  Reihe  von  Elementen,  und  A\  ff^  C'  diejenigen 
Elemente  derselben,  welche  den  folgenden  Gleichungen  ge- 
nügen: 

so  sind 

drei  Punktepaare  einer  und  derselben  Involution. 

Die  drei  Elemente  der  cubischen  Covariante  einer  binären  cubischeo 
Form  kann  man  definiren  als  die  drei  harmonisch  Conjugirten  jedes  Ele- 
ments der  Form  in  Bezug  auf  die  zwei  anderen ;  wenn  demnach  der  Tri- 
pel ABC  auf  K  eine  binftre  cubische  Form  darstellt,  so  wird  der  Tripel 
ÄWC'  die  cubische  Covariante  Q  von  /  darstellen;  den  obigen  Satz  kano 
man  daher  folgendermassen  aussprechen: 

Die  drei  Elemente  einer  cubischen  Form/ und  dieseiner 
cubischen  Covariante  Q  bilden   drei  Paare  einer  Involution. 

Und  da  es  ersichtlich  ist,  dass,  wenn  man  den  Tripel  sucht,  den 
man  mit  den  nämlichen  Constructionen  erhält,  die  gedient  haben,  am 
Äffe'  von  ABC  zu  erhalten,  zum  Tripel  ABC  zurückkehrt,  so  luinn 
man  schliessen: 

Die  cubische  Covariante  der  cubischen  Covariante  einer 
binären  cubischen  Form  ist  der  ursprünglichen  Form  pro- 
portional. (Vergl.  Clebsch,  Theorie  der  binären  algebraischen 
Formen,  S.  123.) 

In  der  vorigen  Darstellung  bemerkten  wir,  dass  das  Viereck  A^  Jl^  C,  C 
dem  Kegelschnitte  K  eingeschrieben  ist;  daher  liegen  die  drei  Punkte 

AC'.A'C,     AÄ.C'C,     ac 
in  einer  geraden  Linie,  oder  die  geraden  Linien 

AC\     ÄC,     Bif 
gehen  durch  denselben  Punkt     Daraus  folgt,  dass  auch  die  Punktepnnre 

^ ,  6* ;     A  yC\     B^  Bf 
einer  Involution  aogehören.     Auf  dieselbe  Weise  beweist  man,  dass  das- 
selbe der  Fall  ist  bei  den  zwei  anderen  Tripeln  von  Punktepaaren: 

^1  A'\     BfyA\     C,  C'\ 
C^e\     C\B',    A,Ä. 
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Infolge  dessen  können  wir  einen  vorigen  Sata  verTollstftndigen ,  indem 
wir  sagen: 

Die  drei  Elemente  einer  Form  und  die  seiner  cabischen 
Cpvariante  bilden  auf  vier  verschiedene  Weisen  drei  Paare 
einer  Involution. 

Indem  wir  jetzt  zur  erstem  Involntion  zurückkehren,  erinnern  wir 
daran,  dass  seine  Ordnungselemente  M^  N  die  Punkte  sind,  in  welchen 
&  von  der  Polaren  o  von  0  in  Bezug  auf  K  geschnitten  wird.     Die  drei 

^°^*®  a.BC,     b.CA,     c.AB 

liegen  auf  einer  geraden  Linie;  da  diese  die  Punkte  a . ^ C,  b.CA^  C.AB 

enthält,   80   ist  sie  conjugirt  in  Bezug  auf  K  jeder  der  geraden  Linien 

A.hc  =  AA\     B.ca  =  BB\     C.ab  =  CC\ 
d.  h.  sie  deckt  sich  mit  der  Polaren  o  des  Punktes  0,  wo  AA\  BB\  CC 
lieh  schneiden.     Daher  kann  man  die  Axe  o  der  vorigen  Involution  an- 
sehen als  die  gerade  Linie,  welche  die  Punkte  a.ßC^  b.CA^  c.AB  oder 
die  Punkte  ^^^^     ^^^^^    ^^^^ 

(wo  AA  die  Verbindungslinie  darstellt  von  A  mit  dem  Kegelschnittspunkte, 
der  ihm  unendlich  nahe  liegt  u.  s.  w.)  verbindet.  Das  beweist,  dass  o 
die  Axe  der  Homographie  ist,  welche  von  den  drei  folgenden  Paaren 
homologer  Punkte  bestimmt  ist: 

A,B',     B,C',    C,A', 

und   dass  Jlf,  N  seine  Ordnungselemente  sind.     Infolge  dessen  hat  man 

(Af,  A,  B,  C)Xi^.  B,  C,  jy,     (^,  A,  B,  C)J{iN,  B,  C,  A^ 
und  das  giebt  uns  folgenden  Satz: 

Jedes  der  0 rd nun gs demente  Af,  iVder  Involution,  welche 
die  drei  Punktepaare  A^  A']  ^,  ^;  Cy  C*  enthält,  bildet  einen 
Sqaianharmonischen  Wurf  mit  dem  Punkttripel  A^  B^  C. 

Diese  Eigenschaft  macht  sogleich  klar,  dass  die  Punkte  Af,  N  die 
Hesse'sche  Covariante  d  der  Form  f  darstellen,  welche  durch  den 
Tripel  ABC  bestimmt  ist. 

Bemerken  wir,  dass  man  zu  der  geraden  Linie  o  vom  Dreieck  ÄB'C 
ansgehend  kommt,  wie  sie  erreicht  wurde  von  der  Betrachtung  des 
Tripels  ABC\  also: 

Die  Hesse*schen  Formen  einer  cubischen  Form  f  und 
ihrer  cubischen  Covariante  Q  sind  nur  um  einen  constanten 
Factor  verschieden. 

Aus  der  Construction  der  Punkte  A\  B\  C\  ilf,  N  erhellt,  dass, 
wenn  die  Punkte  /?,  C  ausammenfallen  in  einen  einzigen  Punkt,  sich  in 
diesem  auch  A'^  B\  C\  M^  N  vereinigen.     Daher: 

Wenn  die  Gleichung  f  =  0  zwei  gleiche  Wurzeln  hat,  so 
sind  die  Form  Q  dem  Cubus  und   die  Form  d  dem  Quadrate 
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desjenigen    Aasdrncks    proportional,    wovon   f  das  Quadrat 
enthält.     (Vergl.  Clebsch  a.  a.  0.  S.  129.) 

Ebenso  erkennt  man: 

Wenn  die  Oleicbnng  /^O  drei  gleiche  Wurzeln  hat,  so 
ist  die  Form  Q  zn  f  proportional,  während  J  ganz  unbe- 
stimmt ist. 

Wir  bemerken   noch,   dass  aus   den  Eigenschaften,   die  man  schon       | 
auseinandergesetzt  bat,   folgt,    dass,  wenn   die  zwei  Punkte,  welche  die 
Hesse'sche  Form  J  darstellen,   zusammenfallen,  dann  auch  mindestens      | 
zwei    der   Punkte,    die   f  darstellen,    zusammenfallen,    and   umgekehrt. 
Diese  Bemerkung  giebt  den  Satz: 

Die  Discriminante  der  cubiscben  Form  /  ist  proportional 
der  Discriminante  ihrer  Hesse'schen  Form  i^.  (Vergl.  Clebicb 
a.  a.  0.  S.  114.)  j 

Von  den  drei  Punkten  J,  B,  C  ist  einer,  A^  immer  reell,  wena  f 
reell  ist;  die  Punkte  Af,  N  können  beide  reell  oder  imaginär  (eonjngirt) 
sein;  wenn  Af,  N  reell  sind,  so  sind  B  und  C  imaginär  und  umgekehrt, 
da  die  Würfe  MABC^  NABC  äquianharmoniscb  sein  sollen.  Man  kftna 
also  sagen: 

Die  Gleichung  /'=0  hat  drei  oder  eine  reelle  Wurzel,  je 
nachdem  die  Gleichung  ^/  =  0  zwei  oder  keine  imaginäre 
Wurzel  hat,  d.  h.  je  nachdem  die  gemeinsame  Discriminante 
dieser  Gleichungen  ein  gewisses  Zeichen  oder  das  entgegeo- 
gesetzte  hat. 

Da  es  immer  möglich  ist,  mittels  einer  projectiyischen  Transforma- 
tion einen  Kegelschnitt,  von  welchem  man  drei  Punkte  A^  B^  C  fest- 
gestellt hat,  in  einen  Kreis  C  zu  verwandeln,*  und  zwar  so,  dass  ABC 
zum  Eckpunkttripel  eines  gleichseitigen  in  C  eingeschriebenen  Dreiecks 
wird,  so  können  wir  voraussetzen,  dass  die  binäre  cubische  Form 
eben  von  diesem  regulären  Dreieck  dargestellt  sei'^*.  Die  cubische  Co- 
variante  wird  so  von  einem  Dreieck  A'VC'  dargestellt,  welches  gleich- 
seitig und  in  C  eingeschrieben  ist  und  das  zu  ABC  in  Bezug  auf  den 
Mittelpunkt  0  von  C  symmetrisch  ist;  endlich  werden  die  Punkte  ^)  ^ 
in  die  Kreispunkte  der  Ebene  von  C  Übergehen.  Diese  besondere  Dsf' 
Stellung  vereinfacht  gewisse  Beweise.  '  Das  folgende  Raisonnement  kann 
als  ein  Beispiel  davon  dienen.     Die  geraden  Linien,  welche  den  Pankt 


'  Es  ist  kaum  nöthig,  zu  bemerken,  dass  man  hier  keinen  Untenchied 
macht  zwischen  reellen  und  imaginären  Elementen. 

**  Aaf  diese  besondere  Darstellung  haben  auch  die  Herren  Beltrami  and 
Klein  aufmerksam  gemacht;  doch  ist  ihr  Ausgangspunkt  vom  unsrigen  ve^ 
schieden. 
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0  mit  den  vier  Punkten  B^  C\  M^  N  verbinden,  bilden  einen  äqnianbarmo- 
Dischen  Wnrf*;  daber  kann  man  im  Allgemeinen  scbliessen: 

Die  Elemente  der  Hesse'sc-ben  Carve  J  einer  cnbischen 
Form  f  bilden  ein  SquianbarmoniBcbes  Doppelyerhältniss 
mit  jedem  der  Elementenpaare,  welche  man  erhält,  indem 
man  ein  Element  von  f  mit  einem  nicht  gleichnamigen  von  0 
vereinigt. 

Es  werden  also  äquianbarmonisch  sein  die  sechs  Würfe: 
iM,N,B,C')',     iM,N,C,r)',     {M,N,A,B^y,   . 
iM,N,B\C);     {M,N,C\Ä)',     {M,ff,A\B) 
und  die  sechs  Pnnktepaare 

B^C\     BC,     C'Ä,     CA,     A'B^     AB, 
welche  die  Hesse'scben  Covarianten  der  cnbischen  Form  darstellen,  die 
von  den  Pankttripeln 

M^A^     MNA\     MNB,     MNB\     MNC,     MNC' 
dargestellt  sind.** 

Wählen    wir    nun    beliebig    auf   dem    Kegelschnitte    (welchen    wir 
nicht  mehr  als  Kreis  vorauszusetzen   nöthig  haben)    K  einen  Punkt  A^ 
und  bestimmen  den  zweiten  Punkt  A\  des  Kegelschnittes,    welcher  auf 
der  geraden  Linie  OA^  li<^gt,  und  die  Punkte  B^,  B^^^C^,  C\  desselben, 
die  von  den  Bedingungen  bestimmt  sind,  dass  die  Würfe 
{MNC\A^),     {MNC^A\), 
{MNA\B{),     ImNA^B'^) 
iquianharmonisch    seien.     Man    bemerkt  dann    sogleich,    dass  die  zwei 
Punkttripel  j^  ß^  c^  ^^  j  j'^  2?\  C\ 

unter  sich  dieselben  Beziehungen  haben,  die  zwischen 

^^C  und  A'B'C' 
bestehen   und  dass  MN  die  gemeinsame  Hesse'sche  Covariante  darstellt 
der  binären  cnbischen  Formen,  die  sie  darstellen.  Und  da  man  sie  bestimmt 
hat  vom   Punkte   A^  ausgehend,   welcher  nur  gezwungen   ist,    auf  dem 
Kegelschnitte  zu  liegen,  so  kann  man  die  Folgerung  ziehen: 

Es  giebt  unendlich  viele  cubische  Formen,  die  dieselbe 
Hesse'sche  Form  haben;  man  kann  sie  in  Paare  ordnen  (vergl. 
Clebseh  a.  a.  0.  8.  134),  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass 
die  Formen  eines  Paares  jede  die  cubische  Covariante  der 
andern  sind. 


*  Man  erkennt  das  sogleich  z.  B.  indem  man  bemerkt,  dass  man  für  Gieich- 
QDgen  dieser  vier  geraden  Linien  die  folgenden  annehmen  kann: 

**  Diese  Eigenschaft  kann  man  verwerthen,  um  die  Eigenschaften  der  Figur 
xa  Tervoilst&ndigen,  welche  die  Basis  unserer  Untersuchungen  bildet 
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So  erhält  man  diejenige  Schaar  yon  cnbischeu  Formen ,  welche  mai 
gewöhnlich  in  der  Theorie  der  cnbischen  Formen  mit  %f'\-lQ  bezeichnet 
Die  Methode,  wodurch  wir  zu  dieser  Schaar  gekommen  sind,  lehrt: 

Die  Discriminanten  der  cnbischen  Formen  der  Schaar 
unterscheiden  sich  nur  um  einen  constanten  Factor  (Glebseh 
a.  a.  0.  S.  123).  In  der  Tripelschaar  kommen  nur  zwei  Tripel 
vor,  in  welchen  Elemente  zusammenfallen;  es  fallen  dann 
jedesmal  alle  drei  zusammen,  und  zwar  geschieht  dies  in 
den  zwei  Punkten,  die  ^  darstellen  (a.  a«  0.  S.  131). 

Die  vorigen  Betrachtungen  führen  eine  einfach -unendliche  Rmhe 
von  in  K  eingeschriebenen  Dreiecken  ein,  welche  zum  Dreieck  A^B^C^ 
analog  sind.  Man  kann  sie  geometrisch  viel  einfacher  definiren,  th 
vorher  geschehen  ist.  um  das  zu  beweisen,  bedienen  wir  uns  der  be- 
sondern Darstellung,  die  wir  schon  auseinandergesetzt  haben;  in  diesem 
Falle  ist  A^  B^  C^  ein  beliebiges  in  C  eingeschriebenes  gleichseitiges  Dreieck 
und  die  Seiten  aller  Dreiecke  der  Reihe  berühren  einen  Kreis,  weicher 
den  Mittelpunkt  mit  dem  gegebenen  gemein  hat.  Zum  allgemeinen  Falle 
zurückkehrend,  können  wir  also  den  Satz  aussprechen: 

Die  Punkttripel  eines  Kegelschnitts,  welche  die  enhi' 
sehen  Formen  darstellen,  die  dieselbe  Hessens  che  Co  Variante 
haben,  sind  die  Eckpunkte  von  Dreiecken,  welche  einem 
andern  Kegelschnitte  umschrieben  sind,  welcher  den  erstem 
in  den  zwei  Punkten  berührt,  welche  die  gemeinschaftliche 
Hesse*sche  Form  darstellen. 

Umgekehrt  kann  immer  eine  solche  Reihe  von  Dreiecken  angesehen 
werden  als  die  Darstellung  einer  Schaar  xf+lQ  bin&rer  cubischer  Formen. 

Mantua.  Dr.  Gino  Loru. 


Xyn.  Bemerkungen  ttber  perapeotivisohe  Dreieoke  auf  einem  Kegel- 
schnitte und  ttber  eine  specielle  Reeiproeität 

(Hierin  Tat  VII  Fig.  4  u.  6.) 

1. 

Wir  schicken  als  bekannt  den  Satz  voraus,  dass  zwei  Dreiecke, 
welche  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  i?  zu  einander  reciprok  sind, 
sich  in  perspectivischer  Lage  befinden. 

Sei  dann  M^  M^  M^  ein  dem  Kegelschnitt  A*'  eingeschriebenes  Dreieck 
(Taf.  VII  Fig.  4)».  Seine  Seiten  —  M^M^  oder  mj,  M^M^  oderm,  nnd 
iV,*Vj  oder  m^  —  sollen  die  zwei  beliebigen  Geraden  p,  g  in  den  resp. 
Punkten  PiP^P^^  i/iOtO^  schneiden.    Zu  diesen  Punkten  eonstruiren  wir 


«  In  Fig.  4  und  6  ist  an  Stelle  einee  Kegelschnittes  ein  Kreis  geeetai 
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die  Polaren  in  Bezug  auf  KK  Sie  treffen  sich  zu  dreien  in  P,  reBp.  Q, 
den  Polen  von  p  und  q.  Sie  schneiden  p  resp.  q  in  den  Pankten  P\  P\^i 
resp.  ö'j  ö't  ö'a I  welche  die  zugeordneten  zu  P^P^P^^  QiQtQ^  iu  der  Invo- 
lation  harmonischer  Pole  auf  p  resp.  q  sind.  Verbinden  wir  nun  P^^  P^x  P\ 
™it  ö>  Q\Q'tO'z  ™^^  ^>  ^^  entsteht  durch  die  Schnittpunkte  von  /^\  f>, 
ß'iP  —  P^tQ,  Q\P  und  P^^Q,  Q\P  ein  Dreieck  A^J^A^,  von  dem  wir 
nachweisen  können,   dass  es  zu  M^M^Af^  perspectivisch  liegt. 

Wir  construiren  zu  diesem  Zwecke  einen  Kegelschnitt  £^**^  für  den 
die  Involution  harmonischer  Pole  auf  p  und  q  dieselbe  ist  wie  für  AT^, 
der  also  p  und  q  in  denselben  vier  Punkten  ABCD  schneidet  wie  K^, 
Nehmen  wir  dann  an,  dass  P  der  Pol  von  q  in  Bezug  auf  K*^  ist,  so 
ist  P  und  der  Schnittpunkt  —  Q*  —  von  PQ  mit  q  ein  Paar  der  Invo- 
lution harmonischer  Pole  in  PQ  in  Bezug  auf  H*^,  Ein  zweites  Paar 
dieser  Involution  besteht  aus  den  in  PQ  liegenden  Diagonalpunkten  XY 
des  Vierecks  ABCD.  Also  ist  diese  Involution  und  mithin  auch  K*^ 
bestimmt.  Zu  der  erwähnten  Involution  gehört  aber  auch  Q  und  der 
Schnittpunkt  P^  von  PQ  mit  p  als  Paar.  Denn  nach  bekannten  Sätzen 
sind  die  Punkte  XY^  PQ^  P*Q*  Paare  einer  Involution.  Eine  zweite 
Involution  besteht  aus  den  Paaren  XK^  PP*^  QQ*.  Daraus  folgt,  dass 
auch  X  F,  PQ*,  P*  Q  Paare  einer  Involution  sind.  Also  ist  Q  der  Pol 
zu  p  in  Bezug  auf  K*^. 

Constmiren  wir  nun  zu  M^  M^  M^  in  Bezug  auf  K*^  das  reciproke 
Dreieck,  so  haben  wir  Q\Q'%Q\  mit  P  und  f^^P^tP^^  mit  Q  zu  verbin- 
den und  die  resp.  Linien  zum  Schnitte  zu  bringen.  Wir  erhalten  dann 
das  Dreieck  A^  A^  A^  und  es  folgt  —  wie  behauptet  — ,  dass  dies  zu  M^  91^  U^ 
perspectivisch  ist. 

2. 

Sei  wieder  M^M^M^  —  resp.  m^m^m^  —  ein  dem  Kegelschnitt  K^ 
eingeschriebenes  Dreieck.  P  und  Q  seien  zwei  beliebige  Punkte  der 
Ebene.  Ziehen  wir  die  Geraden  von  P  und  Q  nach  M^M^M^,  so  sollen 
dieselben  K^  ein  zweites  Mal  in  den  resp.  Punkten  P^PtP^i  QiQiOi 
treffen.  Dann  bestimmen  die  Verbindungslinien  PiQiy  PtOti  ^sOz  ^^^ 
Dreieck  —  A^  A^  A^  — ,  das  zu  M^  M^  M^  perspectivisch  gelegen  ist  (Fig.  5). 

um  dies  zu  beweisen,  betrachten  wir  zuerst  das  Sechseck  M^  P^M^  P^  M^  P^. 
Dasselbe  ist  X^  eingeschrieben.  Folglich  müssen  nach  dem  PascaTschen 
Satze  die  Schnittpunkte  M^P^,  -^t^'i  —  sagen  wir  P'^  — ,  ferner  PfU^y 
P^M^  —  P'j  —  und  iVji^j,  ^i^B  —  ^'«  ""  ^^  einer  Oe^'aden  p  liegen. 
In  unserem  specielleu  Falle  ist  p  die  Polare  von  P  in  Bezug  auf  X^.  In 
p  liegen  aber  auch  die  Schnittpunkte  von  Afj^t,  P^Pg  von  ^t^s«  ^t^s 
und  M^M^y  ^i^z'  Es  sind  dies  die  correspondirenden  zu  P\P\P\  in 
der  Involution  harmonischer  Pole  auf  p. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  dem  Sechseck  üf^  jßi  P^  if/t  (>s  P^ ,  so  muss  in 
demselben  M^Q^,  M^Q^  oder  Q  mit  jPjPj,  Öt^t  oder  A^  und  mit  Pj^,, 
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P«  ilfi  oder  P\  auf  einer  Geraden  liegen.  In  analoger  Weise  entnebmea 
wir  ans  den  Sechsecken  M^OiPtM^Q^P^  und  M^Q^P^M^Q^P^^  daBB  J^mi 
P\  nnd  ^3  mit  P^^  auf  Geraden  dnrch  Q  sich  befinden. 

Gehen  wir  nun  zu  dem  Sechseck  M^  Q^  M^  Q^  M^  Q^  über,  so  führt  ms 
dasselbe  zu  drei  Punkten  'Q\  fft  Q'z  —  ^^^  Schnittpunkten  von  M^Q^^ 
M^O^  u.  s.  f.  — ,  welche  in  einer  Geraden  q  liegen.  Diese  ist  die  Polare 
zu  Q  in  Bezug  auf  K^  und  die  Punkte  Q\  Q\  Q\  sind  die  entspreeheo- 
den  zu  den  Schnittpunkten  von  m^m^m^  mit  q  in  der  Involution  harmo- 
nischer Pole  auf  q. 

Endlich  schliessen  wir  aus  den  Sechsecken  M^  P^  Q^  M^  P^  0«, 
iBf.P.O.AfjPjO,  und  M^Pj^O^M^P.Oi,  dass  ^j  mit  Q\,  A^  mit  Q\  und  .<, 
mit  Q\  auf  Geraden  durch  P  liegen. 

Wir  sehen  also,  dass  das  Dreieck  A^A^A^  als  Schnittpunkt  der  Ge- 
raden P^Q^  0\P  —  F^Q,  Q\P  und  Pj^Q,  Q\P  gefunden  wird.  Folg- 
lich muss  es  nach  dem  in  1  Gesagten  zu  M^  M^  M^  perspectivisch  liegen. 

8. 

Nehmen  wir  an,  der  Punkt  Q  liege  in  der  Peripherie  des  Kegel- 
schnittes K\  so  fallen  in  ihm  die  Punkte  Q^QtQ^  zusammen  und  daa 
Dreieck,  welohes  diese  Q  mit  den  gleichnamigen  P  verbindet,  degenerirt 
in  die  drei  Geraden  QP^^  QPf,  QP^.  Nach  dem  in  2  Bewiesenen  mau- 
sen diese  Geraden  die  resp.  M  in  Punkten  einer  Geraden  schneides. 
Diese  muss  durch  das  Perspectivcentrum  P  der  beiden  Dreiecke  M^M^M^ 
PiPfP^  gehen.  Denn  sei  g  diese  Gerade,  so  müssen  sich  in  ihr  QP^i 
Af|Af,  und  QP^,  M^M^  schneiden.  Nun  bilden  aber  M^M^M^P^QP  ein 
Sechseck,  das  K^  eingeschrieben  ist  und  das  g  zur  Pascallinie  hat.  Folg- 
lich müssen  sich  auch  M^P^y  Äf^P,  in  g  schneiden,  d.  h.  g  muss  durch/' 
gehen« 

Indem  wir  die  Dreiecke  M^  und  P^  vertauschen«  können  wir  daher 
Mg«ii: 

Sind  MyM^M^^  P^P^P^  zwei  zu  einander  perspectivische 
Dreiecke«  welche  einem  Kegelschnitt  iC^  eingeschrieben  sind, 
und  prejiciren  wir  von  irgend  einem  Punkte  des  Kegelschnit- 
tes aus  die  Ecken  des  einen  Dreiecks  auf  die  resp.  Seiten  des 
andern  (d.  h.  P^  auf  M^M^  oder  M^  auf  P^P^  u.  s.  f.)«  so  liegen 
diese  Projectionen  in  einer  Geraden,  weiche  dnrch  das  Per- 
speoliveentrum  beider  Dreiecke  gebu 

Lasten  wir  an  Stelle  Ton  Q  spedeU  die  Punkte  PiPtP^  treten,  0o 
erhallen  wir  ak  die  resp.  Prv^jectionen  dee  Dreiecks  PiPfP^  auf  die  Ge- 
raden m  diejenigen  Schnittpunkte  der  S^ten  der  Dreiecke  P^  P,  P^,  ^^^t^s' 
welche  nicht  in  der  PerspeeÜTaxe  beider  Dreiecke  liegen,  nnd  femer  die 
Schnittpunkte  der  l'angenten  in  PiP^P^  »  A' wt  a^  resp.  14,  m^.  Wir 
$chUe«$en  daher: 
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Sind  M^dH^M^^  P^P^P^  zwei  einem  Kegelschnitt  K^  ein- 
geschriebene perspectivische  Dreiecke,  so  liegen  unter  den 
Schnittpunkten  der  Dreieckseiten  diejenigen  sechs,  welche 
sich  nicht  in  einer  Geraden  befinden,  paarweise  in  Strahlen 
dnrch  das  Perspectivcentram  beider  Dreiecke. 

Diese  sechs  Punkte  bilden  somit  zwei  neue  perspectivische  Dreiecke, 
welche  mit  den  ursprünglichen  vier  Seiten  gemeinsam  haben ,  welche  also 
die  nftmlicbe  Perspectivaxe  besitzen  wie  diese. 


4t. 

Halten  wir  nun  M^M^M^  fest,  ebenso  P^P^P^  und  lassen  wir  Q  die 
Ebene  durchlaufen ,  so  gehört  zu  jeder  seiner  Lagen  ein  Dreieck  0,  Q^  Q^ 
resp.  A^A^A^,  Die  Seiten  des  letzteren  schneiden  m^m^m^  in  Punkten 
einer  Geraden  q.  Umgekehrt  können  wir  die  Schnittpunkte  einer  Ge- 
raden q  und  m^  resp.  m,,  m^  mit  den  resp.  Punkten  P^P^P^  yerbinden. 
Diese  Verbindungslinien  schneiden  K^  ein  zweites  Mal  in  den  resp.  Punk- 
tete QiQtQz'  I^^  Dreieck  ist  dem  der  Punkte  ^i^lft^s  perspectivisch  in 
Bezug  auf  Q  als  Perspectivcentrum. 

Es  ist  somit  jedem  Punkte  Q  der  Ebene  eine  bestimmte  Gerade  zu- 
geordnet und  umgekehrt,  d.  h.  es  ist  eine  Reciprocität  in  der  Ebene 
festgelegt.     Wir  heben  die  speciellen  Elemente  hervor. 

Nach  dem  in  3  bewiesenen  Satze  correspondiren  den  Punkten  des 
Kegelschnittes  K^  die  Geraden  des  Büschels  durch  P.  Den  Punkten  auf 
einer  Geraden  m  correspondirt  diese  Gerade  selbst.  Den  Punkten  M^M^M^ 
entsprechen  die  Geraden  durch  diese  Punkte.  Die  m  sind  also  unend- 
lich vielfache  Linien ,  die  M  unendlich  vielfache  Punkte  der  Reciprocität. 

Den  Punkten,  welche  auf  einer  Geraden  durch  ein  M  —  z.  B.  durch 
M^  —  liegen,  entsprechen  die  Geraden  eines  Büschels,  deren  Scheitel  in 
m^  sich  befindet. 

Den  Punkten  einer  beliebigen  Geraden  g  entsprechen  die  Tangenten 
eines  Kegelschnittes.  Denn  seien  (),  A,  5,  ...  Punkte  auf  ^,  so  construiren 
wir  zu  ihnen  die  Punkte  QiQtO^^  ^t^t^s^  '^'i'^t^s»  •••  Nun  sind  die 
Reihen  ^|/?|5^...,  Ot^t^f'y  ^s^^s^s-**  perspectivisch  zu  QRS...  mit 
den  resp.  Punkten  M  als  Centren.  Also  sind  diese  Reihen  zu  einander 
projectivisch.  Mithin  sind  dies  auch  die  Büschel,  welche  über  ihnen  aus 
/\Pt/^3  gebildet  werden.  Diese  schneiden  aber  m^  resp.  m^^  m,  in  den 
Punkten  von  Geraden,  welche  QRS..,  correspondiren.  Also  bilden  diese 
Pankte  auf  den  m  zueinander  projective  Reihen.  Die  Verbindungslinien 
entsprechender  Punkte  sind  die  den  Punkten  von  g  correspondiren  den 
Geraden,  umhüllen  mithin  einen  Kegelschnitt.  Dieser  hat  m^m^m^  zu 
Tangenten.  Seine  Tangenten  aus  P  entsprechen  den  Schnittpunkten  von 
g  mit  AT'  u.  s.  f. 
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Wir  anterlassen  es,  hier  weiter  anf  diese  quadratische  reciproke  Ver- 
wandtschaft einzugehen,  «nd  erwähnen  nnr,  dass  sich  dieselbe  von  einem 
allgemeinen  Gesichtspunkte  ans  betrachten  lässt,  wenn  wir  von  der  EbeDe 
in  den  Raum  tibergehen. 

5. 

Lassen  wir  in  2  die  Punkte  P  und  C^  zusammenfallen,  so  decken 
sich  auch  die  resp.  Punkte  PiQiy  PtQty  ^zOz*  ^^s  Dreieck  A^A^A^  gebt 
über  in  ein  dem  Kegelschnitt  K^  umschriebenes  und  wir  können  aach 
von  ihm  beweisen ,  dass  es  zu  M^  A/,  M^  perspectivisch  liegt. 

Wie  in  2,  betrachten  wir  zuerst  das  Secbseck  M^P^M^P^MfP^  JinA 
finden,  dass  P\P\P\  auf  einer  Geraden  p  liegen,  welche  Polare  zu  Pin 
Bezug  auf  A"'  ist.  Dann  wenden  wir  uns  dem  degenerirten  Sechseck  zn, 
welches  aus  M^M^  und  den  Tangenten  in  P^P^  besteht.  Es  mnss  in 
demselben  M^  P^ ,  if,  P^  oder  P  mit  dem  Schnittpunkte  A^  der  Tangenten 
in  Pj  und  /\  und  mit  P^M^,  Pt^i  oder  /^g  auf  einer  Geraden  liegen. 
In  analoger  Weise  folgern  wir,  dass  A^^  mit  P\  und  dass  A^  mit  P\  anf 
Geraden  durch  P  gelegen  sind. 

Nun  constmiren  wir  einen  Kegelschnitt  K*^,  der  dieselbe  Involution 
harmonischer  Pole  auf  P  besitzt  wie  üf^  Geben  wir  dann  von  K*^  noch 
eine  Involution  harmonischer  Pole  —  etwa  auf  PP\  —  durch  PP\^  A 
und  den  Schnittpunkt  von  m^  mit  PP\^  so  ist  K*^  bestimmt.  A^^xA^ 
liegt  in  Bezug  auf  K^  zn  M^M^M^  reciprok,  also  auch  zu  letzterem 
Dreieck  perspectivisch.     Wir  sagen  daher: 

Jedes  einem  Kegelschnitt  umschriebene  Dreieck  ist  per- 
spectivisch zu  jedem  eingeschriebenen,  welches  zum  Dreieck 
der  Berührungspunkte  des  umschriebenen  perspectiviseh 
liegt. 

Geht  K^  durch  die  Diagonal  punkte  M^M^M^  eines  Vierecks,  so 
können  wir  die  Seiten  desselben  als  Doppelstrahlen  dreier  Involntionen 
auffassen,  für  welche  die  resp.  Geraden  m^,  m,,  m^  Paare  sind.  Gehen 
also  durch  M^  die  Seiten  g^h^  des  Vierecks,  so  bestimmen  diese  eine 
Involution  /j,  für  welche  m^m^  ein  Paar  ist  u.  s.  f.  Diese  Involutioneo 
sind  dadurch  specialisirt,  dass  ihre  Doppelstrahlen  sich  viermal  zu  dreien 
in  vier  Punkten  —  den  Ecken  des  Vierecks  —  schneiden.  Sei  P  einer 
dieser  Punkte  und  gehen  durch  ihn  die  Seiten  g^^  gt^  g^  des  Vierecks 
und  schneiden  diese  K^  ein  zweites  Mal  in  den  Punkten  P^^  /^,,  P^^  so 
erhalten  wir  die  Pole  der  in  Rede  stehenden  Involutionen  in  Bezog  auf 
K^^  indem  wir  die  Tangenten  in  P^PfP^  resp.  mit  i?ijm,mj  zum  Schnitte 
bringen.  Nach  dem  oben  angeführten  Satze  ist  aber  das  Dreieck  dieser 
Tangenten  perspectivisch  zum  Dreieck  M^M^M^  —  mithin  liegen  die 
erwähnten  Pole  in  einer  Geraden.     Wir  schliessen  daher: 

Wenn  drei  Involutionen  so  liegen,  dass.  ihre  Doppel- 
strahlen    sich    zu    dreien    in    vier    Punkten    schneiden,    nnd 
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wenn  diese  Involutionen  anf  einen  Kegelschnitt  übertragen 
werden,  so  liegen  ihre  Pole  in  einer  Geraden. 

Die  Polaren  der  Involutionen  gehen  also  durch  einen  Punkt.  Nun 
ist  die  Polare  von  7,  die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  von  g^h^ 
mit  KK  In  analoger  Weise  ergiebt  sich,  dass  die  Polaren  von  Js,  J3 
die  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte  der  gegenüberliegenden  Seiten 
des  Vierecks  mit  E*  sind.  Diese  Verbindungslinien  gehen  durch  einen 
Punkt 9  d.  h.  die  Schnittpunkte  sind  Paare  einer  Involution.  Nun  war 
X^  ein  beliebiger  Kegelschnitt  durch  M^M^M^.     Wir  sagen  also: 

Legen  wir  einen  Kegelschnitt  durch  die  Diagonalpunkte 
eines  Vierecks,  so  schneiden  die  Gegenseiten  desselben  den 
Kegelschnitt  in  Paaren  einer  Involution. 

Zürich,  Juni  1884«  Dr.  C.  Betel. 


XVXIL  Einfache  Constructioii  der  Ellipse  aus  zwei  conjugirten 

Durohmessem. 

(ffierzu  Taf.  VII  Fig.  6.) 

Bewegt  sich  eine  Gerade  —  Kante  eines  Papierstreifens  —  mit 
zweien  ihrer  Punkte  auf  zwei  festen  Geraden,  so  verzeichnet  ein  belie- 
biger dritter  Punkt  eine  Ellipse.  Stehen  insbesondere  die  Leitgeraden 
auf  einander  senkrecht,  so  sind  sie  die  Hauptaxen  der  Ellipse;  im  All- 
gemeinen sind  sie  jedoch  nicht  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser.  Diese 
CoDstruction  ist  für  den  Techniker  wohl  die  bequemste,  namentlich  dann, 
wenn  es  sich  nur  um  einen  Theil  der  Curve  handelt,  da  man  sich  stets 
dort  beliebig  viele  Punkte  construiren  kann ,  wo  man  sie  gerade  braucht. 
Nun  bestimmt  man  zwar  nach  der  bekannten  Rjt zischen  Construction* 
(neben  anderen)  leicht  die  Hauptaxen  aus  zwei  conjugirten  Durchmessern 
und  ermöglicht  damit  die  Benutzung  obiger  Methode.  Werden  jedoch 
nicht  die  Hauptaxen,  sondern  nur  beliebig  viele  Punkte  verlangt,  wie 
es  z.  B.  bei  ax onometrischen  Darstellungen  der  Fall  ist,  so  kann  man 
bedeutend  einfacher  verfahren  und  übrigens  schliesslich,  wenn  es  wün- 
schenswerth  sein  sollte,  die  Hauptaxen  leicht  bestimmen. 

Es  seien  gegeben  die  beiden  Durchmesser  AA^  und  BB^  oder  cf  und 
<*'.  Man  fälle  von  A  ein  Perpendikel  AC=OB  auf  d'  und  ziehe  den 
Durchmesser  0  C  oder  d'\  Lässt  man  dann  die  Pun'kte  D  und  C  mit  der 
Geraden  AC  auf  d'  und  rf"  bezw.  hingleiten,  so  beschreibt  A  die  Ellipse. 
Znr  Construction    der  Hauptaxen   mache  man    OEs=CD   und   beschreibe 

•  MoBsbrugger,  „Grösstentheils  neue  Aufgaben  aus  dem  Gebiete  der  G^o- 
tt^trie  descriptive  etc.'*  1845,  S.  126;  oder  Fialkowski,  „Zeichnende  Geometrie." 
Wien  und  Leipzig,  Elinkhardt;  auch  Burmester,  „Grundzüge  der  Reliefperspec- 
tiTe**,  S.  16.    Leipzig,  Teubner. 


256  Kleinere  Hittheilangen. 

den  Kreis  über  OE^  welcher  d  in  0  berührt,  ziehe  darauf  die  Veibin- 
dungslinie  seines  Mittelpunktes  Jlf  mit  B^  welche  den  Kreis  in  zwei  Puak- 
teu  X  and  F  schneidet.     Dann  sind: 

1.  BÄ  nnd   BF  die  Länge  der  beiden  Halhazen, 
%  OY  Qtid  OX  bezw.  ihre  Richtungen. 

Beweis.  Das  Momentancentram  der  Bewegung  für  die  h^^ADC 
ist  der  Schnittpunkt  der  Normalen  der  Leitgeraden  in  den  Punkten  D 
und  C,  d.  h.  C.  Folglich  ist  die  Tangente  in  j4  der  Linie  ä'  parallel 
Dasselbe  gilt  für  ^|.  Folglich  sind  d  und  d'  conjugirte  Durchmesser. 
Die  beiden  Halbaxenlängen  sind  Maxima  und  Minima  dea  AbsUn- 
des  des  beschreibenden  Punktes  vom  Mittelpunkte.  Denkt  man  sieh 
daher  für  den  Augenblick  die  bewegliche  Gerade  in  der  Lage  d'  fest- 
gehalten und  die  Schenkel  des  Winkels  ßO^Cs=a  an  0  und  E  hin- 
gleitend, so  beschreibt  0  den  benutzten  Kreis  und  BX  und  ^Fsind  die 
fraglichen  Axenlängen.  Weiter  erkennt  man  aber,  dass  bei  der  rück- 
läufigen Bewegung  des  Winkels  BXO=iß  der  Schenkel  BX  stets  durcli 
Y  gehen  muss,  d.  h.  OY  ist  die  Richtung  der  einen  Aze,  folglich  OJdie 
der  andern, 

Darmstadt»  den  11.  Juli  1883.  Dr.  Carl  Rodbnbbso. 

(Aus  der  Zeitschiiit  des  Vereins  deutscher  Ingenieore,  Bd.  XXYII  8.803.) 


XIII. 
Zur  Integration  der  Differentialgleichungen. 

Von 

WoLD.  Heymann 

in  Planen  i.  Y. 


L  Verallgemeinerimg  einer  Jacobi'schen  Oleiohnng. 
Jacobi  hat  gezeigt,  dass  die  Integration  der  Gleichung 
1)  Mdx  +  Ndy  +  P(x  dy^-ydx)  =0 

auf  die  Bernonlli'sche  Gleichnng  führt,  wenn  Jf,  N  nnd  P  homogene 
Functionen  yon  x  und  y  sind  und  M  und  N  im  Grade  übereinstimmen. 
Es  soll  hier  diejenige  Gleichnng  obiger  Form  aufgestellt  werden, 
deren  Integration  von  der  allgemeinen  Ricca titschen  Gleichnng  abhängt. 
Man  findet,  dass  M  nnd  N  homogene  Functionen  desselben  Grades  sein 
müssen,  also 

während  P  additiv   aus   drei   homogenen  Functionen  von   verschiedenem 
Grade  zusammengesetzt  sein  darf,  und  zwar  in  folgender  Weise: 

Man  überzeugt  sich  durch  folgende  einfache  Rechnung  von  der  Richtig- 
keit der  Behauptung. 

Für  y^xt  geht  Gleichung  1)  über  in 

dx 
«"  1^(0 +  '9(01  ;^  +  ^"+M9'(0  +  x(0}  +  ^'+^*(0  +  «'«+*«(0  =  O, 

und  für  x  =  z^  erhält  man 

{^  +  <9|  r^  +  j^  +  xj  z  +  i(;.2<i»-")''+i  +  (».«(«-»)'•+*  ca  0. 

WeU  p  +  q^=2n  sein  soll,  so  lauten  die  letzten  beiden  Exponenten  von  z 

l  +  ^r  reep.   l-^r. 

nnd  wird  r  so  bestimmt,   dass  einer  derselben  verschwindet,   so  nimmt 
der  andere  den  Werth  2  an. 

ZaitaehTia  t  MAthematik  n.  Physik  XXIX,  6.  17 


1 


258  Znr  Integration  der  Differentialgleichnngen. 

Daher  wird  die  letzte  Differentialgleichung  zn  einer  Rice a titschen, 
nämlich 

2)  /ö^+A**+/i«+/"8  =  0, 

nnter  f  Functionen  nur  von  i  verstanden.  In  allen  Fällen,  in  denen 
Gleichung  2)  integrirt  werden  kann,  lässt  sich  auch  das  Integral  von  1) 
angeben;  beispielsweise  also  dann,  wenn  von  Gleichung  1)  eine  partica- 

Iftre  Lösung  bekannt  ist,  welche  nicht  etwa  die  Form  —  =a  hat,  wo  a 

X 

eine  bestimmte  Constante  bedeutet. 

Specialisirt  man  Gleichung  1)  insofern,  als  man  nur  rationale  Coeffi- 

cienten  zulässt  und  ausserdem  j9=:n  +  l,  mithin  g  =  n  — 1  setzt,  so 
liegt  vor: 

3)   .  (öo«^  +  öny)*^«  +  (^«  +  ^y)*^y  l^o 

wobei  symbolisch 

Für  y=^xi  folgt  nun  hieraus 

Die  Gleichung  3)  ist  geometrisch  dadurch  ausgezeichnet,  dass  ibr 
n  +  l  durch  den  Coordtnatenanfang  gehende  Gerade  particulSr  genägen, 
deren  Gleichungen  in  der  Form  xs=zly  enthalten  sind,  wobei  für  Jl  jede 
der  Wurzeln  der  Gleichung 

5)  K^  +  0".i  +  (ftoA  +  M"  =  0 

zu  setzen  ist.  Die  Gleichung  4)  dagegen  besitzt  n  +  1  particuläre  Ge- 
rade, welche  parallel  der  a?-Axe  verlaufen  und  durch  die  Gleichnng 
X/  — 1=0  gegeben  sind,  wo  i  die  vorige  Bedeutung  hat. 

Dreht  man  das  Coordinatensystem,  auf  welches  die  Gleichung  3) 
bezogen  ist,  so  dass  eine  der  particulftren  Geraden  mit  der  ^-Aze  zu- 
sammenfällt, so  muss  eine  der  Parallelen,  welche  der  Gleichung  4)  ge- 
nügen, in  die  Unendlichkeit  rücken,  das  heisst  aber,  es  muss  in  den 
transformirten  Gleichungen  der  dem  bn  analoge  Coefficient  verschwinden. 

dx 
Mithin  wird  durch  diese  Transformation  der  Grad  der  Factoren  von  -r 

a' 

und  X  in  Gleichung  4)  um  eine  Einheit  herabgedrückt,  was  für  die  In- 
tegration vortheilhaft  sein  kann. 

Um  die  Coordinatendrehung  vorzunehmen,  substituire  man  in  3) 
x  =  x^  +  ky,   wähle  für  k  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  5)  und  setze 

schliesslich  —  ==/.     Die  neue  Gleichung  hat  die  Form 
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=  0. 

Ffir  0?.  =  —  tritt  an  die  zweite  Klammer  der  Factor  t',  während  die 
z 

letzte  (nach  Mnltiplication   der  Gleichung  mit  z^)  von  z  frei  wird;   die 

Gleichung  lautet  also  jetzt 

in  welcher  sich  der  Orad  in  Bezug  auf  beide  Variabeln  /und 
z  an  keiner  Stelle  ttber  den  n**°  erhebt. 


Wir  geben  zwei  Beispiele. 

a)  Es  sei  zu  integriren 

+  {ax^  +  ß  xy  +  yy^  +  d X  +  sy  +  i){x  dy  --  y  dx)\ 
Man  setze  x^^^x^  +  Xy  und  erhält 

(a-, x,^  +  a\ x,y  +  a\ y«)  dx,  +  {b\ x,*  +  b\  x,y  +  b\ y«)  dy\  ^ 
+  {ux^^  +  e^x^y  +  ry  +  b'x^  +  i'y  +  t'){x,dy^ydx^)  \         * 
Nun  wählt  man  l  so,  dass 

dann  folgt  für  y  =  x^i  und  x^^—  eine  Gleichung  von  nachstehender 
Gestalt: 

und  diese  kann  mittels  hypergeometrischer  Functionen  integrirt  werden. 

b)  Um  anch  ein  Beispiel  zu  haben,  bei  welchem  mit  Hilfe  einer 
particulären  Lösung  das  vollständige  Integral  gewonnen  wird,  sei  vor- 
gelegt 

.  {oQa^  +  a^x^y  +  a^xy^  +  a^y^dx  +  lbQa^+biX^y  +  b^xy^  +  b^y^dyl 

Dieser  Gleichung  genügen  zunächst  vier  Gerade  xs=Xy^  wobei  k  aus  der 
biquadratischen  Gleichung 

ft  {a^i'  +  a,k^+a,X  +  a^)k  +  {b.Jfi  +  b,k^  +  b,k  +  b,)  =  0 

ra  berechnen  ist.  Genügt  ihr  noch  ein  durch  den  Coordinatenanfang 
gehender  Kegelschnitt 

to  lässt  sie  sich  durch  gewöhnliche  Quadraturen  integriren.  —  Um  dies 
einzusehen,  transformire  man  die  Gleichung  a)  mittels  der  früher  auf- 
gestellten Substitutionen  x=^ky  +  x^^  y^^x^i^  a?j  =  — i  d.h.  mittels 

17» 
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Xi  +  1  t 

unter  X  eine  der  Wnrzeln  von  Gleichung  ß)  gedacht. 
Die  yeränderte  Gleichung  steht  unter  der  Form 

während  der  Kegelschnitt  y)  in  einen  andern  übergeht,  nämlich 

welcher  nun  der  Gleichung  S)  zu  genügen  hat. 

Führt  man  den  Werth  von  :  aus  der  letzten  Gleichung  in  die  vor- 
hergehende Differentialgleichung  ein,  so  entsteht  eine  Gleichung  f^nfteo 
Grades  bezüglich  /,  welche  identisch  verschwinden  soll.  Indem  man 
daher  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  gleich  Null  setzt,  gewinnt  man 
vier  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Verhältnisse  der  Kegelschnittscoeffi- 
cienten;  die  anderen  zwei  Gleichungen  drücken  Bedingungen  aus,  wei- 
chen die  Coefficienten  der  vorgelegten  Differentialgleichung  infolge  Vor- 
aussetzung der  particulären  Lösung  c)  unterliegen. 

Schliesslich  sei  bemerkt,  dass  das  particuläre  Integral  der  Differen- 
tialgleichung a)  eine  Curve  m^^  Ordnung  sein  darf,  deren  Gleichung 
symbolisch  folgendermassen  zu  lauten  hat: 

{uqX  +  fimy)*"  +  {vqX  +  r,„_i  y)"»-*  =  0. 
Denn   durch  Einführung   der   früheren  Substitutionen  leitet  man  hieraus 
eine  Curve  ab,  deren  Gleichung 

ist   und  welche,   wie   eine   ähnliche   Abzahlung   ergiebt,    ebenfalls   unter 
zwei  Bedingungen  der  Differentialgleichung  6)  particulär  genfigt. 

II.   Verwerthung  von  integrirenden  Faotoren  bei  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung. 

Euler  hat  im  V.  und  VI.  Capitel  des  IL  Abschnittes  im  IL  Bande 
seiner  Integralrechnung  auf  den  Vortheil  hingewiesen,  welchen  inte- 
grirende  Factoren  bei  der  Integration  von  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  —  besonders  auch  bei  nicht  linearen  —  gewähren  können, 
und  an  dieser  Stelle  mehrere  charakteristische  Beispiele  gegeben.  Es  soU 
in  Folgendem  auf  einige  neue  Beispiele  aufmerksam  gemacht  werden« 

Sei  vorgelegt 

Für   -7=.  =  i  entateht  hieraus 
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wobei 

dz 
Der  integrirende  Factor  der  letzten  Gleichung  ist  —  >  nnd  selbige  lässt 

sich  nnter  Verwendung  dieses  Factors  folgen dermassen  schreiben: 

oder  integrirt  

a:^  =  /c,  +  2y>(z)rfz. 

Eine  nochmalige  Integration  liefert 


fi 


j/c,  +  2jF{z)dz 

und  dieser  Ausdruck  genügt  der  Gleichung  2);   für  Gleichung  1)   hin- 
gegen hat  man  das  Integral 


fi 


=  /a:  +  Cg,       «  =  -;=• 


/c,+iz^+2jnz)dz  y^ 

Auf  Gleichung  1)  kommt  die  allgemeine  Euler'sche  Gleichung 

3)  ^'^^Kä)'  Ä=K^+27^^+y^ 

xarück,  denn  substituirt  man  in  letztere 

1  +  Xu  V  ...        „       o  „ 

aj  = f  11  =  —»     mithin    y  =M*y, 

u  u 

•0  entsteht 

Nimmt  man  für  A  eine  der  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

a  +  2/5A  +  Ay«  =  0 
nnd  setzt  an  Stelle  von 

Y  +  2{ß  +  Yl)u 

eine  neue  Variabele  «,  so  erhält  man 


tko  eine  Gleichnng,  welche  mit  Gleichung  1)  bis  auf  einen  constanten 
Factor  %  übereinstimmt,  welcher  bei  der  Integration  nicht  weiter  stört. 
Der  integrirende  Factor  von  Gleichung  3)  lautet 
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oder    in    den    ursprünglichen   Yariabelen    mit    Benutzung   der    Snbstita* 

^      dx\R) 
Die  Gleichung  3)  bietet  einige  interessante  Specialfälle  dar,  so  s.  6. 
die  von  Euler  behandelte  Gleichung 

Ein  Fall,  welcher  neu  sein  dürfte,  ist  folgender: 
4)  ^  =  . ^ 


rfa?«       [Ax*  +  ^y«  +  2  Cxy  +  2Dx  +  2Ey  +  /*]•/« 
Substituirt  man  hier 


so  entsteht 


dx^       iÄ^x^+B^y^^  +  2C,xy,  +  2D,x  +  2E,y^  +  P^-\*>^ 
und  nun  kann  man  über  fi  und  v  so  verfügen,  dass  die  CoefBcienten 

verschwinden.     Die  vereinfachte  Gleichung  lässt  sich  offenbar  in  der  Form 

geben  und  ist  sonach  ein  specieller  Fall  von   Gleichnng  3);   man  bat 
nSmlich 


Ä» 


^'jTj^f:^''®'  "-''■'."+".'+'''• 


Sollte  i?=3  0  sein,  so  lassen  sich  die  Substitutionscoefficienten  ft  und  v 
nicht  bestimmen.  In  diesem  Falle  benutze  man  die  schon  bei  der  all- 
gemeineren Gleichung  3)  verwendeten  Substitutionen 

u  ^       u       ^ 

Vermöge  dieser  Ausdrücke  geht  die  Differentialgleichung  4)  über  in  eine 

derselben  Form,  nämlich 

5^  ^^ l , 

^  rfM«      lA^u^+2C^uv  +  2D^u  +  2E^v+F^Y^* 

und  nun  kann  man  über  il  so  verfügen,  dass 

Ist  etwa  auch  C=Oy  so  wird  diese  Bestimmung  unmöglich  und  über^ 
flüssig.  Die  vereinfachte  Gleichung  kann  integrirt  werden,  denn  sie  ist 
ein  Specialfall  von 
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j^i  =  9{^  +  <^»*  +  ^^  +  c)j 


du* 

welcher  Gleichung,  wie  leicht  zu  finden,  das  Integral 

dfv 


//, 


.9 


k^  +  2aw  +  2l<p{w)dw 

w^v  +  au*  +  bu  +  c 
lakommt. 

In  einfacher  Weise  l&sst  auch  die  Differentialgleichung 
die  Integration  zu,  weil  sie  auf  die  Form 

gebracht  werden  kann. 

Wir  bemerken  weiter,  dass  auch  die  Gleichung 

als  Specialfall  von  3)  integrirt  werden  kann.     Ihr  integrirender  Factor  ist 


and  ihr  Integral 


Dieses  Resultat   bt    insofern    bemerken swerth,    als    die  Integration   der 
Gleichung  /    v 

in  allen  anderen  Fällen  als  n  =  3  zur  Zeit  nicht  geleistet  werden  kann. 

Von  Gleichung  7)  ausgehend,  findet  man  ohne  Mühe  einige  andere 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  welche  einfache  integrirende 
Factoren  besitzen.     Wir  geben  sogleich  die  Resultate. 

Der  Gleichung 

8)  a:.y"+<p(l).(a,j,'_j,).4-v,(^)  =  0 

kommt  der  integrirende  Factor 

^  ax  X 

zu,  und  daher  lautet  das  Integral 

ef9^t)dtdt  1 


ff, 


,j_  2/^(0  «*/»(»)<»««/< 


=  -  +  c,. 
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Für  die  Gleichung 
9)  «»y"+9(|).(«y'-y)«+*(^).(xy'-j,)  =  0 

findet  man 


1 


/. 


effW'dt  1    . 
n =i+*'«' 


Für 
10)  »»y''+»>(|)-(«y'-y)*  +  *(x).(a:i,-y)  =  0 


ist 


ax 


/«WO  -'  ät + c,y;--/>">  •  p  ^ = .,. 

HL  Auf  Uiung  gewisser  algebraiicher  Oleichnngen  mittels  Integration 
von  Differentialgleichnngen. 

Der  Gedanke,  algebraische  Gleichangen  auf  dem  Wege  der  Integra- 
tion von  Differentialgleichnngen  zu  lösen,  findet  sich  wohl  anerst  bei 
Job.  Landen,  welcher  im  Jahre  1755  in  The  Matbematical  Incubrs- 
tions  die  cnbische  Gleichung  in  gedachter  Weise  behandelte. 

Landen  geht  von  der  Gleichung* 

g^  —  iafi  —  px) 
aus,  sieht  x  ab  unabhängige,  g  als  abhängige  Variabele  an;  er  differen- 
zirt  die  Gleichung  snccessive  dreimal  und  erhält 

rfT« ^- 

Durch  einen  zweifachen  Integrationsprocess  gelangt  er  rückwärts  zu  eitter 
Differentialgleichung  erster  Ordnung 

dx  dg 

und  durch  eine  nochmalige  Integration  gelingt  es,  x  durch  p  und  q  6X- 
plicite  darzustellen;  es  erscheint  die  Cardani'sche  Formel. 

Bei  genauerer  Betrachtung  der  Lau  deutschen  Methode  bemerkt  msot 
dass  eine  dreimalige  Differentiation  und  rückwärts  geleitete  Integration 
nicht  nöthig  ist;  es  genügt  ein  einmaliger  Process.  —  Wir  wollen  dies 
an  der  Gleichung 

*  Yergl.  MatthiesBen,  Grandsüge  der  antiken  und  modernen  Algebra  der 
litteralen  Gleichungen,  §  138. 
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seigen.    Differenzirt  man  selbige  nach  Xy  so  folgt 

und  qnadrirt  man  beide  Gleichnngen,  so  entsteht 

y«  =  x«  -  6a» o:*  +  9a*a:»=  («*— 4a«)(a;*-  2a«a:«  +  a4)  +  4a», 

(^y=9(a^-2a«a:»  +  a*). 
Durch  eine  einfache  Combination  dieser  Oleichungen  erhält  man 

und  hier  lassen  sich  die  Variabelen  trennen,  nämlich 
2)  da; dy 

Nnn  ergiebt  die  Integration 

/(a:  +  j/a:»-4a«)  =  ^/(»  +  j/y«-4a«)  +  c, 
und  da  ffir  ar  =  0  anch  9  =  0,  so  ist  c  =  \l4. 
Nach  Beseitigung  dei  Logarithmen  findet  sich 

x  +  v'«»-4««=A'j+l/y»-4««i/4.«,       ,      , 
oder  ,^ «•=1» 

a:  _  j/x»_  4fl«  =  /y-f^*-4a"  1/4. t*, 
nnd  darch  Addition  gelangt  man  za  der  C ard an i 'sehen  Formel 

Bei  dieser  Behandlung  der  Gleichung  erledigt  sich  der  ca$us  irreducibiiis, 
wie  schon  Landen  bemerkte,  in  der  natürlichsten  Weise.  Die  Diffe- 
rentialgleichung 2)  gestattet  nämlich  anch  folgende  Schreibweise: 

dx  dy 

j/4a«--x»  ""  3  ^I^^p' 
nnd  dies  giebt  integrirt 

arcstn  --  =  4  arcstn  ^r— jk  +  c. 
2a       '  2a' 

Setzt  man 


80  ist 


y 

arcstn  27—0  =  »» 
2a^ 


^  a 


oder,  wenn  man  zu  den  ümkehrungsfnnctionen  übergeht 9 

sin  G»  =  —-jf    o;  =3  2a  m  (^«o  +  c), 
«  a 


Or    TRB 

TDNTVrHSIT 
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Durch  die  letzten  beiden  Anfldrficke  sind  die  drei  Lösungen  der  Gleich- 
ung ])  gegeben,  wenn  festgesetzt  wird,  dass 

c  =  -g-5    111  =  0,  1,2. 

Moivre  hat  bekanntlich  die  Oleichang* 

3)   y  =  aj"  — yfl«a:«-«  +  -Y-2— o*«""*— -^ — j-yg a«««-«+... 

aufgestellt  und  gelöst.    Dieselbe  kann  mittels  einer  Parameterdarstellung 
folgendermassen  geschrieben  werden: 

4)  a?  =  a((+r-«),    y  =  a"(r-+r-«), 

und  hierdurch  ist  man  von  ihrer  algebraischen  Auflösung  nicht  mehr  weit 
entfernt. 

Will  man  jedoch  die  Auflösung  durch  Integration  bewerkstelligen, 
so  bilde  man 

di      i^*    ^  ^'    dl       i  ^^    '    ^• 
Quadrirt   man    diese  Ausdrücke    und  beachtet  die  Gleichungen   4),   so 
ergiebt  sich 

oder  nach  Division 

\dy)  '^w»(y«-4a^")' 
Hier  lassen  sich  wieder  die  Variabelen  trennen;  man  erhält** 


*  Euler,  Analyais  des  unendlichen,  Bd.  8  S.  16. 

*  Dieses  Resultat  l&sst  sich  auch  folgendermassen  aussprechen.   Das  Integral 


wird  durch  die  Sabstitntion 

Übergefährt  in  /•     ^ 

Solche  Transformationen  sind  in  der  Theorie  der  hyperelliptuchen  Integrale  tob 
Wichtigkeit    Würde  man  etwa  in  das  elliptische  Integral 


1  /'  dy 


für  y  das  Moivre  "sehe  Polynom  einsetsen,  so  würde  das  complicirte  Integral 

dx 


// 


(««-4a«)(««-~a««»~*+...-6) 


entstehen  und  also  letiteres  auf  das  vorhergehende  redndrbar  sein.     Es  vrüide 
sonach  beispielsweise  das  hyperelliptische  Integral 
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dx  dy 

:*  —  4  a*       n 
und  hierans  folgt  analog  wie  früher 


5)  , -       , 


6)  a^^f/y+y»'-*""  .,+j/^-yy'-^"'\,>-^,  ,.=,. 

oder  anch 

#»x  A      .  «  +  2ot»  y  /v   -i    ft 

7)      ar  =  2a«« »     «ww  =  irh->     m  =0,  1,  2,  ...  n~l. 

n  2  a" 

Es  ist  leicht  an  sehen,  dass  die  allgemeine  Gleichung,  welche  gegeben 
ist  durch 

und  welche  in  rationaler  Form  vom  2n^'^  Grade  in  x  ist,*  derselben 
Differentialgleichung  5)  genügt,  und  dass  das  Integral  ezplicite  in  j^  aus- 
gedrückt folgendermassen  lautet: 


9)  .=*/^fi±l^yL=i^..+*-./7E^?!.^-.,   ,-=1. 

Da  die  Grösse  k  in  der  Differentialgleichung  5)  nicht  vorkommt,  so  stellen 
die  Ausdrücke  8)  oder  9)  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  5)  dar. 

Kb  liegt  nahe,  diejenige  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  auf- 
zustellen, für  welche 

iO)  dx  _^  dy  h:=const. 

ein  erstes  Integral  ist.**     Man  findet 

/' dx 

vermöge  der  Subsütation 

yrsap*  — 8a*x 

zurückfuhrbar  sein  auf  das  elliptische 

VergL   Eönigsb erger,  Allgemeine  UntersachuDgen  aus  der  Theorie  der  Diffe- 
rentialgleichungen  (1882) ,  S.  166. 

*  Ist  beispielsweise  iis8,  so  liegt  folgende  Gleichung  sechsten  Grades  vor: 

(ap»  -  8a««  -  uyf  -h  /J*(4a«  -  y«)  =  0, 
worin 

^^  Fragt  man  allgemeiner,  von  welcher  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
das  exacte  Differential 

fp{x)dX'^%'^{y)dy^O^    %  =  con8t. 

em  erstes  Integral  ist,  so  findet  man 


da^     tp  {X)  dx     ip  (y)  \dxt 
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^  dx^^x^  —  ia*  dx     y»  — 4a«»Vrfa;/  ' 

nnd   für  diese  Differentialgleichung  lautet  daher  daa  allgemeine  Integral 

12)  x^a{kt+[ki)-^),     y=^a^(l^  +  l'^) 

oder 

wo  h  und  A:  die  willkürlichen  Constanten  sind. 

Von  besonderem  Interesse  sind  gewisse  lineare  Differentialgleich, 
ungen,  deren  Integrale  zugleich  algebraischen  Gleichungen  genügen.* 

Wir  wenden  uns  an  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  um 
mittels  Integration  derselben  die  Auflösung  der  cubischen  Gleichang  za 
bewerkstelligen.     Es  ist  dies  die  Gleichung 

14)  {4a«-a:V'-a^y  +  iy==0, 
welcher  particnlär 

15)  y»  — 3a*y  — a:=:0 

genügt.     Um  zunächst  darzuthun,  dass  der  Ausdruck  15)  der  Gleichung 
14)  Genüge  leistet,  bilde  man 

._         1  ..  2y 

^      3(y*-a«)'    *  *"     9iy«-flV 
und  führe  dies  in  14)  ein;  es  entsteht 

y^  -  3aV  —  3a:j^  +  3aV  +  6a«a:y«  +  2ar«y  -  9a^y  —  3«*^. 
Dieses  ist  zwar  nicht  identisch  Null;  da  man  aber  hierfür  auch 

(y»-  3a»y  -  ar)(y*- 2a:y  +  3«*) 
schreiben  kann,  so  verschwindet  es  infolge  Auftretens  des  Factors 

y«— 3a»y— «  =  0. 
Um  nun  direct  ein  Integral  der  Gleichung  14)  herzuleiten,    snbsli- 
tuire  man  in  jene 


Vergleicht  man  die  letzte  Gleichung  mit 

SO  hat  man  augenblicklich 

9'  =  -X9,   ^'=r^,    mithin   9  =  ««-"-^^''',    rp-ße^^^'^f 
und  dies  giebt,  in 

j<pdx-^%jilfdy  =  con8t, 

eingesetzt,  das  Integral  der  von  Liouville  auf  anderem  Wege  integririen  Diffe- 
rentialgleichung a),  nämlich 

jt'S^^»  dx  +  Afef^^y  dy  =  B. 

*  Vergl.  Spitzer,  Untersuchungen  im  Gebiete  linearer  Differential^Ieieh- 
ungen,  I.Heft  (1884). 
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wodarch  diese  DiffereDtialgleichung  Übergeht  in 

Der  letzten  Gleichung  genügt 

wofär  anch  bei  veränderten  Constanten 

y  =  C\  {cos  q>  +  i  sin  qp)^  +  C\  {cos  q>  —  i  sin  qp)5i 

X 

gesetzt  werden  darf.     Beachtet  man,    dass  cos(ps=—^^  so  erhftlt  man 
schliesslich  

und    das  ist  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung    14).     Soll  dasselbe 
coiDcidiren  mit 

so  mnss 

sein,   wo  e  der  Beihe  nach  die  Wurzeln  der  Gleichung 

£»  =  1 

bedeutet. 

Der  casus  irreducibilis  erledigt  sich  auf  diesem  Wege  gleich  anfäng- 
lich, bevor  man  noch  zu  Wurzelgrössen  übergeht.  Es  bestimmen  sich 
die  Constanten  in 

y^^C^cos^  +  C^sin^ 

zu 

^  -  7,mn 

Ci=      2a  cos— ^ 

mitbin  ist  die  Lösung 


17)  y^iacos — ^»     cos<p=Y^\      m==0,  1,  2. 

In  gleicher  Weise  kann  man  zeigen ,  dass  der  allgemeinere  Ausdruck 

y=sCtCos 1-  C«  sin  — 

18)  >         n         «        „ 


oder  auch 

y= 

..fi 

cosq>=^ 

X 

'2a» 

.f'- 

\ 

19) 

2 

2 

-4  a«» 

der  Differentialgleichung 
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20)  (4  «2«  -  X*)  y"-  ary'+  i  y  =  0 
gentigt.    Ist  speciell 

Ci  =  2flco5— »     ^,  =  -2am^5     i«=:0,  1,  2, ...  n-1, 
resp. 

80  Stellen  die^ Ausdrücke  für  y,  wie  schon  früher  bemerkt,  die  LSsong 
der  Moiyre*schen  Gleichung 

oder  in  Parameterdarstellnng 

vor. 

Specialisirt  man  die  Constanten  nicht,  so  lautet  das  Integral  in  Pait- 
meterdarstellung 

21)  aj  =  a"(r« +/-»),     y^a{Ji+Bt-^), 

und  das  ist  nach  Elimination  von  i  in  rationaler  Gestalt  ein  Ansdrod; 
der  bezüglich  y  bis  zum  2n^®"  Grade  aufsteigt«  Im  Falle  n&=3  hat  man 
beispielsweise 

22)  (y»-3^Äa«y-aa:)*  +  /5«(4a«-j:»)«=0 
und  bierin  bedeuten 

der  Gleichung  22)  genügt  sonach 

y^V^ßf^^^^^'^+y^ßf^^^^-^,  ^=1. 

Da  die  Gleichung  22)  uugeftndert  bleibt,  wenn  A  und  B  untereinander 
vertauscht  werden,  so  hat  man  als  weitere  drei  Lösungen 

Ist  a;'--4a®>0,  so  sind  zwei  der  Wurzelformen  (nXmlich  die, 
welche  zu  e  =  l  gehören)  reell,  die  anderen  vier  complex. 

Ist  d?^  —  4  a^  <  0 ,  so  muss ,  falls  die  vorgelegte  algebraische  Gleich- 
ung 22)  reelle  Coefficienten  haben  soll,  ß*<0  sein;  dann  besitzt  die 
Gleichung  sechs  reelle  Wurzeln,   welche  aber  in  der  imaginftren  Gestalt 

ys=ij/a  +  yiyu  +  vi.B  +  ya  +  yif/u'-vi.B\    |5*  =  — y* 
erscheinen.     Um  diesen  casus  irreducibilis  zu  lösen,  führe  man  in  Gleich- 
ung 22)  die  Substitutionen 

Xsn2a^C0S(p^      y  =  2a^co5T;         O  =  ^<C09^,      y=^8««^ 

eiui  wodurch  selbige  übergeht  in 
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(4  co5r*  —  3  cosx  —  cosq)  cos^y  —  sin^q^  sin^^  =  0 
oder 

4  cosT^  —  3  cost  =  cosq)  cosrfß  +  sin  tp  sin 'tp 
oder 

cos3t=s  cos  {2mn  +  q>  +  ^), 

Mithin  genfigen  der  Gleicbnng  22)  im  vorliegenden  Falle  folgende  sechs 
reelle  Grössen: 

y^2aQC0s i     m  =  0,  1,  2, 

wobei 

Ganz  analoge  Formeln  gelten,  wenn  man  es  mit  der  erwähnten 
Gleicbnng  2n^^^  Grades  zu  than  hat. 

Obwohl  alle  die  hier  behandelten  Gleichungen  eine  rein  algebraische 
Anflösang  zulassen  and  der  Differenlialbegriff  nur  künstlich  In  die  Rech- 
nung gezogen  wird,  so  darf  man  das  angegebene  Verfahren  doch  nicht 
als  eine  überflttssige  Complication  einfacher  Beziehungen  ansehen.  Denn 
einmal  wird  durch  Untersuchungen  gedachter  Art  ein  Streiflicht  auf  die 
Integrale  gewisser  Differentialgleichungen  geworfen,  und  das  andere  Mal 
sind  die  Mittel  und  Wege  für  die  Auflösung  höherer  algebraischer  Gleich- 
ungen vorwiegend  in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  zu  suchen, 
wie  das  durch  die  Jacob  loschen  und  Abel 'sehen  Untersuchungen  über 
die  Modulargleichungen  der  elliptischen  Functionen  und  deren  Differen- 
tialgleichungen genugsam  bekannt  ist. 


XIV. 
Ueber  einige  Abersohe  Integrale  erster  Gattung. 

Von 

Prof.  H,  J.  RiNK 

in  Groningen  (Holland). 


Auf  den  folgenden  Seiten  betrachten  wir  einige  Ab  ersehe  Integrale 

^  I  wobei  Ä(a:)*  =  (x  — aiy«(a?— ögy'«...(x— fl,)'". 

/Ä(a:)* 

Abel  hat  in  seiner  berühmten  Abbandlang  „Memoire  snr  une  propri^t^ 
gdnörale  d'nne  classe  tr^s-^tendne  de  fonctions  transcendantes^**  in 
diesem  Falle  untersncht,  wie  gross  die  kleinste  Zahl  ron  Integralen  ist, 
worauf  die  Summe  einer  willkürlichen  Zahl  von  Integralen  redncirt  werden 
kann.  Wie  bekannt,  ist  diese  Zahl  die  nftmliche,  wie  die  später  von 
Riemann  durch  den  Namen  Geschlecht  angedeutete,  und  wir  fragen 
erstens,  welche  Werthe  von  n,  /«i,  fi2>  •  •  •  f^m  das  Geschlecht  von  p^Ä(x)*=l 
ausmachen. 

Das  Geschlecht  p   wird   in  diesem  Falle  gegeben  durch  die  Formel 

p=il(f.-l)(m-l)-(vo-l)-(v,-l)-...-(v.-l)}, 
wo 

Vq  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  von  n  und  fti  +  ^+---+f^ii» 

^2       »»  n  ,t  f,  »       ^       9»       f^    ^<  8.  W, 

bezeichnet. 

Wir  nehmen  weiter  an,  dass  n,  fi|,  ftji  •••  f»«  ganze  Zahlen  bedeu- 
ten, die  nicht  sämmtlich  einen  gemeinsamen  Theiler  haben;  dass  /h) 
f4,  ...  |Lim  sämmtlich  kleiner  wie  n  und  fi|  +  f^  + •••  +  !•»  grösser  vis 
n  sind. 

Wir  bemerken   nun,   dass   der  grösste  Werth,   den   Vq  haben  kann, 

n  ist  und  dass  V|,  v,,  ...  Vm  nie  grösser  wie  -^  sein  können.  Ausgenom- 
men den  Fall,  dass  n  =  2,  können  nicht  sämmtliche  v^,  v,,  ...  v«  den 
Werth   ^  haben.     Somit  ist,  wenn  ft>2. 


*  Oeuvres  compietes,  Nouvelle  Edition  T.  I  p.  148. 
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p<4J('»-i)(«-i)-('«-i)-»«(j-i)j 

oder 

p<l  +  ^im-4). 

Hieraus  folgt,   dass,  wenn  n>2,  die  Zahl  p  nur  =1  sein  kann,  wena 
m<4,  also  m  =  3  oderm  =  2.    Nur  im  Falle  n=:2  kann  in  =  4  werden. 
Betrachten  wir  den  Fall  m=:3,  dann  ist 

P  —  ^T  2 

p  ist  =1,  wenn  Vo+Vi+>'2  +  *'3  — ^''*     ^i^se  Gleichung  kann  nur  dann 

erfüllt  werden,   wenn   Vo  =  w,   weil  Vj,  v^,  1/3  nicht  grösser  wie  -^   und 

nicht  sämmtlich  mit  n  diesen  Werth  haben  können;  ausgenommen  ist 
wieder  der  Fall,  dass  W6=2  ist.  Somit  soll  v^  +  v2  +  v^  =  n  sein,  und 
diese  Gleichung  kann  nur  erfüllt  werden  in  den  Fällen 

n  n  n 

",  =  3'  "»=3'  "8=3; 

n  n  n 

Vi  =2-'      ^2=4'      ^8  =  -4  5 

n  n  n 

»'1=^'  "»=3'  "3=6-; 

damit  aber  ^>  f>i»  f^g»  f^s  ^^iQ^i^  Theiler  gemeinsam  haben,  kann  im  ersten 
Falle  n  nur  =3  3,  im  zweiten  nur  =4  und  im  dritten  nur  =6  sein. 

Ist  TO  =  2,   dann  ist  p=  l  +  i(«  — Vq  — ''1  — ^2) i   P  wird  =1,   wenn 
Vo+v,  +  v,  =  w.    Durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  im  Falle  w  =  3  findet 
man,  dass  folgende  Werthe  dieser  Gleichung  gentigen  können: 
«  =  6,     vo  =  3»     Vi  =  2,     V3j=l, 
Vo  =  2,     vi  =  l,     v,  =  3, 
»'o^^»     Vi  =  3,     V8  =  2; 
«  =  4,     Vo  =  2,     Vi  =  l,     Vg=l, 
Vo=l,     vi  =  2,     v,=  l; 
«  =  3,     Vo=l,     Vi  =  l,     Vj  =  l. 

„,  vom  Ge- 

j/rW 

schlecht  eins  ist,  wenn  f^jR(a:)*  eine  der  folgenden  Formen  hat: 

11)      j/(a:  — a)*(af— 6)^ 
Zdtaohrift  L  H*them»tik  a.  Phjsik  XXIX«  5.  18 
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Ans  nnserer  Voraussetznng,   dass  sämmtliche  ^|,  fi^,  ...  fim  kleiner 
wie  n,  und  fii  +  j*j+."  +  f*m  grösser  wie  n  sein  sollen,  folgt,  dass  /  „ 


für  keinen  Werth  von  x  (weder  a:  =  a|,  a,,  ...  0^,  nocb  d;s=oo)  nnend- 
lieh  wird  und  also  erster  Gattung  ist.  Ohne  Hin'zufügung  einer  loga- 
rithmischen  Function  kann  deshalb  die  Summe  zweier  solcher  Integrale 
zu  einem  dritten  solchen  Integral  reducirt  werden  und  das  Abersehe 
Theorem  giebt  die  algebraische  Relation,  welche  zwischen  den  oberen 
Grenzen  dieser  Integrale  stattfindet.  Diese  algebraische  Gleichung  ist  abei 
das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 

und  die  obere  Grenze  des  dritten  Integrals  ist  die  Constante  der  Diffe- 
rentialgleichung. 

Wollen  wir  also  eine  algebraische  Integralgleichung  dieser  Differen- 
tialgleichung finden,  wobei  y  R{xY  eine  der  oben  bezeichneten  elf  For- 
men hat,  so  brauchen  wir  nur  nach  dem  von  Abel  gelernten  Verfahren 
die  Relation  zwischen  x^^  o:,*  ^%  aufzusuchen,  wenn 

Xx  Xt  Xt, 

Wie  bekannt,  besteht  dies  Verfahren  darin,  dass  man  mit  der  Gleichung 
^■  =  Ä(a;)*  eine  andere  Vq  +  ^'i^ +  •••+ *'«— iy"~*  ~^  verbindet,  wobei 
Vq,  V,,  ...  v«-iy"~*  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind.  Diese 
Functionen  müssen  und  können  in  unserem  Falle  so  bestimmt  werden, 
dass ,  wenn  man  y  zwischen  beide  Gleichungen  eliminirt,  die  resultirende 
Gleichung  nur  drei  Wurzeln  hat,  die  von  zwei  arbiträren  Coefficienten 
abhängen,  die  in  den  Functionen  v  vorkommen.  Alle  übrigen  Wurzeln 
sollen   nur   abhängen  von  den  Constanten,   welche  in  R{x)  vorkommen. 

Man  braucht  schliesslich  diese  arbiträren  Coefficienten  nur  zu  elimi- 
niren  aus  den  Relationen ,  welche  diese  Coefficienten  mit  den  drei  War 
zeln  Tj,  OTj,  x^  verbinden,  um  die  gesuchte  Gleichung  zu  erhalten. 

Wir  wollen  diese  Methode  anwenden  zur  Integration  der  elf  Gleich- 
ungen ,  welche  entstehen ,  wenn  man  in  der  Gleichung  ^       '     +  ,      '- 

/R(x,)'^  yR{x,)' 
=  0  die  oben  angedeuteten  Formen  giebt. 

In  Betreff  dieser  Gleichungen  bemerken  wir,  dasa  die  erste  die 
bekannte  elliptische  Differentialgleichung  ist  und  dass  die  dritte  von 
All^gret*  betrachtet  ist.    Dieser  nämlichen  Gleichung  hat  Capitän  Mae 


*  Comptes  rendus,  T.  66  p.  U44. 


Von  Prof.  H.  J,  Rink.  275 

Mahon*  eine  ausführliche  Abhandlung  gewidmet  und  Caylej  hat  eine 
höchst  interessante  Note  dazugefügt.  Uebrigens  entstehen  die  Gleich- 
ungen 2),  6),  7),  8),  9)y  10),  11)  aas  den  Übrigen,  wenn  eine  der 
Grossen  a,  6,  c,  d  unendlich  wird. 

Vollständigkeitshalber  werden  wir  doch  alle  diese  Gleichnngen  lösen« 

D ^^^  +  -====i^==_  =  o. 

Vi^i  -  «)  («i  -  ö)  (^1  -  c)  {x^  -  d)      y[x^  -  a)  (x^  -  b)  (ar,  -  c)  {x^-d) 
Man  betrachte  die  Gleichnngen 

y*  =  (a:  —  a)  (dj  —  ^)  (x  --  c)  (x  —  d)  =  «*  +p  a'  +  g'  a*  -f-  r  X  +  5 
und  LA 

wo  V0  und  V|  ganze  rationale  Functionen  von  x  sind.  Nach  Elimination 
▼on  y  entsteht  die  Gleichung 

Vj,*  —  i/j^  (o?* + p  x^  +  g  a?'  +  r  oj  +  *)  =  0 . 
Die  Functionen  Vq  und  v^  werden  nun  so  bestimmt,   dass  sie  sämratlich 
zwei  willkürliche  Coefficienten  enthalten  und  nur  drei  oder  vier  Wurzeln 
von  diesen  Coefficienten  abhängen.     Dies  geschieht,   wenn  Vq  =  x^  +  ox 
-|-j3  und   Vj=3l  gesetzt   wird.     Die  Gleichung  dritten  Grades  ist  dann: 

(2a-p)x«+(a«+2i5-y)x«  +  (2ai5-r)x  +  (jS«-*)  =  0. 
Die  algebraische  Relation  zwischen  den  Wurzeln  x^,  Xg,  x,  dieser  Gleich- 
ung ist  die  Integralgleichung;  wenn  jf|,  y^^  y^  die  zu  Xj,  Xg,  x,  gehöri- 
gen Werthe  von  y  sind  in  der  Gleichung  y*  =  x*  +  P^*  +  y^*  +  ^a'  +  5, 
so  bedeutet  diese  Relation,  dass  die  Werthe  Xj^^,  x^y^,  x^y^  der  Gleich- 
ung x'  +  ax4-l^+y  =  0  genügen,  und  sie  ist  in  Determinautenform 

V  +  yi»     «1.     1 

Hierbei  ist  noch  unbestimmt,  welche  der  beiden  Wurzeln  von  y^i  y^  y^y 
9fs  bedeuten.  Hinsichtlich  ^j  und  y^  kann  man  beliebig  wählen,  aber 
dann  ist  y^  dadurch  bestimmt,  dass  Xg,  ^3  beiden  Gleichungen  genügen 
mfissen.  Diese  Form  der  Integralgleichung  ist  eine  andere,  wie  die  ge- 
wöhnlich gegebene;  aber  auch  diese  von  Lagrange  gegebene  Form  wird 
leicht  aus  unseren  Gleichungen  abgeleitet.     Offenbar  besteht  die  folgende 

oder 

{a+x,  +  x^y=^g  +  p{x,+x^)  +  {x,  +  x^)*-^2(ß  +  ax^)  +  px^. 

Aus  der  Gleichung  y  =  —  {x^  +  cix  +  ß)  folgt  aber: 

a+x,  +  x^=:^^^  und   iS  +  «a-3  =  -(y3  +  X3«), 
also  ^'"'^» 


*  Quarterly  Journal  of  Mathemaiics,  Febr.  1888,  p.  158. 

18  • 
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II)  ^''^i  I  ^^«  =,0 

Vi(^i-^){^i-b)(x,-c)y      Vi{x,^a)(x,^b)(x,^c)/ 

Die  beiden  zu  betrachtenden  Gleichungen  sind: 

y*  =  («  —  a)  (.T  —  6)  (ac  —  c)  =  x'+ p«*  +  Ö'«  + '' 
und 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass,  wenn  man  VQ^=^ax  +  ßf  ^i^^^  ^^^  Vt==0 
setzt,  die  Gleichung,  die  nach  Elimination  von  y  entsteht,  die  schon 
mehrmals  erwähnte  Form  haben  wird.     Diese  Gleichung  ist: 

(a»  +  l)a:«  +  (3a*j5-(ö  +  6  +  c))a«+(3a/5«  +  (r*6  +  ac  +  6c))« 

Sind  ^1,  f,,  x^  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  und  y,,  ^t,  jr,  die  corre- 
spondirenden  Werthe  von  y  in  y'  =  (^— •a)(a?  — 6)(j:  — c),  so  erhält  man 
die  Integralgleichung,  indem  man  die  Bedingung  schreibt,  dass  x^y^^  x^tft^ 
^3%  der  Gleichung  ax+ß  +  y=0  genügen.     Diese  Bedingung  ist: 

Vi    «1     1 

y,     iT,     1    =0 

y»    ^3    1 

und  das  ist  die  von  Cayley  gegebene  Form  der  IntegralgleichuDg.  FSr 
^if  j/t  kann  nach  Willkür  einer  der  drei  Werthe  von  /y^  genommen 
werden,  aber  y^  ist  dann  wiederum  bestimmt. 

Auch  die   von  Mac  Mahon   gegebene  Form   der  Integralgleichung 
wird  leicht  abgeleitet,  denn  es  bestehen  die  folgenden  Relationen: 

^  ^  4.^  r   -U^  ^   -       S^ß'+i^b  +  ac  +  bc) 
^1  a^i  +  ^v^^s  +  ^t  «8  = ^qp! » 

_                    ß^—abc 
ariar.org -3— 

Hieraus  folgt: 
abC'^l{ab  +  ac  +  bc)(Xj^  +  Xt  +  x^)  +  ^{a  +  b  +  c){x^x^  +  x^Xj^  +  x^x^ 

^  ^  ^  _  (ß+oa)iß  +  ba){ß  +  ca) 
^x.x^x^^  -^-^ 

Eliminirt  man  aber  x  aus  den  Gleichungen 

y9  =  [x^a){x  —  b){X''C)   und   y  +  ax  +  ß^O, 
dann  findet  man 
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{ß  +  aa)iß  +  ba)(ß  +  C€c) 

yif/tys  — „Sil 

und  somit  ' 

+  j{ab  +  ac  +  bc)  {x^  +  x^  +  x^)  —  abc]\ 
Hier  ist  das  Integral  rational  in  x^^  Xf  nnd  x^^  and  in  dieser  Form  ist 
dasselbe  zuerst  von  Mac  Mahon  gegeben. 

III)  ^^1  + -^^« =0 

y(x,--a)^{x,^b)\x,^cy     '  (a?.~a)«.(r.-6)»(ar,-c)3 

Die  beiden  zu  betrachtenden  Oleichnngen  sind: 
y^=(a;  — a)*(a?  — 6)»(aJ— c)«  und   Vo  +  v^y  +  v^p* +  VQy^  =  0. 

Ist  CD  eine  primitive  vierte  Wurzel  aus  der  Einheit,  dann  ist  die 
Gleichung,  die  nach  Elimination  von  y  entsteht  (wir  schreiben  der  Kürze 
halbere,  —  a=sA,   x  —  bs^B^   a?  — c  =  C): 

(v^  -  r^  ^S  ^V4  C  V4  +  V,  ^  äV.  6' V.  -  ^3  ^V»  /?•/•  r;%) 
( Vo  -  Vi  a>  ^V.  ^*  4  C'/-  -  V,  .4  )5V,  c'/,  +  v^  «  jV.  ij%  cV.)  =  o. 
Macht  man  Vq=/I*5*C*,  [vi  =  a-4*iPC,  Vf  =  ßAB^  V8  =  y,  so  kann 
man  i^^^C^  aus  dem  Producte  austreten  lassen,  und  der  übrig  bleibende 
Tbeil  ist  vom  fünften  Grade.  Wir  haben  aber  noch  drei  Coefficienten 
nnd  können  nun  diesen  solche  Werthe  beilegen,  dass  noch  ein  Factor 
vom  zweiten  Grade  austritt.  Dies  geschieht,  wenn  man  y=^0  macht. 
A^  wird  Factor  und  die  resultirende  Gleichung,  entstehend  aus  der  Eli- 
mination von  y  aus         .      ,         ...        ..«,         .« 

nud 

(a:  — a)(x— Ä)(a:— c)^  +  a(a:  — «)(«— c)y +  /Jy*  =  0 
ist: 

(a:-6)  ((.T^-c) +  /3«(a:-6))«  +  (a?-(?)(2i3(x-.6)  -  ««(«- a))2  =  0. 

Die   Eliminirung    von   a  und   ß  aus   den   Kelationen   zwischen   den 

Wurzeln  x^,  o;,,  x^  und   den  Coefficienten   dieser  Gleichung  würde  das 

Integral  der  Differentialgleichung  in  rationeller  Form  geben;   weil  diese 

aber  äusserst  complicirt  ist,  beschränken  wir  uns  darauf >  das  Integral  in 

der  Form  zu  schreiben,  dass  es  die  Bedingung  ausdrückt,  dass  die  Werthe 

^iVn  ^t^i»  ^3*3  ^®'  Gleichung 

(äc— fl)(a:  — 6)(a:— c)^  +  a(a:  — a)(a;— c)y  +  /Sy*s=:0 

genügen,   wobei  jf|,  y,,  ^3  die  zu  x^j  o?,,  x^  correspondirenden  Werthe 

▼on  y  in  der  Gleichung  y*  =  (x  — a)*(a:— 6)*(a:  — c)*  sind.    Diese  Beding» 

nng  wird  erfüllt,  wenn 

(a:i-a)(aji-6)(a:i-c)»    (a?i-fl)(a?i-c)yi     y^« 

.  (rr,-a)(a?,-6)(a?,-c)«     {x^'^a)(x^^c)y^     y,«   =0 

oder  (a?3-«)(a?8-^)(«8-0*     (a?3-fl)(^8-c)y8     Vf? 
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(ar,-6)'4(a;,-c)H     (a:,-a)H(ar,-c)%     (x^-fr)* 
{Xt-b)'i{xt-c)'A     (x,-a)'ii(xt-c)'i     (^,-6)% 


=  0. 


IV) 


^•Tj 


ax. 


y{x,^ay{x,-^b)\x,^c)^      y(x,^a)\x.^or{x,^cf 


=  0. 


Die  beiden  Gleichungen,  woraus  das  Integral  abgeleitet  wird,  sind: 

/  «  (o:  -  «)«  (x  -  6)*  (ar  -  c)5 
nnd 

Schreiben  wir  wiederum  (x— a)  =  y^,  (a;--6)=^,  (x— c)  =  Ciind 
ist  (D  eine  primitive  sechste  Wurzel  aus  der  Einheit,  so  haben  wir  durch 
Elimination  von  y: 

=  0. 

Macht  man  Vo  =  «^*^*^*.  Vl  =  i?^^'^^  v,  =  y.^^«C«,  v3  =  Ä^i?»C, 
v^=:BC^  ^5=«,  dann  kommt  in  obige  Gleichung  der  Factor  A^^B^C^ 
nnd  der  übrig  bleibende  Theil  ist  vom  siebenten  Grade.  Wir  haben 
aber  fünf  willkürliche  Coefficienten  a,  /?,  y,  6,  i  und  drei  von  diesen 
können  so  bestimmt  werden,  dass  noch  ein  Factor  vom  vierten  Grade 
austritt;  dazu  machen  wir  ^  =  0,  ^«=0,  e  =  0  und  B^C*  wird  ein  Factor. 
Wir  bekommen  also  das  Resultat,  dass  die  Elimination  von  y  ans  den 
Gleichungen 

y6  =  (a?-a)»(a?-6)*(a;-c)» 
und 

zu  der  Gleichung  führt: 

((a?-c)--/3»(iC-fl)]3  +  «8(a?-6)(a?-ü)[««(a?-6)+6j52(aj-o)  +  2(a?-c)]=0. 
Das  Integral  entsteht  wiederum,  wenn  er  und  ß  eliminirt  werden 
aus  den  Gleichungen,  die  sie  verbinden  mit  den  Wurzeln  d?^,  or«,  ^3  dieser 
Gleichung,  und  das  Integral  würde  dann  eine  rationale  Form  haben. 
Sind  ^j,  ^ti  !fi  die  mit  x^^  a;,,  x^  correspondirenden  Werthe  von  y,  dum 
kann  man  das  Integral  auch  schreiben: 

(*i -«)«(»,- 6)«  (*,-c)»  (*,-«)*(«, -6)»(»i-c)»y,  »,* 

(x,-a)«(«,-fc)»(x,-c)»  («.-a)»(«,-6)»(».-c)«y,  y.«   =0 

(*,-«)«(*,-6)»(*,_c)»  (*5-«)«(»,-6)»(»a-c)«y,  y,« 
oder 
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(x3-ft)J6(:r3-c)%     (^3-a)%     (arj-c)^ 

Die  übrigen  Differentialgleichungen  entstehen  ans  den  hier  ge- 
lösten, indem  man  einen  der  Werthe  a,  b,  c,  d  unendlich  gross  werden 
ISsst.  Und  auch  die  Integrale  dieser  Gleichungen  werden  aus  den  bis 
jetst  gefundenen  abgeleitet,  wenn  man  in  den  zweiten  Determinanten 
einen  der  Factoren  (i?  — «),  (ar— 6)  oder  (a?  — c)  =1  setzt.  Die  directe 
Lösung  dieser  Differentialgleichungen  kann  in  ganz  derselben  Weise  statt- 
finden, wie  die  behandelte,  und  darum  beschränken  wir  uns  darauf ,  nur 
die  Integrale  mitzutheilen. 


V) 


dx^ 


aar, 


|^(^i-"ö)(a?i-^)(a?i-c)      j/{x^  -  a)  (.r,  -  b)  (a:,  -  c) 

Aus  den  Gleichungen 

y*=a(a:-- a)(a:  — 6)(ä— c)   und   y  +  (xx  +  ß  =  Q 
folgt,  dass  das  Integral  ist: 


=  0. 


oder 


VI) 


y,    x^    1 

y»   ^3    1 


=  0 


4  («j  aTtXCj  —  «  6  c)  (oTj  -^  a:,  -(-  a^j  —  a  —  (^  —  c) 
s=  («jX,  4-  i^i  ^3  +  itta?3  —  a  *  —  ac  —  6  c)^ 


aa?. 


aar. 


y(x,^ay{x,^b)^     y{x,^ar(x,-^by 


Die  beiden  Gleichungen  sind: 

y«s=(a3— a)(aj— 6)  und  y  +  aa?  +  j5  =  0 

und   das  Integral: 

Vi    «1     1 


oder 


yt   ^t   1 

%       ^3       1 


=  0 


yiWy3'  +  («^-i(«  +  *)(*i  +  ^t+^3)  +  i(^i^t+a:ia?3-fa?,a?3))3  =  0, 
aapj  ,  dXf 


VII) 


-?TI-4 


^(a:,  -  «)«  (ar,  -  fr)»"     ^(x. -a)»  («.-6/ 


=  0. 


Die  beiden  Gleichangen  sind: 

jr*=(x- «)«(«- 6)»  und  y*  +  a{x-a)y  +  ßix-a){x-b)  =  0 
nnd  das  Integral: 
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oä 


er 


(«i  -  a)  (», — b)  (iF,  -  rt)y,  y* 
(ar,-a)(a;,-6)  (it,-a)y,  y.« 
(»,-«)  («,-6)     (aJ,-«)y,    y,» 

(a>,-6)'4  («,-«)%  {Xt-b)^ 
((r,-6)14     («,-«)%     («,-&)* 


=  0. 


VIII) 


dx. 


dXf 


y((x,  -  a)  (X,  -  b)y      y((x,  -  a)  (X,  -  b)/ 


=  0. 


Die  beiden  Gleichungen  sind: 

y«=(a?  — «)(«—&)  und  y'+  tt{x—b)y  +  ß{x—a){x  —  b)*  =  0 
und  das  Integral: 

(x, -«)«(«,-&)»     (x,-6)y.     y.«  =0. 


oder 


(x,  -  «)^  (ar,  -  6)H  (ar,  -  6)«  (a;,  -  «)^ 
(a-,  -  <j)Vi  (a-,  _  6)%  (a;,  - 1)%  (i,  -  «)1. 
(a-,  — «i)^(a:,-6)^     (x,-6)^     (^s-«)* 


IX) 


aa-. 


a.r. 


l/(x^-af(x,-bf      l^{x,-af  (,x,-b)* 


Die  beiden  Gleichnngen  sind: 

y«  =  («  — <i)>(x  — 6)*  und   j«  +  «(jr— «)(a;  — ft)jr»  +  /J(«-a)»(x— 6)9 
und  dos  Integral  ist: 


oder 


(Xi-n)S(a;,-A)»  {x^—a){x^  —  b)y^o  y,» 
(a:,-«)»(a:.-6)''  (a:.  -  o)  (*.  -  6)  y.»  y.» 
(Xj-«)»  (',-*)»     («•8-a)(a-,-6)y,»     y,» 


=  0 


(x,-a)H  (a-i-ll)H  1 
(x,-«)%  (a-,-6)>4  1 
(x,-n)l»     (a-,-6)H     1 


=  0. 


X) 


?.T, 


^a-, 


l^'^arV-  a?  (x,-b)^      //(x.  -  «;"  (a:.  -  *)» 


=  0. 


Die  beiden  Gleichungen  sind: 
y«  =  (ar_„)3(x-6)»  und   y»  +  «(x-a)(x-6)»y»  +  /J(«-o)«(a:-6)*  =  0 
und  das  Integral  ist: 
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oder 


(»3 -«)»(«, -6)*     (a;,-«)(a;j-i)Vs*    V»^ 


=  0 


(X,  — 6)%     («,  — 6)*     (a;,  — «)H 
(aTj-6)%     (x,-ft)H     (»,-a)H 


=  0. 


XI) 


rf«. 


<f«, 


^(ir. -«)*(»,- 6)»      ^(x.-«/(x.-6)* 


=  0. 


Die  beiden  Gleichnngen  sind: 
>«  =  {«- «)*(«- 6)*    und    jr»  +  «(«— o)(a!-6)V  +  /'(«-'')*(«-'')*=0 
und  das  Integral  ist: 


oder 


(«,-«)» («1-6)*  ((T, -«)(«!- 6)  V,»  y,» 
(OJ, -<!)»(«. -6)«  (»,-a)(aJ.-fr)»y,»  y.» 
(a:,-a)»((r,-ft)*     («j- «)(«,- 6)^8*    »a* 


(«,-a)>t(aJ,-6)%  (x^-b)^  1 
(«,-a)H(a;,-6)^  (»,— *)^  1 
(a!,-«)H(aJ,-6)%    (aJ,-6)%    1 


=  0 


Wie  bekannt,   sind  die  Integrale 


/. 


dx 


wenn    yjti{xY    vom 


Geschlecht  eins  ist,  redncirbar  zu  elliptischen  Integralen.  Am  einfach- 
sten kann  das  geschehen,  wenn  man  den  von  Königsberg  er*  ge- 
gebenen   Regeln     folgt.      Eine    dieser    Regeln    sagt    ans,    dass,    wenn 

//'(a:,  yR{x)^)dx  redncirbar  sein  soll  zn  elliptischen  Integralen,  n  den 

Werth  3,  4  oder  6  haben  soll,  nnd  diese  haben  wir  bestätigt  gefunden; 
wir  werden  sehen ,  dass  anch  die  übrigen  Bedingungen  in  unserem  Falle 
erfüllt  werden  können. 

/*  dx 

.     .  ist  von  Königsber- 

ger^  selbst  schon  angeführt  nnd  kann  also  hier  weggelassen  werden. 
Wir  werden  uns  beschränken  auf  die  Reduction  der  Integrale 


/[ dx r dx 


•c)^ 


weil  die  Reduction  der  übrigen  ganz  einfach  aus  diesen  abgeleitet  wird. 


**  Crelle's  Joara.  Bd.  86  und  89;  Mathem.  Ann.  Bd.  15. 
**  Allgemeine  Untersuchungen  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen. 
l«ipzig  1882.    §  16  S.  280. 
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Znr  Rednction  des  ersten  setzen  wir: 

zz=ya — oder    t*  =  « ^^ — ,    '^  ^^ — 

und    bestimmen   a  so,    dass  yz^-—!   rational  wird.     Dann  muss  o  der 
Gleichung  genügen 

4(a-1)(a6c-a«)  =  (2a-a(6+c))«, 
woraus 

^4(fl-6)(c-o) 

(6-.C)« 
Dadurch  wird 

y^ dx r  dz 

wo  _ 

2/2 


•   /*  dx 

Zur  Reduction  von     /  >,  

•/  y{x^a)\x^b)\x-^c: 

oder  «•  =  -j^ ^r^ TT-» 


=  setzen  wir 


_«(a:-a)«(x— 6)(a;— c)« 
(*-/3)j,» 
dann  ist: 


und  wir  müssen  jetzt  o  und  ß  so  bestimmen,  dass 


rational  wird.  | 

Einfacher  ist  es  aber,   et  und  ß  durch  folgende  üeberlegung  in  be-    1 

stimmen.  | 

Durch  unsere  Substitution  wird  I 

dz        _j/a 


/«»(«  -  «)» (a?  -  c)  -  (a?  -  /?)»  (ar  -  b) 


Weil  «  und  ^^«(z*— 1)  rational  in  a;  und  y  ausgedrückt  werden  wl- 
len,  muss  auch    /  -  nur  auf  ein  einsiges  Abersches  Integra! 

führen I  und  das  geschieht  nur  dann,  wenn  «  und  j3  so  bestimmt  werden 
können,  dass  • 

(j?— |8)(a?— 6)(4a?  — 3c  — a)  — (g-fl)(g  — c)(4g  — 35  — P) 

einen  constanten  Werth  Ar  bekommt,  und  das  ist  hier  möglich«    De&& 
setzt  man  in  der  Gleichung  vierten  Grades: 
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-  Ä«  [o»  (a?  - /i)«  (a?  -  c)  -  (a?  - /?)»  (a?  -  6)]  =  0 
fssa,   x  =  6,   a;s=r,   so  findet  man 

Ä»=r      (c-^a)(9a-86-c), 

"  -      (c_a)(9a-8^-c)8' 

96c  — 8ac  — oft 

'^  9a-86-c 

Setzt  man   diese  Werthe  von  a,  j?,  A:  in  obige  Gleicbnng  ein,  so  über- 
zeugt man    sich  leicht,   dass  noch  zwei  andere  beliebige  Werthe  von  x 
(z.B.  x=iO   und  xz=cd)  der  Gleicbnng  genügen.     Die  Gleichung  wird 
also  durch  obige  Werthe  von  a^  ß^  k  eine  Identität. 
Die  Conclusio^i  ist,  dass,  wenn  man  setzt 

_       4(6-c)(6-gy/6 (a;--fl)(j:-c)X 


J  yi^x^afix^by^x^cy  **^'«^^*  '°  U  M^-i) 


»  wo 


i^  = 


2  (c  -  ay^  (6  -  fl)*^  (6  -  c)% 


XV. 

Das  ebene  Ereissystem  und  seine  Abbildung 
auf  den  Raum. 

Von 

J.  Thomae, 

ProfMtoT  an  dor  üniTenit&t  Jena. 


Veranlasst  durch  Reye's  Werkchen  üher  die  Geometrie  der  Kugeln  im 
Räume,  als  einer  linearen  Geometrie  von  vier  Ausdehnungen ,  habeicbin 
meinem  Seminar  im  Winter  1883/84  Aufgaben  behandeln  lassen,  welche 
sich  auf  ein  Kugelgebüsch  beaiehen,  dessen  Kugeln  ihren  Mittelpunkt  in 
einer  Ebene  haben.  Da  diese  Kugeln  durch  ihre  Schnittkreise  mitjesen 
Ebenen  völlig  bestimmt  sind,  so  beziehen  sich  diese  Aufgaben  wesentlich 
auf  ein  System  von  Kreisen  in  einer  Ebene,  auf  das  |,ebene  Kreis- 
system*'. Die  Mannichfaltigkeit  dieser  Kreise  ist  ein  Inbegriff  von  drei- 
facher Ausdehnung  und  Iftsst  sich  auf  die  Punkte  des  Raumes  eindeatig 
beaiehen.  Gerade  diese  Beaiehung  war  es,  welche  mich  veranlasste,  dem 
Kreissystem  für  seminaristische  Uehungen  den  Vonug  vor  dem  allgemei- 
nen Kugelsystem  au  geben«  weil  es  so  dem  Lernenden  leichter  werden  • 
mochte,  eine  nicht  aus  Punkten  oder  Ebenen  bestehende  Mannichfaltig- 
keit aufiufassen,  indem  er  durch  jene  Beaiehung  ein  Bild  derselben 
in  der  l^lnktmannichfa]tigkeit  des  gemeinen  Raumes  vorfindet.  Aneh 
konnte  jene  Beaiehung  die  Quelle  werden  f&r  die  Bildung  der  einfach- 
sten Mannigfaltigkeiten  einer  und  iweier  Ausdehnungen  im  System. 
%Tedem  Punktgebilde  im  Räume  muss  eine  Configuration  von  Kreisen 
des  Syatena  entsprechen.  Jedem  Axiom  Qber  Ebenen,  Gerade  und 
Ihinkte  im  Räume«  jedem  Postulat  Qber  die  Verbindung  jener  Elemente 
muss  ein  Sata,  eine  Construction  im  Kreisayatem  entsprechen.  So 
ergab  aick  eine  Fülle  von  Aufgaben,  lum  Th^  von  Steiner,  Pon- 
celet  und  Anderen  bereits  gelöst,  die  hier  unter  neuen  anregenden  Ge- 
sichtspunkten auftreten  und  auf  welche  duieb  den  Spiegel  des  Baume« 
neue«  Licht  Mit.  Auch  giebt  die  Beaiehung  snm  Räume  Anlass  geang 
aur  Stellung  und  L^ung  völlig  neuer  Probleme,  snr  Entwickelung  nener 
Sjliae«  a<»  das»  mir  ein  Hinlenken  des  grösaem  matkematiachen  PnblicanK 
auf  diesen  Gegenstand  nütalich  erscheint,  weakalb  idi  hier  daa,  wss  in 
dieser  Sache  in  Meinem  SeMinar  snr  Spmcke  kam,  und  Einiges  mehr 
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mittheile.  Dabei  beabsichtige  ich,  diesen  Mittheilnngen  soviel  als  mög- 
lich ein  geometrisches  Oewand  au  geben,  weshalb  ich  erläaternde  Rech* 
nungen  nnter  den  Teit  verlege.  Allerdings  mnss  ich  hierzu  manche 
Kenntnisse  der  Geometrie  des  Raumes  voraussetzen,  namentlich  die 
Kenotuiss  der  Polaren theorie  und  der  stereographischen  Projection.  Diese 
Projection  ist  es  eben,  durch  welche  die  Beziehung  zwischen  den  Kreisen 
des  Systems  und  den  Punkten  des  Raumes  hergestellt  wird. 

Auf  die  Systemebene  S  setze  ich  eine  Kugel  auf,  deren  Durchmesser 
als  Maasseinheit  gelten  mag  und  die  ich  fernerhin  die  Kugel  A"  nenuen 
wüL  Der  Berührungspunkt  mag  Südpol,  der  gegenüberliegende  Nordpol 
genannt  werden.  Vom  Nordpol  aus  projicirt  man  die  Kreise  des  Systems 
aaf  die  Kugel,  wo  sie  bekanntlich  wieder  als  Kreise  abgebildet  werden, 
und  umgekehrt I  nur  dass  allen  Kugelkreisen  durch  den  Nordpol  gerade 
Linien  des  Systems  entsprechen.  Allein  diese  geraden  Linien  sind  selbst- 
redend dem  System  zuzurechnen ,  etwa  als  Kreise  mit  unendlich  grossem 
Badias.  Diese  bekannte,  zur  Herstellung  von  Planigloben  viel  benutzte, 
die  stereographische  Projection  hat  die  Eigenschaft,  dass  Linien  der 
Systemebene 9  welche  sich  unter  einem  Winkel  q)  schneiden,  Linien  auf 
der  Kugel  entsprechen,  welche  sich  dort  genau  unter  demselben  Winkel 
(p  schneiden,  oder  dass  Bild  und  Original  in  den  kleinsten  Theilen  ähn- 
lich sind. 

Construirt  man  nun  zu  einem  beliebigen  Kreise  {  in  5  sein  Bild  x 
auf  AT  und  bestimmt  zur  Ebene  des  Kreises  x  den  Pol  k  in  Bezug  auf 
ÜT,  so  giebt  es  zu  jedem  Kreise  f  in  S  einen  und  nur  einen  Punkt  k  im 
Baume,  der  ihm  entspricht.  Aber  umgekehrt?  Umgekehrt  giebt  es  zu 
jedem  Punkte  k  im  Räume  ausserhalb  der  Kugel  K  eine  diese  in  einem 
Kreise  x  schneidende  Polarebene  und  einen  x  stereograpbisch  abbildenden 
Kreis  {  in  5,  welcher  den  Radius  Null  hat,  ein  Punktkreis  ist,  wenn 
der  Punkt  k  auf  die  Kugel  fällt,  und  den  Radius  Unendlich  hat,  d.  h. 
in  eine  Gerade  ausartet,  wenn  x  durch  den  Nordpol  geht,  also  wenn  k 
in  der  Tangentialehene  N  des  Nordpols  n  liegt.  Den  Punkten  im  Innern 
der  Kugel  aber  entsprechen  Polarebenen,  welche  die  Kugel  nur  in  ima- 
ginären Kreisen  treffen,  deren  stereographische  Bilder  daher  auch  ima- 
ginär sind.  Sollten  auch  diesen  Punkten  reale  Objecto  entsprechen,  so 
Hesse  sich  das  dadurch  erwirken,  dass  man  statt  der  Kreise  die  durch 
sie  bestimmten  Polarsysteme  einführte,  was  jedoch  die  Vorstellung  er- 
schweren würde,  weshalb  es  unterbleibt. 

Bekanntlich  versteht  man  unter  Potenz  des  Punktes  m  in  Be- 
zug auf  den  Kreis  t  den  Inhalt  des  Rechtecks,  welches  aus  den  beiden 
durch  (  bestimmten  Segmenten  einer  Secante  durch  m  gebildet  wird, 
positiv  genommen,  wenn  m  ausserhalb  {  liegt,  negativ  genommen  im 
andern  Falle.  Diese  Grösse  )>n  ist  unabhängig  von  der  Wahl  der  Secante 
and  also  für  einen  äussern  Punkt  dem  Quadrat  der  Tangente  von  m  an  ! 
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gleich,  80  dass  ein  mit  dem  Radius  x^ypm  um  vx  geschlagener  Krds ! 
rechtwinklig  schneidet.*  Liegt  m  innerhalb  f,  so  schneidet  I  deo 
um  tn  mit  dem  Radius  x^=y'^pm  geschlagenen  Kreis  diametral  Dnieh 
Angabe  des  Mittelpunktes  eines  Kreises  f  und  seiner  Potenz  p  in  Beeng 
auf  den  Südpol  der  Kugel  AT,  also  durch  drei  Grössen  ist  derselbe  Töllig 
bestimmt. 

Ist  aber  p  grösser  als  das  Quadrat  der  Entfernung  8  des  Mittelpaok- 
tes  vom  Südpol,  so  ist  der  Radius  y(öö-'p)  des  Kreises  imaginfir,  so 
dass  unsere  Mannichfaltigkeit  die  Eigen thümlichkeit  hat,  dass  in  ibr 
reellen  Bestimmungsstücken ,  reellen  Coördinaten ,  imaginäre  Objeete  e&t* 
sprechen  können. 

Es  ist  für*s  Folgende  nützlich ,  einen  Satz  über  Kugelkreise  vorauf- 
gehen  zu  lassen.  —  Legt  man  durch  einen  Punkt  des  Raumes  P  EbeneB, 
welche  die  P  ausschliessende  Kugel  in  Kreisen  (k)  schneiden,  so  stehen 
die  Kreise  (x)  sämmtlich  rechtwinklig  auf  dem  Kreise  n^  welcher  darch  die 
Polarebene  von  P  bestimmt  wird.  —  Es  ist  evident,  dass  von  den  Kreisen 
(x)  diejenigen  Kreise  {%)  auf  n  senkrecht  stehen ,  welche  durch  die  Ver- 
bindungslinie MP  des  Kugelmittelpunktes  und  des  Punktes  P  gehen.  Von 
den  übrigen  Kreisen  aus  (x)  berührt  ein  jeder,  wie  ein  Blick  auf  den 
Tangen  tialkegel  lehrt,  zwei  Kreise  der  Schaar  (x')  auf  dem  Kreises  und 
folglich  stehen  auch  sie  senkrecht  auf  »,  w.  z.  b.  w. 

Liegt  P  im  Innern  der  Kugel  iC^  so  trifft  jede  Ebene  durch  P  die 
Kugel.  Von  den  so  bestimmten  Kugelkreisen  (x)  ist  derjenige  der  kleinste, 
der  seinen  Mittelpunkt  in  P  hat.  Dieser  wird  von  allen  übrigen  Kreisen 
(x)  diametral  geschnitten,  weil  ihre  Ebenen  durch  seinen  Mittelpunkt 
gehen. 

Wir  fragen  nun  zuerst:  Was  für  eine  Configuration  von  Kreisen  in 
S  entspricht  den  Punkten  einer  Ebene  im  Räume?  Wir  nennen  diese 
Configuration  Kreisbttndel;   sie   bildet  selbstredend  eine  Schaar  von 


**  Nimmt  man  r,  i)  zu  rechtwinkligen  Coördinaten  in  der  Ebene  S,  den  Süd- 
pol von  K  lum  Anfang  derselben,  und  bestimmt  durch  r> ))  den  Mittelpunkt  eina 
Kreises  (,  durch  die  Potenz  p  des  Coordinatenanfangs  in  Besiehung  auf  l  Beben 
Halbmesser,  ao  ist  (  durch  x,  Vi  P  völlig  bestimmt,  und  awar  ist  sein  Halbmesser 

r  =  r(rr+t}i)-p). 
Der  entsprechende  Punkt  k  im  Räume  mag  die  rechtwinkligen  Coördinaten  x,y,^ 
haben  und  die  x-  und  y-Axe  mögen  bes.  mit  der  x-  und  ^-Are  znaammeD&lien* 
Alsdann  bestehen  die  Besiehungen 

r=«:(l--«).    l»  =  y:(l-s),    p=s:(l-5); 
«=rUl-fv^^    y=V-0+rti    »=<^'(W-p); 

wenn  p  die  Potens  von  k  in  Bezug  auf  K  ist.  Nun  ist  p  negativ  für  das  Innere 
der  Kag^l  (Null  auf  der  Kugel),  folglich  ist  r  fiSt  solche  Punkte  imagin&r,  wftb- 
rend  r,  t»,  d,  h,  die  Coördinaten  des  Mitidponktes  des  Kreises,  immer  reell  sind. 
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zweifach  -  unendlicher    Mannichfaltigkeitf    eine  Schaarschaar.*      Wir    be- 
trachten znnächat  solche  Ebenen  E^  welche  die  Kugel  K  schneiden. 

Die  Polarebenen  aller  Punkte  von  E  gehen  durch  einen  Punkt  o 
ausserhalb  K^  den  Pol  von  E^  und  treffen  die  Kugel  K  in  Kreisen  (sc), 
welche  den  Kreis  o,  den  E  aus  der  Kugel  schneidet,  sämmtlich  recht- 
winklig treffen.  Die  stereographischen  Projeclionen  (f)  der  Kreise  (x) 
treffen  mithin  die  Projection  o  von  m  auch  sämmtlich  rechtwinklig,  wes- 
halb wir  0  den  Orthogonalkreis  des  Bändels  nennen.  Umgekehrt, 
alle  Kreise  (!),  welche  einen  Kreis  o  rechtwinklig  treffen,  bilden  sich 
stereographisch  auf  Kreise  der  Kugel  K  ab,  die  die  Projection  c»  von  o 
rechtwinklig  treffen,  deren  Ebenen  durch  einen  Punkt  e  aussei  halb  K 
geben,  deren  Pole  in  einer  Ebene  E  liegen,  die  durch  09  geht.  Den 
Pankten  von  E  im  Innern  von  K  entsprechen  keine  realen  Kreise,  den 
Punkten  auf  A"  entsprechen  Punktkreise  des  Systems,  welche  die  Kreis- 
linie 0  ausfüllen.  Der  Kreis  0  als  solcher  gehört  nicht  zum  ßttndel, 
ebenso  wenig  als  0  wki  E  liegt,  wenn  E  nicht  Tangentialebene  ist.  Den 
Schnittpunkten  von  £  und  iV  entsprechen  gerade  Linien  in  S,  welche  0 
rechtwinklig  schneiden  und  daher  alle  durch  den  Mittelpunkt  von  0  gehen. 
Schneidet  ein  Kreis  t  den  Kreis  0  rechtwinklig,  so  ist  seine  Tangente 
im  Schnittpunkte  sugleich  Radius  von  0,  und  folglich  ist  das  Quadrat 
dieses  Radius  —  foTo —  die  Potenz  dieser  Kreise.  Alle  Kreise,  welche 
c  orthogonal  schneiden,  also  alle  Kreise  des  Bfindels  @  haben  in  Bezug 
auf  die  Mitte  von  Oi  den  Potenspunkt  des  Büivdels,  dieselbe 
Potenz,  genannt  Bttodelpotenz.  Ist  i?  Tangentialebene ,  so  gehen  alle 
Kreise  der  entsprechenden  Bündel  (S  durch  einen  Punkt,  den  einzigen 
Panktkreis  des  Bündels,  der  zugleich  Orthogonalkreis  und  die  Projection 
des  Berührungspunktes  von  £  an  iT  ist.  Umgekehrt  bilden  die  Kreise 
dareh  einen  Punkt  ein  Bündel,  dessen  entsprechende  Ebene  Tangential- 
ebene ist.  Da  die  Bttndelpotenz  Null  ist,  so  wollen  wir  einen  solchen 
Bftndel  Nullbttndel  nennen. 


*  Ist  Ax-hSy-hCz-  D=iO  die  Gleichung  der  Ebene,  so  ist  die  Gleichung 
des  entsprechenden  Bündels 

uljc -f- JBt)  +  (C- J))^)  - 1?  =  0. 

Zwei  Kreise  Xi )),  ^;  x\  19',  p'  schneiden  sich  rechtwinklig,  wenn 

i«t;  folglich  schneiden  alle  Kreise  des  Bündels  den  Kreis  0,  dessen  Coordinaten 
A  B  B 

'^•""2(i)-C)'     ^•'^2(i)-C')'     ^'•"'2(D-C) 
sind,  rechtwinklig.    Dieser  Kreis,   der  Orthogonalkreis   des  Bündels,  hat 
den  Radius  ro  =  ^(^^-»■BB4-4i)(D-C)):2K(I>-C), 

dessen  Quadrat  zugleich  die  Potenz  aller  Kreise  des  Bündels  in  Bezug  auf  den 
Mittelpunkt  des  Kreises  c  ist  und  daher  Bündelpotenz  heisst,  auch  wenn  r«  imagi- 
oär  ist.    Die  Potenz  des  Punktes  i\  xf  in  Bezug  auf  den  Kreis  r»  )),  ))  ist 
rV+)j')j'-2rj:'-2i>j?'+p. 
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Irgend  zwei  diametral  gegenüberliegende  Punkte  des  Orthc^nil- 
kreises  o  sind  für  alle  Kreise  des  Bündels  conjugirt,  und  umgekehrt, 
alle  Kreise,  die  zwei  gegebene  Punkte  zu  conjngirten  haben,  liegen  in 
einem  Bündel,  dessen  Ortbogonalkreis  die  Verbindungslinie  jener  iwei 
Punkte  znm  Durchmesser  hat. 

Ehe  wir  zu  Ebenen  übergehen,  die  K  nicht  treffen,  betrachten  wir 
eine  Gerade  Im  Räume.  Sie  mag  bezeichnet  werden  durch  zwei  Ebenen 
(f*^,  E^^  deren  Schnitt  sie  ist,  oder  durch  zwei  Punkte  (Ar^,  Ar^),  deien 
Verbindungslinie  sie  ist. 

Ist  die  Gerade  (^i,^^)  Tangente  an  die  Kngel  A^,  so  haben  alle 
Ebenen,  welche  Polarebenen  der  Punkte  dieser  Geraden  sind,  die  Gerade 
(o^ ,  0^)  zur  Aze ,  welche  senkrecht  auf  (-£*] ,  E^  steht  und  die  Kugel  in 
demselben  Punkte  als  jene  berührt.  Alle  Kreise  (n),  welche  durch  die 
Polarebenen  auf  K  bestimmt  werden ,  berühren  sich ,  also  müssen  sich  auch 
die  stereographischen  Bilder  ({}  dieser  Kreise  berühren.  Man  nennt  die 
Configuration  von  Kreisen,  welche  den  Punkten  einer  Geraden  entspre- 
chen, ein  Kreisbüschel  und  bezeichnet  diesen  entweder  durch  swei 
Krcisbündel  (@i)@2)  oder  durch  zwei  Kreise  (I^,  f^).  Alle  Kreise,  welche 
sich  in  einem  Punkte  berühren,  entsprechen  einer  Tangeute  an  die 
Kugel ;  einen  solchen  Büschel  wollen  wir  einen  Berührungsbüschel  nennen. 
Ist  (£*, ,  E^  Tangente  an  die  Kugel  und  also  auch  ihre  Polare  (oi,0|), 
so  schneiden  die  Kreise  des  Büschels  (61,  6^)  die  Kreise  des  Büschels 
(Oj,  Os),  welcher  der  Polare  (0^,  o^)  entspricht,  sfimmtlich  senkrecht,  weil 
dies  offenbar  mit  den  Kreisen  auf  der  Kugel  der  Fall  ist,  welche  die 
stereographische  Projection  dieser  Büschel  sind.  Im  Büschel  (^^ ,  Sg)  ist 
eine  Gerade  mit  enthalten,  ebenso  in  (O},  02)9  welche  Potenzlinie  des 
Büschels  heisst,  weil  jeder  ihrer  Punkte  die  evidente  Eigenschaft  hat, 
für  jeden  Kreis  des  Büschels  dieselbe  Potenz  zu  haben.  Die  Potenilinie 
des  Büschels  (€1,62)  ist  die  Centrale  des  Büschels  (On  Og)* 

Trifft  die  Gerade  (£|,  E^  die  Kugel  iT,  so  gehen  die  Polarebenen 
ihrer  Punkte  durch  eine  Gerade  (oj,  Og),  die  Polare  von  {E^^  £^),  welche 
die  Kngel  nicht  trifft.  Die  Polarebenen  der  Punkte  auf  {E^^  E^  schnei- 
den sich  daher  auf  K  nicht,  mithin  schneiden  sich  auch  die  Kreise  des 
zugehörigen  Büschels  ((Si,^^)  in  S  nicht,  wie  aus  der  stereographischen 
Verwandtschaft  folgt.  Zum  Büschel  ((Sn  (S2)  gehören  aber  zwei  Pnnkt- 
kreise,  die  den  Schnitten  von  (i?|,  E^  mit  K  entsprechen.  Eine  Ehene 
E  durch  {E^^  E^  trifft  die  Kugel  in  einem  Kreise  co,  dessen  stereogra- 
phische Projection  0  in  5  von  jedem  Kreise  des  Büschels  (@i,(S2)  1^^^' 
winklig  getroffen  wird,  weil  0  Ortbogonalkreis  des  Bündels  (£  ist,  der 
der  Ebene  E  entspricht«  Die  Gesammtheit  der  Kreise  0  bildet  aber  den- 
jenigen Büschel,  welcher  der  Polare  (0|,  o,)  von  {E^^  E^  entspricht  Sind 
zwei  Gerade  im  Räume  einander  polar  in  Bezug  auf  iT,  so  haben  die 
entsprechenden  Büschel  die  Eigenschaft,  dass  die  Kreise  des  einen  die 
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des  andern  senkrecht  schneiden.  Umgekehrt  entsprechen  Büscheln,  deren 
Kreise  sich  senkrecht  schneiden,  polare  Gerade  im  Ranme.  Die  sämmt« 
liehen  Kreise  des  einen  dieser  Btlschel,  dessen  entsprechende  Gerade  K 
nicht  trifft,  gehen  dnrch  swei  feste  Punkte,  die  Doppelpunkte  des 
BOschels,  die  Pnnktkreise  desjenigen  Büschels ,  welcher  der  Polare  ent- 
ipricht,  denn  anch  diese  müssen  von  allen  Kreisen  des  ersten  Büschels 
.  rechtwinklig  getroffen  werden.  Die  Verhindnngslinie  der  Doppelpunkte 
hat  die  cTidente  Eigenschaft,  dass  jeder  ihrer  Punkte  in  Bezug  auf  alle 
Kreise  des  Büschels  dieselbe  Potenz  hat;  sie  gehört  seihst  mit  zum  Büschel 
und  entspricht  dem  Schnittpunkte  der  Geraden  (i^j,  E^  mit  der  Ebene  iV  im 
Baume.  Sie  heisst  die  Potenslinie  des  Büschels.  Sie  ist  die  Centrale  des- 
jenigen Büschels,  der  zur  Polare  der  dem  Büschel  im  Räume  entsprechen» 
den  Geraden  gehört.  Zu  einem  Büschel  mit  Doppelpunkten  gehört  ein 
kleinster  Kreis,  auf  welchem  die  Doppelpunkte  diametral  liegen.  Zu  einer 
Geraden,  welche  die  Kugel  trifft,  gehört  ein  Büschel,  dessen  Kreisesich 
nicht  schneiden,  deren  Mittelpunkte  aber  auch  auf  einer  Geraden  liegen, 
der  Verbindungslinie  der  Pnnktkreise.  Die  Potenzlinie  des  zur  Polare 
gehörenden  BfUchels  muss  nSmlich  alle  Kreise  des  ersten  Büschels  senk> 
recht  schneiden,  also  durch  alle  Mittelpunkte  gehen.  Zu  einem  Büschel 
ohne  doppelte  Punkte  gehört  auch  eine  Gerade,  der  Kreis  (so  zu  sagen), 
welcher  dem  Schnitt  der  Geraden  im  Räume  mit  iV  entspricht;  da  sie 
die  Kreise  des  Polarbüschels  rechtwinklig  schneidet,  so  ist  sie  die  Cen- 
trale des  letzteren,  woraus  sofort  folgt,  dass  ihre  Punkte  für  alle  Kreise 
des  Büschels  dieselbe  Potenz  haben,  dass  sie  die  Potenzlinie  des  Bü- 
tehels  ist. 

Liegt  die  Gerade  in  der  Ebene  iV,  so  besteht  der  entsprechende 
Bfischel  aus  einem  gewöhnlichen  Strahlenbüschel,  wir  haben  nur  einen 
Doppelpunkt.  Die  Polare  dieser  Geraden  geht  dnrch  den  Nordpol,  ihr 
entsprechen  concentrische  Kreise,  deren  Potenzlinie  die  unendlich  ferne 
Gerade  der  Systemebene  ist.  Liegt  eine  Gerade  in  JV  und  geht  sie  zu- 
gleich durch  den  Nordpol,  so  entspricht  ihr  ein  Parallelstrahlenbüschel. 
Projicirt  man  einen  Punkt  k  vom  Nordpol,  so  geht  der  Projec- 
tioBsstrahl  durch  den  Mittelpunkt  m  des  Kreises  (,  welchem  k  entspricht, 
weil  den  Punkten  des  Projectionsstrahles  concentrische  Kreise  entsprechen. 
Hierron  Iftsst  sich  sofort  eine  schöne  Anwendung  machen.  Allen  Kreisen 
in  S,  welche  eine  Curre  (E  berühren,  entsprechen  die  Punkte  einer  ab- 
wickelbaren, die  Kugel  K  berührenden  Flüche  im  Räume,  denn  die  Schaar 
ton  Kreisen ,  welche  C  in  einem  Punkte  berühren ,  entspricht  den  Punk- 
ten einer  die  Kugel  K  berührenden  Geraden«  Dem  Krümmungskreise 
▼on  £  aber  in  jenem  Punkte  entspricht  der  Schnittpunkt  zweier  unend- 
lich nahe  benachbarten  Geraden,  also  ist  die  Fliehe  abwickelbar.  Pro- 
jicirt man  nun  die  Wendecurre  dieser  abwickelbaren  Fläche  vom  Nord- 
pol in   die  Sjstemebene  S^    so  sind  die  Projectionspunkte  die  Mittel- 

Mtaokfift  1  lUthoMtik  «.  FhjtUc  XXIX,  &,  19 
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pnnkte  der  Krttmmnngskreise ,  alao  ist  die  Evolute  von  (S  die  Projeetion 
der  Wendecurre  der  Flüche. 

Trifft  die  Ebene  E  die  Engel  nicht,  so  entsprechen  den  PnnkleD 
der  Geraden  {B,  N)  gerade  Linien.  Diese  geraden  Linien  gehen  alle 
dnrch  einen  Punkt,  den  Pnnktkreis  des  concen irischen  Büschels,  welcher 
der  Polare  (o,  n)  der  Geraden  (£,  iV)  entspricht,  welche  dnrch  den  Nord- 
pol n  geht.  Dieser  Punkt  ist  die  Projectiou  des  Poles  o  von  E  von  n 
ans  in  die  Ebene  S.  Der  Punkt»  in  welchem  (o,  n)  die  Ebene  E  trifit, 
sei  rf,  der  Ereis  des  Bündels  6,  welcher  ihm  entspricht,  sei  b.  Dann  hat 
b  zum  Mittelpunkt  das  Centrnm  des  der  Geraden  (£,  N)  entsprechenden 
Strahlenbttschels  und  wird  von  diesen  Strahlen  diametral  geschniUeo. 
Legen  wir  durch  d  alle  Geraden,  welche  E  erseugen,  so  erhalten  wir 
eine  Keihe  von  Büscheln,  welche  den  Ereis  b  gemein  haben  und  deren 
Ereise  diesen  Ereis  b  sNmmtlich  diametral  schneiden,  weil  dies  die  Po- 
tenzlinien  der  Büschel  thun,  woraus  von  selbst  folgt,  dass  b  der  kleiaste 
Ereis  des  Bündels  ist,  er  heisse  Diametralkreis  desselben.  Die  Po- 
tenz des  Mittelpunktes  von  b  in  Beaug  auf  alle  Ereise  des  Bündels  ist 
das  Quadrat  des  Halbmessers  von  b,  negativ  genommen,  weil  jeder  Kreii 
einen  Durchmesser  von  b  zur  Sehne  hat.  Der  Mittelpunkt  dieses  Kreisel 
ist  also  der  Potenzpunkt  des  Bündels,  und  das  negative  Quaditt 
seines  Radius  Tb  ist  die  Bündelpotenz. 

Den  Postulaten  der  Raumgeometrie  stehen  im  Ereiasystem  niebt 
Postulate,  sondern  Constructionsaufgaben  gegenüber,  weil  man  für  die 
Constructionen  im  System  nicht  neue  Postulate  setaen,  sondern  die  der 
gemeinen  Geometrie  annehmen  wird,  auf  welche  die  Correlate  jeaer 
Postulate  nicht  unmittelbar  führen.     Dies  wird  sofort  erkannt  werden. 

.  .  Zwei  Punkte  im  Räume  bestimmen  eine  Gerade.     Postulat;  Die  Ge- 
rade dnrch  zwei  Punkte  su  construiren.  —  Zwei  Ereise  (j ,  tg  bestimffles    ; 
einen  Büschel.    Aufgabe:  Den  zwei  Ereise  enthaltenden  Büschel  zu  eon-   j 
sirniren.  —  Schneiden   sich  t],  f|  reell,   so  ist  die  Verbindungslinie  der    I 
Sehnittpnnkte  die  Potenzlinie,  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  die 
Centrale  des  Büschels.     Ist  nun  ein  Ereis  f  des  Büschels  (fufa)  an  con- 
struiren,   dessen  Mittelpunkt,   oder  von   dem  ein  dritter  Punkt  gegeben 
ist,  so  ist  die  Lösung  elementar.    Schneiden  sich  aber  {|,  t^  nicht  (reell)« 
so  ist  die  Centrale  auch  wieder  unmittelbar  gegeben.     Auf  ihr  hestimoit 
eine.  Tangente 9  welche  von  beiden  Ereisen ,  aber  auf  verschiedener  Seite 
berührt  wird,   den  Fusspunkt  der  auf  der  Centrale  senkrechten  Poteni- 
linie    (innerer  Aehnlichkeitspunkt),    womit    diese   gefunden   ist.     Später 
werden  sich  jedoch  für  diese  Construction  einfachere  Mittel  ergeben.^ 

Von  einem  beliebigen  Punkte  m  der  Potenzlinie  ziehe  man  eine 
Tangente  an  f  und  schlage  mit  ihr  als  Radius  um  m  einen  Ereis.  Die 
Schnittpunkte  desselben  mit  der  Centrale  sind  die  Punktkreise  des  Bfl* 
sohels.     Soll  nun  ein  Ereis  {  des  Büschels  durch  den  Punkt  nt'  gelegt 
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werden,  so  seichne  mftn  zuerst  den  Kreis  f,  der  dnrch  m'  nnd  die  Punkt- 
kreise  geht.  Die  Tangente  des  Kreises  l'  in  m'  trifft  die  Centrale  im 
Mittelpunkte  des  gesuchten  Kreises.  Denn  dieser  Kreis  ist  der  einzige^ 
der  seinen  Mittelpunkt  auf  der  Centrale  hat»  durch  m'  geht  und  t'  recht- 
winklig schneidet,  Bigenschaften ,  die  der  gesuchte  Kreis  I  haben  muss. 
Diese  Construction  lehrt,  dass  die  Mittelpunkte  der  Kreise  {des 
Bündels  f,,  t^  die  Centrale  nicht  vollstfindig  ausfAllen,  sondern  ausser- 
halb der  Punktkreise  liegen.  Die  Kreise,  deren  Mittelpunkte  zwischen 
ihnen  liegen,  haben  imaginSre  Radien.  Ist  von  dem  gesuchten  Kreise  f 
nicht  ein  Punkt  seiner  Peripherie,  sondern  der  Mittelpunkt  m  gegeben, 
80  ziehe  man  durch  die  Puuktkreise  einen  beliebigen  Kreis,  der  seinen 
Mittelpunkt  auf  der  Potenzlinie  hat«  Von  m  ziehe  man  an  diesen  Kreis 
eine  Tangente  und  schlage  mit  ihr  als  Radius  um  m  einen  Kreis,  er  ist 
der  Kreis  (. 

Drei  Punkte  bestimmen  eine  Ebene.  Postulat:  sie  zu  construiren. 
—  Drei  Kreise  bestimmen  ein  Bündel.  Aufgabe:  denselben  zu  con- 
ttmiren.  Wir  betrachten  den  Bündel  als  construirt,  wenn  wir  seinen 
Potenzpunkt  und  seinen  Orthogonalkreis  o  oder  seinen  Diametralkreis  b 
eottBtrnirt  haben.  —  Die  drei  Kreise  f^,  f^,  I5  bestimmen  paarweise  ein 
Büschel,  mithin  drei  Potenzlinien.  Der  Schnittpunkt  der  Potenzlinien 
T«B  (t^ffj)  mit  (f2t(8)  ™^'^  auch  auf  der  Potenzlinie  (fs»  fj)  Hegen,  weil 
▼OD  ihm  ans  die  Potenz  für  alle  drei  Kreise  dieselbe  ist.  Er  istun* 
bestimmt,  wenn  die  drei  Kreise  in  einem  Btischel  liegen.  Giebt  es  von 
diesem  Punkte  aus  eine  Tangente  an  einen  und  mithin  an  alle  drei 
Kreise  f^,  t,,  t^^  so  ist  sie  der  Radius  des  Kreises  0.  Giebt  es  keine 
Tangente,  so  zeichnen  wir  die  kleinste  Sehne  fttr  einen  der  drei  Kreise, 
sie  ist  der  Durchmesser  des  Diametralkreises  b^  womit  die  Aufgabe  er- 
ledigt ist. 

Zwei  Ebenen  bestimmen  eine  Gerade.  Postulat:  diese  Gerade  zu 
construiren.  —  Zwei  Bündel  (Sn  @2  bestimmen  ein  Büschel.  Aufgabe: 
denselben  zu  construiren.  —  Diese  Aufgabe  zerfiKllt  in  die  drei:  1.  alle 
Kreise  f  zu  zeichnen ,  welche  Oi ,  Og  orthogonal  schneiden ;  2.  alle  Kreise 
t  zu  zeichnen,  welche  b|>  b^  diametral  schneiden;  3.  alle  Kreise  f  zu 
leicbnen,  welche  c  orthogonal  und  b  diametral  schneiden. 

Erster  Fall.  Man  bestimme  die  Potenzlinie  zu  o^  O2;  sie  ist  die 
Centrale  des  gesuchten  Büschels  und  die  Centrale  Oj,  o^  ist  die  Potenz* 
Knie  desselben.  Hat  der  Büschel  (0|,  o^)  reelle  Doppelpunkte,  so  sind 
iie  die  Punktkreise  des  gesuchten  Büschels;  hat  er  Punktkreise,  so  sind 
ne  die  Doppelpunkte  derselben. 

Zweiter  Fall:  Die  Potenzlinie,  also  ein  erster  Kreis  des  gesuchtes 
Büschels  ist  die  Centrale  b|t  62«  die  beide  Kreise  diametral  trifft.  Die  End- 
punkte der  Durchmesser  von  b,,  b^,  die  auf  der  Centrale  senkrecht  stehen, 
bilden  ein  Antiparallelogramm ,  folglich  ein  Kreisviereck,  und  bestimmen 
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so  einen  «weiten  Kreis  des  gesuchten  Bttschels,  womit  derselbe  eonstniiit 
ist.     Er  bat  immer  Doppelpunkte. 

Dritter  Fall.  Soll  o  orthogonal  nnd  b  diametral  geschnitten  werden, 
so  ist  wieder  die  Potenzlinie»  also  ein  erster  Kreis  des  gesuchten  Bttseheif 
die  Centrale  ob.  Beliebig  viele  andere  Kreise  des  Büschels  findet  man, 
wenn  man  durch  irgend  zwei  Diametralpnnkte  von  b  einen  Kreis  lieht, 
der  0  orthogonal  trifft.  Diese  Aufgabe  ist  nur  ein  specieller  Fall  d«r 
bereits  gelösten,  zu  drei  Kreisen  o,,  O2«  Cs  den  Orthogonal  kreis  zu  leieb- 
nen,  indem  hier  zwei  derselben  zu  Punktkreisen  zusammengeschrumpA  sind. 

Der  Fall,  dass  einer  der  Bttndel  Si»  €2  ^^^^  beide  Berührung^bfin- 
del  sind,  kann  seiner  Einfachheit  wegen  ttbergangen  werden. 

Postulat:  Den  Schnittpunkt  einer  Geraden  mit  einer  Ebene  zu  finden. 
—  Aufgabe:  Den  Kreis  zu  zeichneu,  den  ein  Bttndel  @  und  ein  B&ssbel 
((Sit  €2)  gemein  haben.  —  Man  construire  zwei  Orthogonalkreise  0,,  Of 
des  Büschels  (@|,@2)  ^"^  zeichne  den  Kreis,  d«r  diese  «nd  den  Ortbo- 
gonalkreis  0  von  (S,  wenn  ein  solcher  vorhanden  ist,  ebenfalls  recbt- 
winklig  schneidet;  es  ist  der  gesuchte«  Besitzt  aber  (S  einen  Diametial- 
kreis  b»  so  zeichnen  wir  zwei  Kreise  des  Büschels  ((Sn  C«)«  welche  ^ 
schneiden.  Die  Verbindungslinien  der  Schnittpunkte  I,  b  gehen  dnidi 
den  Potenzpnnkt  m  des  Bündels  (fi»{2  9^)*  ^«^Icher  Bündel  anch  des 
gesuchten  Kreis  enthült.  Zieht  mau  daher  durch  m  einen  Durcbmesser 
an  b,  so  bestimmt  er  die  Schnittpunkte  d«s  gesuchten  Kreises  mit  b. 

Zieht  man  von  m  Tangenten  an  b«  so  liefern  sie  die  Berühmiip- 
punkte  der  beiden  Kreise,  welche  dem  Büschel  {(£,,  (Sg)  angehdren  aod 
b  berühren.  Somit  ist  nebenbei  die  wichtige  Aufgabe  gelöst:  Die  bei* 
den  Kreise  eines  Büschels  zu  finden,  welche  einen  gegebe- 
nen Kreis  berühren. 

Postulat:  Durch  den  Schnitt  zweier  Ebenen  und  einen  gegebesfi 
Punkt  eine  Ebene  zu  legen.  —  Aufgabe:  Ein  Büschel  ist  durch  zwei 
Bündel  Si»  S2  g<^g<^ben,  man  soll  denjenigen  Bündel  constrairen,  der 
diesen  Büschel  und  einen  Kreis  f^  enthalt.  —  Man  constroire  zu  svei 
Kreisen  des  Büschels  f|,  tf  und  zu  t^  den  Orthogonal-  oder  Diametnl- 
kreis,  so  ist  der  Bündel  bestimmt. 

Ist  nicht  der  Kreis  {3  gegeben,  sondern  wird  verlangt,  dass  der 
Bündel,  der  (!|,  Ig)  enthftlt,  ein  Nullbündel  sei,  was  nur  möglich  ist,  wsoo 
((1,(2)  r^^lle  Doppelpunkte  hat,  so  sind  die  beiden  Bündel,  welche  je 
einen  der  Doppelpunkte  zu  Orthogonalkreisen,  hier  Punktkreisen,  babeo, 
die  gesuchten. 

Postulat:  Drei  Ebenen  bestimmen  einen  Punkt;  denselben  zu  seieh- 
neu.  —  Aufgabe:  Drei  Bündel  bestimmen  einen  Kreis;  denselben  n 
zeichnen.  —  Sehen  wir  von  dem  einfacheren  Falle  ab,  dass  unter  des 
gegebenen  Bündeln  sich  Nullbündel  vorfinden,  so  zerflillt  die  Aufgabe  is 
die  vier: 
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Einen  Kreis  zu  zeichnen,  der 

i.  0|f  Ojt  O3  orthogonal, 

2.  b|,  b2i  t>s  diametral, 

3.  Ox,  0^  orthogonal,  b^  diametral, 

4.  0|  orthogonal,  bg,  bs  diametral 

trifft,  —  Im  Falle  1  ist  der  gemeinsame  Potenzpunkt  Mittelpunkt,  und 
die  Tangente  von  ihm  an  einen  der  Kreise  ist  der  Radius  des  gesuchten 
Kreises,  der  auch  imaginär  sein  kann.  In  den  anderen  drei  Fällen  ist 
die  Lösung  immer  reell,  weil  der  Punkt,  den  die  drei  den  Bündeln  eut- 
»prechenden  Ebenen  gemein  haben,  ausserhalb  der  Kugel  üf  liegt,  wenn 
eine  von  ihnen  üf  nicht  trifft.  Uebrigens  sind  alle  vier  Aufgaben  bereits 
erledigt,  denn  zwei  der  gegebenen  Kreise  bestimmen  ein  Büschel,  und 
es  ist  nur  der  Kreis  zu  ziehen,  welchen  dieser  Büschel  mit  dem  durch 
den  dritten  gegebenen  Bündel  gemein  hat.  Diese  Aufgabe  ist  aber  schon 
gelöst. 

Weiss  man  a  priori,  dass  zwei  Büschel  einen  Kreis  gemein  haben, 
«0  ist  er  mit  den  bisher  gegebenen  Mitteln  auch  leicht  zu  finden.  <Kwei 
Büschel  mit  Doppelpunkten  haben  einen  Kreis  gemein,  wenn  diese  ein 
Kreisviereck  bilden. 

Dies  dürften  die  Fundamentalconstructionen  sein,  auf  welche  die 
linearen  Aufgaben  zwischen  Kreisen,  Büscheln  und  Bündeln  führen;  ehe 
wir  aber  zu  Gebilden  zweiter  Ordnung  übergehen,  fügen  wir  noch  einige 
nützliche  Aufgaben  und  Bemerkungen  an. 

Die  Aufgabe,  denjenigen  Kreis  zu  finden,  für  welchen  zwei  Paare 
von  Punkten  einander  conjugirt  sind,  führt  auf  ein  Büschel.  Denn  die 
Verbindungslinien  der  Punkte  je  eines  Paares  sind  die  Durchmesser  der 
Orthogonalkreise  zweier  Bündel,  denen  die  gesuchten  Kreise  angehören. 
Bio  specieller  Fall  ist  der,  dass  alle  Kreise  gefunden  werden  sollen,  für 
welche  ein  Punkt  und  eine  Gerade  einan4er  polar  sein  sollen;  Denn 
der  Punkt  bildet  mit  zwei  beliebigen  Punkten  auf  der  Polare  zwei  Paare 
coDJngirter  Punkte,  mit  der  Beschränkung,  dass  ein  Punkt  beiden  Paaren 
gemeinsam  ist. 

Sucht  man  die  Kreise  eines  Büschels  (f^,  f^),  für  welche  ein  Paar 
von  Punkten  conjugirt  sind,  so  folgt  aus  dem  Gesagten,  dass  die  Auf- 
gabe darauf  hinauskommt,  den  Schnitt  eines  Bündels  mit  einem  Büschel 
tu  finden.  In  einem  Büschel  aber  befindet  sich  nicht  immer  ein  Kreis, 
Ar  welchen  zwei  Paare  von  Punkten  conjugirt  sind,  weil  zwei  Büschel 
nicht  Immer  einen  Kreis  gemein  haben.  Dasselbe  gilt  für  Pol  und  Polare. 
Ist  aber  a  priori  die  Gewissheit  der  Existenz  eines  solchen  Kreises  vor- 
handen, so  ist  auch  der  Kreis  selbst  leicht  gefunden.  Ein  solcher  Fall 
tritt  ein  bei  der  Aufgabe:  diejenigen  Kreise  eines  Büschels  zu  finden, 
ibr  welche  zwei  Gerade  einander  conjugirt  sind.  Die  Pole  der  einen 
Geradeo  in  Bezug   auf  die  Kreise  des  Büschels  liegen  bekanntlich  auf 
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einem  Kegelschnitte.  Hat  man  daher  fünf  solcher  Pole  eonstmirt,  lo 
construirt  man  (mit  Hilfe  von  Zirkel  nnd  Lineal)  die  beiden  Schnittpnokte 
m  nnd  m'  des  Kegelschnittes  mit  der  sweiten  Geraden.  Dann  sind  die. 
jenigen  beiden  Kreise  zn  suchen »  für  welche  die  erste  Gerade  nnd  m  oder 
m'  Pol  und  Polare  sind.  Die  Bxistens  dieser  beiden  Kreise  hier  iit 
evident 

Es  war  noch  von  einer  Vereinfachnng  der  Constmction  der  Potenx- 
linie  zweier  Kreise  (Ij ,  fg)  gesprochen.  Sie  geht  durch  den  Potenspnokt 
der  drei  Kreise  Ij,  f,«  {3.  Wählt  man  t,  so,  dass  dieser  Kreis  f^  nnd  (| 
schneidet,  so  liefert  der  Schnittpunkt  der  Verbindungslinien  der  t^  und 
fi  gemeinsamen  Punkte  und  der  !,  und  I,  gemeinsamen  Punkte  eines 
Punkt  der  Potenslinie,  wodurch  dieser  bestimmt  ist. 

Büscheln ,  «welche  dieselbe  Potenalinie  haben ,  entsprechen  im  Banme 
Gerade,  welche  sich  in  einem  Punkte  der  Ebene  iV  schneiden ;  Büschebi 
welche  dieselbe  Gerade  zur  Centrale  haben,  entsprechen  im  Ranme  Ge- 
rade, welche  in  einer  Ebene  durch  den  Nordpol  n  liegen;  Böseheloi 
welohe  dasselbe  Geradenpaar  zu  Centrale  und  Potenzlinie  haben,  ent- 
sprechen die  Strahlen  eines  ebenen  Strahlen büschels,  dessen  Ebene  dvek 
n  geht  und  dessen  Centrum  in  N  liegt. 

Allen  Ranmpunkten  zwischen  den  Ebenen  S  nnd  N  entsprechen 
Kreise  (auch  wenn  sie  imsginftre  Radien  haben),  deren  Potenz  in  Besag 
auf  den  Südpol  positiv  ist,  den  Punkten  ausserhalb  solche,  deren  Poteni 
negativ  ist.  Den  Punkten  der  Aeqnatorebene  entsprechen  alle  Kreise  in 
6',  welche  den  um  den  Südpol  gezogenen  Einheitskreis  orthogonal  schnei- 
den. Derjenige  Bündel,  dessen  Kreise  denselben  Kreis  diametral  schneiden, 
entspricht  der  unendlich  fernen  Ebene  des  Baumes. 

Ein  fruchtbares  Hilfsmittel  znr  Vereinfachung  mancher  Sätze  sowchl, 
als  auch  zur  Ausführung  von  Constructionen  liefert  für  das  KreissysteiB 
die  Möbius*sche  Kreisverwandtschaft,  die  Abbildung  durch  reciproke 
Radii  vectores,  welche  sowohl  durch  einen  reellen,  als  auch  durch  einen  | 
imaginären  Kreis  vermittelt  werden  kann.  Das  Princip  ist  allgemein 
bekannt  und  braucht  deshalb  hier  nicht  auseinandergesetzt  zu  werden. 
Diese  Verwandtschaft  bildet  das  Kreissystem  auf  sich  selbst  ab.  Ist  f 
der  Kreis,  in  Bezog  auf  welchen  die  Abbildung  vorgenommen  wird,  so 
bildet  sich  jeder  den  Kreis  I  rechtwinklig  schneidende  Kreis  anf  «^ 
selbst  ab,*  woraus  sich  eine  neue  Lösung  der  Aufgabe  ergiebt,  0  ortho- 
gonal, b  diametral  durch  einen  Kreis'  zu  schneiden.  Man  bildein  Besag 
auf  0  zwei  Diametralpunkte  von  b  kreisverwandt  ab,  so  bestimmen  die 
Bildpnnkte  mit  den  Diametralpunkten  ein  Kreisviereck  und  somit  den 
gesuchten  Kreis.  —  Bildet  man  drei  Kreise  von  einem  Funkte  ihre»  Or- 

*  Zwei  Kreise  v',  i)',  p';  r",  t)",  p"  sind  einander  in  Bezug  auf  den  Krei«  i,  h  ? 
verwandt,  wenn  die  Beziehung  statt  hat 
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thogonalkreises  ab,  so  liegen  die  Mittelpunkte  der  Bilder  auf  einer  Ge- 
raden. —  Bildet  man  die  Scliaar  von  Kreisen  durch  einen  Punkt,  welche 
einen  Kreis  a  unter  dem  Winkel  A  schneiden ,  von  jenem  Punkte  aus 
ab  (d.  h.  vermittelst  eines  Kreises,  dessen  Centmm  jener  Punkt  ist),  so 
wird  aus  der  Kreisschaar  eine  Schaar  von  Geraden,  welche  das  Bild  a' 
von  a  unter  dem  Winkel  A  schneiden  und  also  einen  Kreis  berühren. 
Die  Winkel  werden  bei  der  Abbildung  erhalten,  weil  dieselbe  eine  con- 
forme  ibt.  Die  Kreise  eines  NullbUndels  oder  die  Kreise 
durch  einen  Punkt,  welche  einen  Kreis  unter  festem  Winkel 
schneiden,  berühren  einen  andern  Kreis. 

Von  den  Gebilden  aweiter  Ordnung  will  ich  hauptsächlich  diejenigen 
betrachten,  welche  geradlinigen  FlHchen  entsprechen,  aber  über  die  all- 
gemeinen  einige  Bemerkungen  vorausschicken. 

Eine  Oberfläche  F  zweiten  Grades  trifft  die  Kugel  k  in  einer  Curve 
vierter  Ordnung,  folglich  bilden  die  Punkt  kreise  der  ihr  entsprechenden 
8chaar8chaar  $  eine  Curve  vierter  Ordnung  mit  swei  Doppelpunkten. 
Zerfallt  diese  Curve  in  zwei  Curven  zweiter  Ordnung,  so  sind  diese  alle- 
mal Kreise,  weil  ebene  Curven  auf  K  immer  Kreise  sind,  deren  stereo- 
graphische Projectionen  wieder  Kreise,  gelegentlich  gerade  Linien  sind. 
Nur  diejenigen  Flächen  F  machen  eine  Ausnahme,  welche  K  im  Nord- 
pol berühren.  Die  durch  sie  bestimmte  Curve  vierter  Ordnung  liegt  in 
einem  Kegel,  dessen  Spitze  n  ist,  und  wird  auf  einen  Kegelschnitt  in  S 
projicirt ,  so  dass  also  in  diesem  Falle  die  Nullkreise  der  Schaarschaar  % 
einen  Kegelschnitt  erfüllen.  Berührt  eine  Oberfläche  F  vom  zweiten 
Grade  die  Kugel  K  längs  einer  Linie,  so  bilden  die  Punktkreise  von  g 
in  S  nur  eine  Kreislinie,  die  doppelt  zu  zählen  ist.  Ist  F  eine  Kugel, 
v^  füllen  die  Punktkreise  von  F  \vl  S  nur  einen  (einfachen)  Kreis  aus, 
der  natürlich  auch  imaginär  sein  kann.  Durch  die  Panktkreise  und  einen 
Kreis  ist  die  Schaarschaar  zweiten  Grades  im  Allgemeinen  gegeben.  Zwei 
Flächen  zweiten  Grades  F^,  F^  schneiden  sich  in  einer  Raumcurve  vier-  ' 
ter  Ordnung  (erster  Familie).  Die  Mittelpunkte  der  Kreise,  welche  den 
Punkten  jener  Curve  entsprechen,  liegen  auf  einer  Curve  vierter  Ord- 
nung mit  zwei  Doppelpunkten,  der  Projection  der  Raumcurve  von  n  aus. 
Diese  Curve  kann  auch  in  zwei  Kegelschnitte,  oder  in  eine  Gerade  und 
eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  zerfallen.  Diese 
Curve  vierter  Ordnung  enthält  acht  Punktkreise,  die  natürlich  zum  Theil 
oder  auch  alle  imaginär  sein  können. 

.  Zu  den  Kreisen,  welche  denselben  Radius  haben,  gehören  auch 
solche,  deren  Mittelpunkt  unendlich  weit  entfernt  ist,  mithin  berührt  die 
zugehörige  Oberfläche  die  Kugel  K^  weil  die  unendlich  fernen  Kreise  die 
einzigen  Punktkreise  der  Schaarschaar  sind.  Die  Fläche  ist  offenbar  eine 
Rotationsfläche.  Ist  der  Radius  der  Kreise  kleiner  als  £ins,  so  liegt  die 
Polarebene  desjenigen  unter  ihnen,  dessen  Mittelpunkt  der  Südpol  der 
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Kugel  K  ist,  mit  diesem  auf  derselben  Seite  des  Aequators,  die  Fliehe 
ist  ein  die  Kugel  einschliessendes  Ellipsoid.  Ist  der  Radius  gleich  Eins, 
so  ist  sie  ein  Rotationsparaboloid ;  ist  er  grösser  als  Eins,  so  ist  die 
Fläche  ein  Rotationshyperboloid  mit  zwei  Mftnteln.* 

Besonders  einfach  sind  die  Gebilde ,  welche  geradlinigen  FUchen 
zweiter  Ordnung  entsprechen ,  welche  wir  jetzt  untersuchen. 

Alle  Kreise,  welche  einen  gegebenen  Kreis  orthogonal  oder  dis* 
metral  schneiden,  liegen  in  einem  linearen  Bündel.  Es  liegt  nahe,**  sa 
fragen:  was  für  eine  Mannichfaltigkeit  bilden  die  Kreise,  welche  eines 
Kreis  a  unter  dem  Winkel  (p  oder  der  Sehne  <f  schneiden?  Ist  a=0, 
so  ist  auch  q>  gleich  Null  oder  gleich  zwei  Rechten.  Dieser  einfsche 
Fall  wird  zuerst  betrachtet. 

Alle  Kreise  !,  welche  den  Kreis  a  in  demselben  Punkte  berfibren, 
bilden  einen  Bertthrungsbilschel ,  dessen  Correlat  im  Räume  eine  die 
Kugel  berührende  Gerade  ist.  Alle  diese  'Bäschel  haben  den  Erms  a 
gemein,  alle  entsprechenden  Geraden  im  Räume  haben  den  Punkt  a 
gemein ,  der  dem  Kreise  a  entspricht.  Also  entsprechen  alle  Kreise  einer 
Scbaarschaar  $,  welche  einen  Kreis  a  berühren,  den  Punkten  eines 
Kegels  F,  welcher  die  Kugel  im  stereographischen  Bilde  a  von  a  berfifait 
und  seine  Spitze  in  a  hat.     Er  ist  ein  Rotationakegel. 

Ein  Kegelschnitt  auf  einem  Bertlhrungskegel  F  entspricht  einer  Schur 
▼on  Kreisen,  welche  einen  Kreis  orthogonal  oder   diametral  schneiden 


*  Alle  Kreise  mit  4em  Radias  c  befriedigen  die  Gleichung 

und  folglich  ist  die  Gleichung  der  entsprechenden  Fläche 

a?a;  -f  y  y  +  J5«(l  -  r  t)  -f  «(2 1  r  - 1)  =  tt. 
Die  Scbaarschaar  xr-ft)t)  +  p)>  =  c  gehört  zur  Fläche 

a;«  +  y  y  +  ««  =  c  (1  —  xf)(l  —  ä). 
**  Alle  Kreise  Xy  Xi,  p,  welche  den  Kreis  x«i  )9<ti  pa  unter  dem  Winkel  9 
schneiden,  befriedigeu  die  Gleichung 

Die  entsprechende  Fläche  hat  die  Gleichung 

co«»y(a;»  +  y«+«(«--l))(ar4«  +  y.»  +  ir.(5a-l))  =  («a;a  +  yy«  +  «i^»-i(/+J.))*. 
Für  q)  =  0  oder  fp  =  n  ist  dies  die  Gleichung  desjenigen  die  Kugel  berafareDdea 
Kegels,  dessen  Spitze  der  Punkt  a  ist,  welcher  dem  Kreise  a  im  Baume  entspricht 
Für  9/  =  ix  wird  aus  der  Fläche  eine  Ebene,  doppelt  ßeuommen.  Für  beliebig 
reelle  Werthe  von  qp  ist  die  Fläche  ein  Botationshyperboloid,  welches  die  Eag«l 
in  dem  Kreise  a  berührt,  welcher  die  stereographische  Projection  von  a  ist  Ist 
der  Radius  des  Kreises  imaginär,  so  ist  die  Fläche  nicht  geradlinig.    Ist  s.  6. 

X«  =  Pfl  =  0,    pa  =  -Il,   also  ««=0,    yt  =  0,    jJa  =  n:(lI-l), 
80  ist  die  Gleichung  der  Fläche 

-cos«<pLa:«  +  y«  +  «(if-l))II  =  (ijj(l  +  II)  +  n)« 
und  sie  ist  daher  ein  Rotationsellipsoid.  —  Ist  JP(a,y)  die  Fläche,  welche  dem  Kreise 
(k  und  dem  Winkel  tp  zugehört,  F^b,^)  die  zu  b  und  9  gehörende,  so  sind  die 
Schnittebenen  derselben  unabhängig  Ton  9. 
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und  einen  andern  berühren.  Da  durch  einen  solchen  Kegelschnitt  immer 
noch  ein  sweiter  K  berührender  Kegel  geht,  so  berühren  diese  Kreise, 
wenn  sie  nicht  durch  einen  Punkt  gehen,  noch  einen  zweiten  Kreis. 
Durch  einen  Punkt  gehen  die  Kreise,  wenn  der  Kegelschnitt  in  einer 
Tangentialebene  liegt.  —  Berührt  ein  Kegelschnitt  die  Kugel  Af  in  zwei 
Punkten,  so  giebt  es  stets  zwei  Bertthrungskegel ,  in  denen  er  liegt. 

An  diese  Sätze  l&sst  sich  naturgemäss  die  Lösung  der  Apollonischen 
Probleme  anschliessen ,  als  Correlat  der  Aufgabe,  die  acht  Schnittpunkte 
dreier  Kegel  zu  finden,  welche  ein  und  dieselbe  Kugel  berühren.  Man 
bedarf  dazu  des  geometrischen  Satzes:  Berühren  zwei  Oberflächen  zwei- 
ten Grades  ein  und  dieselbe  dritte,  so  schneiden  sie  sich  in  ebenen 
Curven.  Drei  ebensolche  Oberflächen  schneiden  sich  in  acht  Punkten, 
die  in  vier  Geraden  von  solcher  Beschaffenheit  liegen,  dass  durch  jede 
drei  Ebenen  gehen,  welche  Ebenen  die  Schnitte  je  zweier  Oberflächen 
«od,  so  dass  diese  Geraden  schon  durch  die  Schnittebenen  yon  zweien 
der  Oberflächen  bestimmt  sind.* 

Alle  Kreise  (t,  a),  (t,  b),  (I,  c),  welche  bez.  die  Kreise  a,  b,  c  be- 
rühren, entsprechen  im  Räume  Kegeln,  welche  die  Kugel  K  berühren, 
und  ihre  Spitzen  in  a,  6,  c  den  a,  b,  €  entsprechenden  Punkten  haben« 
Die  Kegel  (a),  (b)  und  die  Kegel  (6),  (c)  und  ebenso  (c),  (a)  schneiden 
sich  in  ebenen  Gurren  paaren,  etwa  in 

(6,f)i,     (6,c),; 

(c,  a)i,  (c,a),. 
Es  seien  fi,  v  die  Combinationen  1,  1;  1,2;  2,  1;  2,2.  Die  Ebenen 
(a,6)^,  (6,  c)^  bestimmen  vier  Gerade,  bezeichnet  etwa  durch  (a,  6,  c)^,,, 
durch  welche  paarweise  auch  die  Ebenen  (<?,  a)^,  (c,  a)^  gehen.  Diese 
vier  Geraden  treffen  die  Kegel  (a),  (6),  (c)  in  acht  Punkten,  welche  für 
jeden  Kegel  dieselben  sind.  Es  wird  daher  im  Allgemeinen  acht  Kreise 
geben,  welche  a,  b,  C  zugleich  berühren. 

Der  Geraden  (a,  6,  <;)^,y  entspricht  ein  Büschel,  welcher  leicht  zu 
construiren  ist.  Die  Kreise  (a,b)^  (in  leicht  verständlicher  Bezeichnung) 
liegen  in   einem  Bündel,   von   welchem  man   drei  Kreise  zu  construiren 


*  Ist  F  eine  Oberfläche  zweiten  Grades,  sind  J^i,  JB^»  JE»  Ebenen,  li,  Xt>  A, 
Congtante,  so  sind  die  Gleichungen  dreier  F  berührenden  Oberflächen 

FjsJ'-f XjJE?,^,  =0,    1\  =  F+Xt^,£i  =  0,    J?'8  =  F  +  iiiE;^3  =  0. 
Die  Ebenenpaare,  in  denen  sie  sich  schneiden,  haben  die  Gleichungen 

{rh£!,-n,E,)(yi»E,  +  yitE^)=0. 
Die  Ebenen  des  dritten  Paare«  gehen  durch  die  Schnitte  je  zweier  Ebenen  des 
er»ten  und  zweiten  Paares.    Alle  Ebenen  gehen  durch  den  Schnittpunkt  Ton  £i, 
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hat.  Man  zeichne  drei  Kreise,  welche  a  und  f>  "wn  aossen  oder  inneD, 
und  drei  Kreise,  welche  den  einen  von  aussen,  den  andern  von  inaflo 
berühren.  Die  durch  die  beiden  Kreistripel  bestimmten  Bündel  (a,^),, 
(a,b)2  entsprechen  den  Ebenen  (a,^)^,  {n,b)^.  Da  zu  den  Berfibrangs- 
kreisen  die  Tangenten  mit  gehören,  so  liefern  diese,  wenn  sie  YorbandeD 
sind,  sofort  die  Potenspunkte  der  Bündel,  welche  äusserer  und  ioDerer 
Aehnlichkeitspuukt  beissen  (auch  wenn  sie  nicht  durch  die  Tangenten  su 
finden  sind).  Die  Construction  der  beiden  Tripel  und  folglich  der  Aehn- 
lichkeitspunkte  ist  immer  elementar,  ebenso  die  Construction  des  Ortlio* 
gonal-  und  Diametralkreises  der  Bündel,  die  su  den  Tripeln  gehören. 

In  gleicher  Weise  können  die  Bündel  (b,c)|,  (b,c)2i  (Cia)|,  (c,a)| 
leicht  constrairt  werden ,  man  bedarf  aber  nur  der  beiden  ersten  oder  der 
beiden  letzten.  Um  die  Kreise  zu  finden,  welche  a,  b,  €  zugleich  be- 
rühren, hat  man  die  Kreise  des  BüHchels  (a,b,C^^,y,  welcher  den  Bän- 
deln (a,b)^,  (b,c)»  gemein  ist,  zu  construiren  und  dann  diejenigeo 
Kreise  derselben  zu  zeichnen,  welche  a  oder  b  oder  c  berühren,  wozu 
die  Mittel  früher  gegeben  sind.  Jeder  solcher  Kreis  berührt  alle  drei 
zugleich.     Die  Aufgabe  ist  also  gelöst. 

Die  Potenzlinien  der  Büschel  (afb|C)^,y  gehen  durch  die  Poteni- 
punkte  der  Bündel  (a,b)^,  (b,  c)^,  sind  also  die  sogenannten  Aehnlicb- 
keitsaxen.  Da  es  nun,  wie  wir  sahen,  nur  einen  solchen  Büschel  giebt 
und  also  auch  nur  vier  Potenzlinien,  so  liegen  die  acht  Aehnlichkeits- 
pnnkte  auf  einer  Geraden,  auf  jeder  liegen  drei.  Die  vier  Geraden 
(<2,6)fi,  {b^c)^  gehen  durch  einen  Punkt,  den  Pol  der  Kegelspitzenebene 
abc.  Die  vier  Büschel  (a,  b)/i)  (b,  c)»  haben  einen  gemeinsamen  Kreis, 
den  Orthogonalkreis  zu  a,  b,  €.  Mithin  gehen  die  Centralen  der  vier 
Büschel  durch  einen  Punkt,  den  Mittelpunkt  des  Orthogonalkreises  xn 
a,  b,  C,  welcher  dem  Pol  der  Ebene  abc  entspricht.  Die  Centralen  sind 
also  die  Potenzlinien  der  Büschel  (a,b),  (b,  c),  (c,  a).  Auf  jeder  Centrale 
liegen  zwei  Mittelpunkte  der  acht  unsere  Aufgabe  lösenden  Kreise. 

Nun  untersuchen  wir  diejenige  8chaarschaar  9  ^0°  Kreisen,  welche 
einen  Kreis  a  unter  dem  Winkel  <p  schneiden.  Zieht  man  an  a  eise 
Sehne,  welche  a  unter  dem  Winkel  q>  schneidet  —  es  giebt  durch  jedes 
Punkt  von  a  zwei  solcher  8ehnen  — ,  und  zieht  in  dem  einen  Schnitt- 
punkte derselben  mit  a  alle  möglichen  die  Sehne  dort  berührenden  Kreise, 
so  schneiden  diese  a  sämmtlich  unter  dem  Winkel  q>.  Zu  jedem  Pnnkte 
von  a  giebt  es  also  zwei  %  angehörende  Berührungsbüschel,  denen  Kugel- 
tangenten im  Räume  entsprechen.  Die  %  entsprechende  Fläche  ist  eine 
geradlinige,  die  Kugel  im  stereographischen  Bilde  a  von  a  berührende; 
durch  jeden  Berührungspunkt  giebt  es  zwei  Gerade  der  Fläche.  Jeder 
Büschel  hat  mit  ^  zwei  Kreise  gemein,  die  natürlich  auch  imaginir  sein 
können ,  d.  h.  deren  Mittelpunkt  imaginär  sein  kann.    Wir  begnügen  nns^ 
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dies  für  den  Fall  nacbsnweisen,  in  welchem  der  Büschel  reelle  Doppel- 
pnukte  hat.  —  Wir  schlagen  am  einen  der  Doppelpunkte  des  Büschels 
einen  Kreis  und  bilden  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  den  Büschel  und  a 
(kreisverwaudt)  ab.  Ans  dem  Büschel  wird  ein  Strablenbüschel ,  das  Bild 
▼on  a  ist  ein  Kreis  a'.  Nun  ist  es  evident,  dass  es  nur  zwei  Strahlen 
des  Büschels  giebt,  welche  den  Kreis  a  unter  dem  Winkel  q)  schneiden, 
oder  keine.  Folglich  giebt  es«  weil  die  Abbildung  conform  ist,  nur  zwei 
Kreise  des  ursprünglichen  Büschels,  welche  a  unter  m  Winkel  q>  schneiden. 
Die  Fläche  F  ist  demnach  vom  -zweiten  Grade,  ist  ein  A'  berührendes 
£i>tationshyperboloid ,  die  Schaarschaar  %  ist  ein  Gebilde  zweiten  Grades, 
wie  eine  früher  ausgeführte  Anmerkung  (auf  8.  297)  bestätigt.  Fallen 
die  beidßn  Doppelpunkte  des  Büschels  zusammen  und  auf  a,  so  liefert 
die  angewandte  kreisverwandte  Abbildung  ein  Parallelstrahlenbüschel, 
dessen  Strahlen  a  alle  unter  demselben  Winkel  schneiden.  Der  Büschel 
gehört  dann  %  ganz  an.  Uebrigens  ist  (man  vergl.  eine  nachfolgende 
Bemerkung  des  Herrn  Hossfeld)  der  Winkel  q>  das  Complement  des 
Winkels,  welchen  jede  Erzeugende  des  Hyperboloids  mit  dem  Berührungs- 
kreise a  macht.  Denn  projicirt  man  eine  Erzeugende  G  von  n  aus,  so 
bestimmt  die  Projectionsebene  auf  ^  einen  Kreis  7,  der  mit  a  denselben 
Winkel  bildet  als  Gy  oder  in  Zeichen :  es  ist  L  {y^  a)s=L  (G,  «).  Die  Pro- 
jection  von  y  in  S  ist  aber  eine  a  unter  dem  Winkel  (y^  a)  schneidende 
Gerade  9,  welche  die  Centrale  eines  Büschels  ist,  dessen  Kreise  a  unter 
dem  Winkel  g>  schneiden.     Also  ist  g>  =  -^7c—  L{Gja)^  w.  z.  b.  w. 

Eine  beliebige  Ebene  E  trifft  F  in  einem  Kegelschnitte,  durch  wel- 
chen sich  ein  oder  im  Allgemeinen  zwei  Berührungskegel  legen  lassen, 
denn  der  E  und  F  gemeinsame  Kegelschnitt  berührt  K  in  zwei  Punkten. 
Mithin  berühren  die  Kreise  eines  Büschels  @,  welche  zugleich  %  angehö- 
ren, einen  Kreis  d  oder  im  Allgemeinen  zwei  Kreise.  Und  so  ist  es 
nicht  schwer,  die  beiden  Kreise  eines  Büschels  zu  construiren ,  welche 
den  Kreis  a  unter  dem  Winkel  <p  schneiden.  Zu  dem  Büschel  ((S|,6s) 
zeichnen  wir  zwei  Orthogonalkreise  O],  0^.  Da  man  die  Bündel  (S|,  (S^t 
«eiche  den  Büschel  bestimmen,  nach  dem  Früheren  immer  so  wählen 
kann,  dass  sie  Orthogonal  kreise  besitzen,  so  darf  man  sich  0|,  o^  als  die 
Orthogonalkreise  von  (S|,  (Ss  denken.  Um  beliebig  viele  Kreise  zu  zeich- 
nen, welche  o,  rechtwinklig  und  a  unter  dem  Winkel  g>  schneiden,  ist 
nur  der  gemeinsame  Kreis  eines  Berührungsbüschels  und  eines  Bündels 
zu  bestimmen,  nämlich  desjenigen  Berührungsbüschels,  der  eine  a  unter 
9  schneidende  Sehne  znr  Potenzlinie  und  deren  Punkt  auf  a  zum  Punkt- 
kreise hat  mit  dem  Bündel  @|.  Drei  oder  genauer  vier  solcher  Kreise 
bestimmen  den  Kreis  d,  dessen  im  Bündel  (S|  enthalten«  Berührungskreise 
a  sammtlich  unter  dem  Winkel  9  schneiden.  Die  beiden  Kreise  des 
Büschels  (€1*62),  die  i^  berühren,  deren  Construction  schon  gegeben  ist, 
lind  die  gesiicbten. 
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Hiermit  kann  man  znr  Lösnng  der  Stein er*schen  Aufgabe  scbreites: 
die  acbt  Kreise  9sa  constmiren,  welche  die  Kreise  a,  b,  c  bez.  unter  den 
gegebenen  Winkeln  q>t  ^t  %  schneiden.  Die  Hyperboloide,  welche  den 
Kreisschaaren  (a,^),  (b,^)>  (Ctx)  entsprechen  und  die  mit  (a),  (fr),  (c) 
bezeichnet  werden  können,  schneiden  sich  in  drei  Kbeneupaaren  (a,fr),, 
(a,b\\  (6,  c)|,  (^iC\]  (^»'')i>  (^>^)8«  ^o^  denen  zwei  Paare  vier  Gerade 
bestimmen,  darch  welche  anch  die'  letzten  gehen.  Diese  vier  Geraden 
bestimmen  auf  jedem  der  Hyperboloide  acht  Punkte,  die  aber  dieselben 
für  (a),  (6),  (c)  sind«  Die  Kreise,  welche  den  Schaarschaaren  (a,^), 
(b,t/;)  zugleich  angehören,  liegen  in  zwei  Bündeln.  Es  ist  eine  eleaien- 
tare  Aufgabe,  zwei  Kreistripel  zu  zeichnen,  welche  die  Bündel  bestimmen. 
Ebenso  bestimmt  man  die  beiden  Bündel,  welchen  die  Kreise  angebörpOi 
die  den  Schaarschaaren  (b,^)»  (c,x)  gc^mein  sind.  Die  beiden  Bündel- 
paare  bestimmen  die  vier  Büschel,  in  denen  unsere  Kreise  zu  suchen 
sind  und  deren  Centralen  beiläufig  bemerkt  durch  einen  Punkt  gehen. 
Die  Aufgabe,  die  Kreise  eines  Büschels  zu  bestimmen,  welche  einen 
Kreis  unter  gegebenem  Winkel  schneiden,  ist  aber  bereits  erledigt,  und 
somit  ist  auch  die  vorliegende  Aufgabe  gelöst. 

Von  den  Aehnliclikeiupunkten  zweier  Kreise  ausgehende  gerade 
Linien  treffen  die  beiden  Kreise  unter  gleichen  Winkeln.  Diejenigen 
Bündel,  welche  die  Kreise  enthalten,  die  zwei  Kreise  a  und  b  unter 
gleichen  Winkeln  schneiden,  haben  daher  denselben  Potenzpunkt.  Aber 
nicht  blos  dies,  sondern  sie  sind  Überhaupt  identisch,  oder  alle  Kreiiei 
welche  zwei  Kreise  a,  b  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  liegen  in 
einem  oder  vielmehr  in  zwei  Bündeln,  deren  Potenzpunkte  die  Aehnlicb 
keitspunkte  sind.  Dies  ergiebt  sich  aus  der  Bestimmung  des  Orthogonal- 
kreises  für  ein  gegebenes  9.  Die  Polare  der  Schnittlinie  g  der  beiden 
Ebenen,  welche  durch  die  stereographischen  Projectionen  a,  ß  auf  A' der 
Kreise  a,  b  bestimmt  wird,  ist  eine  Gerade,  welche  durch  die  Punkte  «t 
6  im  Baume  geht,  die  tti  b  in  ^  entsprechen.  Der  ihr  entsprechende 
Büschel  ist  der  Büschel  (ath).  Die  Gerade  g  ist  nun  von  9  unabbängig, 
jene  Ebenen,  in  denen  sich  die  (a,<)p),  (bi^)  entsprechenden  H)-per- 
boloide  schneiden,  gehen  durch  g  hindurch.  Die  Gerade  (a,  6)  enthält 
daher  die  Pole  aller  Ebenen  durch  p,  aller  Ebenen,  in  welchen  sich  die 
Hyperboloide  schneiden.  Der  Büschel  (a,  b)  enthält  die  Orthogonalkreise 
aller  Bündel,  welche  die  Kreise  der  Schaarschaar  (a,^),  (b,  9)  enthalten. 
Das  Centrum  der  Orthogonalkreise  ist  bekannt,  es  ist  einer  der  Aehn- 
lichkeitspunkte.  Alle  einem  Punkte  concentrischen  Kreise  bilden  ein 
Büschel,  dieser  Büschel  kann  mit  dem  Büschel  (a,b),  wenn  er  nicht  mit 
ihm  zusammenfallt,  was  ausgeschlossen  ist,  nur  einen  Kreis  gemein 
haben,  also  ist  der  Orthogonalkreis  unabhängig  von  9  völlig  bestimmt 
und  damit  unser  Satz  erwiesen.  Es  folgt  daraus  noch,  dass  die  Hype^ 
boloide,  welche   (a,  9),  (b,^)  entsprechen,  sich  in  zwei  von  9^  Qoah- 
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bÜBgigen  Ebenen  schneiden,  was  schon  in  einer  Anmerkung  analytiach 
bewiesen  wurde. 

Die  Ebenen,  unter  welchen  sich  die  (0,9^)«  (69  <)p)»  (c,  9^)  entspre- 
chenden Hyperboloide  schneiden,  und  also  die  vier  Geraden,  durch 
welche  immer  je  drei  der  Schnittebenen  gehen,  sind  von  tp  unabhängig. 
Die  Schnittpunkte  der  drei  Hyperboloide  bewegen  sich  auf  diesen  vier 
Geraden,  wenn  q>  varürt.  Die  Kreise,  welche  a,  b,  c  unter  gleichen 
Winkeln  schneiden,  bilden  rier  Büschel,  von  denen  mittels  der  Construc- 
tion  des  Apollonischen  Problems  je  zwei  Kreise  gefunden  werden  (und 
die  offenbar  den  Orthogonalkreis  au  a,  b,  €  gemein  haben),  also  bestimmt 
sind.  Sucht  man  ebenso  die  vier  Büschel,  deren  Kreise  a,  b,  b  unter 
gleichen  Winkeln  schneiden,  so  führt  die  Aufgabe,  die  Kreise  zu 
finden,  welche  a,  b,  c,  b  unter  gleichen  Winkeln  schneiden, 
auf  das  Aufsuchen  der  gemeinsamen  Kreise  von  je  zwei  Büscheln.  Es 
giebt  acht  solcher  Kreise,  weil  jeder  der  vier  Büschel  (a,  b,b)  nur  mit 
je  zweien  der  Büschel  (a,b,€)  in  demselben  Bündel  liegt. 

Nun  würde  die  Schaarschaar  von  Kreisen  zu  untersuchen  sein,  deren 
Indiyidueii  einen  Kreis  a  unter  gleich  grosser  Sehne  schneiden.  Dies 
IXsst  sich  auch  so  auffassen:  Man  ziehe  alle  Tangenten  an  einen  Kreis 
iS,  welcher  dem  Kreise  a  eoneentrisch  ist.  Die  Tangenten  betrachte  man 
als  Potenzlinien  von  Büscheln,  welche  die  Schnittpunkte  dieser  Tangen- 
ten mit  a  zu  Doppelpunkten  haben.  Man  wird  daher  etwas  allgemeiner 
sein,  wenn  man  darauf  verzichtet,  dass  i^  mit  a  eoneentrisch  sein  soll.* 
Die  Schaarschaar,  welche  offenbar  den  Kreis  a  mit  entbXlt  und  die  mit 
Sa,t  bezeichnet  werden  mag,  ist  you  der  zweiten  Ordnung.  Die  Kreise 
eines  Büschels  ulimlich  treffen  a  in  Punkten,  deren  Verbindungslinien 
durch  einen  Punkt  m  gehen.  Durch  ihn  giebt  es  zwei  Tangenten  an  8; 
es  giebt  also  in  jedem  Büschel  zwei  (reelle  oder  imaginftre)  Kreise, 
welche  zu  9a,ft  gehören,  wenn  der  Büschel  nicht  ganz  in  ^a,ft  enthalten 
ist  Da  jeder  Büschel,  welcher  $a,t  gftnz  angehört,  den  Kreis  a  enthält, 
so  ist  die  entsprechende  FUche  ein  Kegel  mit  der  Spitze  a,  welche  dem 
Kreise  a  entspricht.  Besitzen  a  und  i^  gemeinsame  Tangenten,  so  giebt 
es  unter  den  Erzeugenden  des   Kegels  /*a,fti   welcher  dar  Schaarschaar 


*  Sind  X,  T  laufende  Coordiuaten,  so  sind  alle  Kreise,  welche  den  Kreis  a 
in  den  Punkten  schneiden,  welche  durch  die  Tangenten  an  S  bestimmt  werden,  in 
der  Gieichang  enthalten 

X«+r«-2Xr.-2rt).  +  ^)a-2X((a:-T«)awtf  +  (y-^,)«inÄ-r«)  =  0, 
worin  a  und  X  willkürlich  veränderlich  sind.    Die  Coordinaten  dieser  Kreise  erfül« 
lea  die  Gleichungen 

Ts»Ta  +  lco»«,    ))s=^a  +  Xstn«,    ^  =  p»-f- f Xri  +  2XriCOS«  + 2lt)i«n«, 
woraus  folgt 
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Sa,ft  entspricht,  solebe»  welche  die  Engel  berQhren.  Die  Tangenten  so  9 
gehören  zu  t^a,»«  ihnen  entsprechen  Punkte  der  Ebene  iV,  durch  welche 
sich  ein  Bertthrnngskegel  an  diie  Engel  legen  Usst.  Diese  Engel  trifft 
fa,ft  noch  in  einer  zweiten  ebenen  Curve,  folglich  giebt  es  in  %^% 
Eretse,  welche  zugleich  einem  Bttndel  aa^gehören  und  einen  Ereis  iS' be- 
rühren. 

Ist  i  mit  a  concentrisch,  so  liegen  die  Punktkreise  der  in  §0,1  «i^t- 
hsltenen  Büschel  auf  zwei  (reellen  oder  imaginären)  Kreisen,  der  Kegel 
Fa,%  trifft  die  Kugel  in  ebenen  Curven,  in  Kreisen.  Trift  eine  Tangente 
des  Kreises  i^  a  nicht,  so  bestimmt  sie  gleichwohl  als  Potenslinie  mit  a 
den  Büschel,  welcher  ^a,<  angehört. 

Eine  allgemeinere  Schaarschaar  Tan  Kreisen,  die  einem  Eegel  est- 
spricht,  erhält  man,  wenn  man  von  einem  Bttndel  (S  diejenigen  Krdsi 
(€«  iS)  nimmt,  die  einen  Ereis  d  berühren,  und  duceh  die  SchnittpnnJLte 
dieser  Ereise  mit  a  Büschel  legt  oder,  da  diese  den  KreÄs  a  nicht  reell 
zu  schneiden  brauchen,  wenn  man  die  Büschel  constrnirt,  weiche  darch 
den  Ereis  a  und  je  einen  Ereis  ((S,d)  bestimmt  werden.  Der  Krsi»  9 
iMt  allen  Büscheln  gemein,  die  entsprechende  Fläche  ein  Eegel  mit  der 
Spitze  a,  der,  wie  sofort  zu  ersehen,  vom  zweiten  Grade  ist.  Legen  wir 
durch  den  Büschel  ((, ,  t^)  und  den  Ereis  a  den  Bändel  €',  so  entspre- 
chen diejenigen  Ereise  dieses  Bündels,  welche  d  berühren,  im  Ranme 
einem  Eegelschnitte,  einem  ebenen  Schnitte  des  Berührnngskegels  (i)> 
Unter  diesen  Ereisen  giebt  es  also  zwei ,  welche  dem  Bündel  (f^,  ^ 
angehören. 

Alle  Ereise  in  5,  für  welche  zwei  Gerade  ®,  @'  einander  conjngirt 
sind,  liegen  in  einer  Schaarschaar  $,  welcher  ein  Hyperboloid  im  Baume 
entspricht,  das  die  Eugel  Jl  in  einem  Punkte  berührt.  Jeder  Bflscbei 
(f, ,  t^)  hat  nämlich  mit  %  zwei  Ereise  gemein.  Die  Pole  von  @  in  Be* 
zug  auf  die  Kreise  des  Büschels  (t,,  f^)  liegen  auf  einem  Eegelschnitte, 
und  dieser  hat  zwei  Punkte  mit  ®'  gemein.  Dieser  Punkt  bestimmt  sber 
mit  ®  als  Pol  und  Polare  einen  Ereis  des  Büschels  (tift,),  wenn  nicbt 
diese  Elemente  für  jeden  Ereis  des  Büschels  Pol  und  Polare  sind.  Die 
Schaarschaar  %  ist  also  vom  zweiten  Grade,  die  Fläche  F,  welche  ihr 
entspricht,  natürlich  auch.  Die  beiden  Berührungsbüschel,  welche® oder 
9'  zur  Potenslinie  und  den  Schnitt  von  ®(8'  zum  Punktkreis  babeo, 
gehören  tu  Jx«  ^<  gehören  also  an  f*zwei  die  Eugel  in  demselben  Punkte 
berührende  Gerade,  F  ist  ein  Hyperboloid  und  berührt  die  Eugel  indem 
dem  Schnittpunkte  Ton  ®  und  @'  auf  A^  stereographisch  sugehöresdea 
Pnukte*  Kreisbüschel  mit  reellen  Doppelpunkten  besitzen  kein  gemein- 
sames Polardreieok ,  wohl  aber  die  Kreise  eine«  Bäsch<ib  mit  imaginiren 
Doppelpunkten.  Die  Ecken  derselben  sind  der  unendlich  ferne  Punkt 
der  Potenalinie  und  die  beiden  Punktkreiae.     Daimus  folgt,  dass  alle  so 
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%  gehörenden  Bfischel  Panktkreise  haben,  T«n  deiMii  der  eine  anf  ®, 
der  andere  anf  &  liegt  und  deren  Verbindungslinie  entweder  anf  ® 
oder  auf  @'  senkrecht  steht,  entsprechend  den  beiden  Schaaren  Er» 
sengender  des  Hyperboloids.  Jede  Erzengende  des  Hyperboloids  trifft 
die  Kngel. 

Gleitet  eine  Gerade  B  über  drei  Gerade  £^,,  G,,  G^^  die  die  Kn^el 
AT  nicht  treffen  mögen  nnd  sich  nicht  schneiden,  so  erzengt  sie  ein 
Byporboloid.  Die  Doppelpunkte  der  entsprechenden  Kreisschaarschaar 
in  S  liegen  auf  einer  Curve  vierter  Ordnung  mit  swei  Doppelpunkten, 
weil  die  polare  Flttcbe  des  Hyperboloids  wieder  ein  Hyperboloid  ist,  nnd 
es  gebt  diese  Cnrve  durch  die  Doppelpunkte  der  G^^  G^^  G^  entsprechen- 
den Büschel.  Mithin  liegen  alle  Punkt epaare,  welche  mit  drei  gegebenen 
Paoktepaaren  je  ein  Kreisviereck  bilden,  auf  einer  Curve  vierter  Ord- 
nang  mit  zwei  Doppelpunkten,  auf  welcher  die  drei  gegebenen  Punkte- 
paare auch  -liegen,  obschon  sie  nicht  Paare  sind,  die  mit  den  beiden 
anderen  Kreisvierecke  bilden»  Projicirt  man  das  Polarhyperboloid  von 
n  ans,  so  projiciren  sich  die  Erzeugenden  auf  die  Tangenten  eines 
Kegelschnittes.  Mithin  umhüllen  die  Verbindungslinien  aller  Pnnkte- 
paare,  welche  mit  drei  Punktepaaren  Kreisvierecke  bilden,  einen  Kegel- 
schnitt 

Hieran  knüpft  sich  die  Lösung  der  Aufgabe:  Diejenigen  beiden 
Punktepaare  zu  bestimmen,  welche  mit  vier  Punktepaaren 
je  ein  Kreis  vi  ereck  bilden.  —  Die  Büschel,  welche  die  vier  festen 
Ponktepaare  zu  Doppelpunkten  haben,  seien®,  ®|,  @^,  ©3,  denen  die 
Geraden  (?,  G^,  G^^  G^  im  Räume  entsprechen.  Die  Doppelpunkte  eines 
Büschels  iQ,  dem  die  Gerade  H  im  Räume  entspricht,  seien  noch  will- 
kürlich. Hat  nnn  der  Büschel  ^  mit  den  Büscheln  @|,  @^,  ®^  je  einen 
Kreis  gemein,  so  bilden  alle  solche  Büschel  eine  Schaarscliaar  |^  vom 
zweiten  Grade.  Der  Büschel  ®  hat  mit  %  zwei  Kreise  gemein ,  und  ein 
Büschel  ip,  welcher  einen  von  diesen  und  je  einen  Kreis  von  @|  und  ®g 
enthält,  enthält  auch  einen  Kreis  des  Büschels  ®3.  Haben  die  Büschel 
®,  ®|,  ®2,  ®s  reelle  Doppolpunkte,  so  liegen  die  Doppolpnnkte  des  so 
bestimmten  Büschels  $,  wenn  solche  vorhanden  sind,  allemal  mit  den 
gegebenen  vier  Paaren  je  in  einem  Kreisviereck. 

Legen  wir  durch  G^^  G^  Ebenen,  welche  sich  in  G^  schneiden,  und 
legen  wir  analog  durch  ®|,  ®g  Bündel,  die  einen  Kreis  mit  ®3  gemein 
haben,  so  bestimmen  bez.  die  Ebenen  anf  der  Geraden  G  und  die  Bün- 
del durch  ihre  gemeinsamen  Kreise  mit  @  projectivische  Gebilde,  und 
zwar  sind  die  Mittelpunkte  der  hierdurch  bestimmten  Kreispaare  von  ® 
projectivische  Gebilde.  Auf  ®  nun  sind  die  sich  selbst  entsprechenden 
Punkte  der  projecti  vischen  Gebilde  die,  welche  Fangehören,  auf®  sind 
die  sich  selbst  entsprechenden  Kreise  diejenigen,  welche  %  angehören. 
Da  sie  durch  ihre  Mittelpunkte  bestimmt  sind,  so  hat  man  nur  die  sich 
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selbst  entsprechenden  Mittelpunkte  sn  bestimmen,  was  dnreh  eine  ele- 
mentare Constmetion  mit  Hilfe  Yon  Zirkel  nnd  Lineal  ansführbar  ist 
Der  Schnitt  der  beiden  Bfindel,  welche  durch  einen  dieser  Kreise  und 
die  BOschel  @|  nnd  @2  ^n^^gt  werden,  ist  derjenige  Büschel  ^,  wel- 
cher mit  allen  vier  Büscheln  ®,  @iy  ®g,  @s  einen  Kreis  gemein  bat, 
nnd  wenn  ^  Doppelpunkte  hat,  so  bilden  sie  dasjenige  Paar  yon  Punk- 
ten, welches  mit  jedem  der  vier  durch  @,  (S^  @2)  @s  gegebenen  Paare 
ein  Kreisviereck  bildet.  Da  es  auf  ®  zwei  sich  selbst  entsprechende 
Kreise  giebt ,  so  giebt  es  zwei  Bfiscbel  ^  und  also  zwei  Paare  von  Punk- 
ten, welche  der  Aufgabe  entsprechen. 

In  nachfolgender  Mittheilnng  giebt   Herr  C.  Hossfeld    noch   eine 
Anwendung  des  hier  aufgestellten  Abbildungsprincips. 


Kleinere  Mittheilungen. 


XTX.  üeber  die  mit  der  LöBung  einer  Steiner*8ohen  Aufgabe 
zuBaminenhängeiide  Configuration  (12^,  I63). 

Eine  Fläche  zweiten  Grades  F  werde  von  vier  Ebenen  fj,  f^,  ^3,  ^4 
in  vier  Kegebcbnitten  getroffen;  wir  betrachten  die  vier  FlächeDbüschel 
zweiten  Grades  <2>],  <Z>2,  (I>3,  0^,  welche  durch  sämmtliche  längs  jener 
Kegelschnitte  die  Fläche  F  bertihrenden  Flächen  zweiten  Grades  gebildet 
werden.  In  jedem  der  vier  Büschel  ist  F  enthalten,  femer  je  ein  Kegel 
und  je  eine  Doppelebene.  Bezieht  man  nun  die  vier  Flächenbäschel  der- 
art projectivisch  auf  einander,  dass  der  FlSche  F^  sowie  den  Doppelebenen 
in  allen  vier  Büscheln  derselbe  Parameterwerth  zukommt,  so  zerfällt  das 
Erzeugnis«  von  je  zwei  Flächenbüscheln 

(PjO),,  «^^(Pg,  <z>i(p4,  0)2 <^3,  a>,a>^,  %^^ 

—  die  Fläche  vierter  Ordnung  —  in  die  Fläche  F  und  in  zwei  Ebenen; 
l&88t  man   erstere,   welche   bei   allen   sechs   Combinationen   auftritt,   an- 
berficksichtigt,  so  erhalten  wir  sechs  Ebenen  paare  oder  zwölf  Ebenen. 
Je  drei  Flächenbttschel 

<^l<^«^8»     ^^^%^^^     ^l^^^^^     <^8^3^4 

erzeugen  den  Schnitt  zweier  Ebenenpaare,  d.  h.  vier  gerade  durch  einen 
Pnnkt  gehende  Linien;  wir  haben  also  vier  mal  vier  durch  einen  Punkt 
gebende  Gerade,  d.h.  sechzehn  Gerade.  Jede  derselben  enthält  drei 
jener  zwölf  Ebenen. 

Sämmtliche  vier  Flächenbüschei 

<Pi  <I>2  0)3  (P4 
erzeugen  den  Schnitt  zweier  Strahlenquadrnpel,  welche  z.  B.  durch 

^1  ^2  ^8  ^^^  ^a  ^8  ^4 
bestimmt  werden  und  die  in  den  beiden  Ebenen,  den  Erzeugnissen  von 
^t^s*  gelegen  sind,  d.  h.  acht  Punkte.  Zu  vieren  liegen  dieselben 
in  den  gefundenen  awölf  Ebenen ,  zu  zweien  in  den  16  Geraden;  fügt 
man  ihnen  noch  die  vier  Mittelpunkte  der  vier  Strahlenquadrnpel  bei, 
Bo  erhält  man  zwölf  Punkte,  welche  zu  sechs  in  jenen  zwölf  Ebenen 
liegen,  die  ihrerseits  zu  sechs  durch  die  zwölf  Punkte  hindurchgehen; 
welche  femer  zu  dreien  in  jenen  16  Geraden  liegen,  die  ihrerseits  je  drei 
der  zwölf  Ebenen  enthalten,  mit  einem  Worte:  man  hat  die  fiexaeder- 
configaration  (12^,  I63)  des  Herrn  Reye,    welche  neuerdings  wieder 

Zeluehxill  f.  lUtbamatik  o.  Phyalk  XXIX,  6.  20 
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mehrfach  GegenstaDcl  der  mathematischen  Untersuchnng  geworden  üt 
(C.  Stephanos,  Bulletin  des  sciences  math^matiqnes ,  2'^°^*  s^rie,  tili, 
1879,  nnd  Reje,  AcU  mathematica,  Bd.  I  Heft  2  8.  97). 

Ersetzt  man  die  Fläche  F  dnrch  eine  Kugel  K  and  bestimmt  ferner, 
dass  auch  die  in  den  Flächen  huscheln  auftretenden  Kegel  sich  entspre- 
chen sollen,  so  bilden  jetzt  die  (reellen  oder  imaginären)  Erzeagenden 
von  je  vier  in  den  Büscheln  sich  entsprechenden  Flächen  mit  den  bes. 
Berührungskreisen  gleiche  Winkel. 

Bildet  man  nun  mit  Hilfe  der  im  vorstehenden  Aufsätze  von  Herrn 
Hofratb*  Thomae  dargestellten  Abbildungsart  das  Erzeagniss  der  vier 
Flächenbüscbel  auf  das  ebene  Kreissystera  ab,  so  erhalten  wir  ejne  ebene 
Gonfiguration  (12^,  IG,),  in  welcher  die  Elemente  der  Kreis,  das  Ereii- 
btischel  und  das  Kreisbttndel  sind.  Mit  Hilfe  des  leicht  zn  erweisenden 
Satzes,  dass  Flächen,  deren  Erzeugende  mit  den  bez.  Berührangskreises 
k  gleiche  Winkel  bilden,  solche  Kreise  in  der  Ebene  entsprechen,  welche 
die  stereographische  Projection  von  k  unter  einerlei  Winkel  schneident 
erkennt  man,  dass  von  den  zwölf  Configarationskreisen  der  Configoration 
(12g,  163)  acht  die  stereographische  Projecti'>n  der  vier  Berührangskreise 
unter  einerlei  Winkel  treffen,  die  übrigen  vier  aber  je  drei  derselbeo 
orthogonal  schneiden.     Wir  haben  also  den  Satz: 

Die  acht  Kreide,  welche  vier  gegebene  Kreise  anter 
einerlei  Winkel  schneiden,  bilden  in  Gemeinschaft  mit  den 
vierKreisen,  welche  je  drei  der  gegebenen  orthogonal  schnei- 
den, eine  Kreisconfiguration  (12^,  I63),  d.  h.  die  zwölf  Kreise 
liegen  zu  sechs  in  zwölf  Kreisbündeln,  welche  zu  sechs  jene  zwölf  Kreise 
gemeinschaftlich  haben;  sie  liegen  zu  drei  in  16  Kreisbüscheln,  von  denen 
jedes  drei  der  zwölf  Kreisbündel  enthält. 

Jena.  Dr.  C.  Hosspbld. 


XX.  lieber  die  Verallgemeinenmg  des  Pythagoräisolien  Lehrsatcei 

und  des  Satzes  tiber  die  Lunulae  Hippokratis. 

(Hierzu  Taf.  VIII  Fig.  1.) 

Zieht  man  in  einem  beliebigen  Dreieck  ahc  eine  Transversale  cd 
von  willkürlicher  Richtung,  so  zerfällt  das  Hauptdreieck  ahc  in  swei 
Theildreiecke  acd  und  bcd.  Nun  kann  man  (vergl.  Reje,  Die  Geo- 
metrie der  Lage,  Vortr.  7,  IL  Tbl.)  folgen dermassen  die  drei  Dreiecke 
auf  einander  affin  beziehen: 

^-     iahe    ahc     cbd 
affin  { 

f  cbd    acd    acd. 

Die  homologen  Theile  stehen  senkrecht  anter  einander.  Durch  diese  An- 
ordnung sind  das  Hauptdreieck  und  je  eines  der  Theildreiecke  in  fol- 
gender Weise  affin  aaf  einander  bezogen: 
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Im  Hauptdreieck  and  je  einem  Theildreieck  entsprechen  als  gemein- 
same Punkte  ihrer  affinen  Systeme  die  Scheitelpunkte  ihrer  gemeinsamen 
Winkel.  Da  beide  Theildreiecke  dem  Hauptdreieck  affin  sind,  so  sind 
sie  auch  unter  sich  affin  und  lässt  sich  die  Affinitätsbeziehung  derselben 
in  folgender  Weise  ausdrücken: 

Der  den  affinen  Systemen  der  Theildreiecke  gemeinsam  entspre- 
chende Punkt  d  ist  derjenige ,  in  welchem  die  von  der  Spitze  gezogene 
TransYersale  die  Grundlinie  schneidet. 

Durch  diese  Bestimmungen,  welche  die  Affinitätsbeaiehungen  der 
Dreiecke  festsetzen,  sind  alle  Punkte  der  Ebene  auf  folgende  Art  affin 
auf  einander  bezogen : 

Bezeichnen  wir  einen  Punkt  als  zum  Dreieck  abc  gehörig  mit  jVg, 
so  entsprechen  ihm  zwei  andere  affin  zugeordnete  Punkte  Pi  undp,«  ^on 
denen  p^  als  zn  ard  gehörig,  p^  als  zu  6 cd  gehörig  anzusehen  ist. 

Denken  wir  uns  nun  p^  beweglich,  so  werden,  wenn  Pg  eine  ge- 
sehlosaene  Figur  F^  beschreibt,  die  Punkte  p^  und  p^  entsprechende  Figuren 
/}  und  F^  beschreiben,  welche  affin  F^^  also  auch  affin  unter  einander  sind* 
Ausserdem  existirt  unter  diesen  Figuren  noch  folgende  Beziehung: 

F^=F,  +  F,. 

Beweis.  Wir  wenden  den  in  Reye  im  7.  Vortrag  des  II.  Theiles 
abgeleiteten  Satz  an: 

„In  affinen  ebenen  Systemen  stehen  je  zwei  einander  entsprechende 
Figuren  in  constantem  Verhältniss  zu  einander.*' 

Wir  bezeichnen  nun  das  zu  abc  gehörige  System  mit  seinen  Figuren 
als  System  III;  diesem  entspricht  alsdann  das  zn  cbd  gehörige  System 
II  and  das  zn  acd  gehörige  System  I. 

Einer  beliebigen  geschlossenen  Figur  Fg,  die  zu  abc  im  System  III 
gehört,  entsprechen   die  Figuren  F^  im  System  II  und  F^  im  System  I. 

Bezeichnet  man  nun  den  Inhalt  des  Dreiecks  abc  und  den  der  übri- 
gen entsprechend  durch  (a6c),  so  ist  nach  dem  angeführten  Satze  offenbar 

F^^{acd) 

denn  dem  Dreieck  acd  im  System  I  entspricht  das  Dreieck  a^e  im  System  III. 
Ana  gleichem  Grunde  ist  p       (cbd) 

F^^l^' 
da  dem  Dreieck  cbd  im  System  II  das  Dreieck  a 6c  im  System  III  ent- 
spricht.   Durch  Addition  der  Gleichungen 

F,  (acd) 


ff  _ 

(«6  c) 
{cbd) 

^, 

(abc) 

^.+^. 

(acd)  +  (cbd) 

«Tgiebt  sich 

r 

F^     ~~  (abc)  20* 
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Aber  aaf  der  rechten  Seite  dieser  Gleicbang  ist  der  Zähler  gleich  dem 
Nenner,  da  nach  der  Figur  {acd)+{cbä)={abc)  ist« 
Der  Werth  der  Brüche  ist  s=  1 ,  also 

^i±^»=l,    d.h.   F,^F,  +  F,. 

Diesen  Sats  kann  man  als  den  durch  die  höhere  Geometrie  verallgemei- 
nerten Pythagoräischen  Lehrsatz  ansehen  und  kann  demselben  folgenden 
Wortlaut  geben: 

Man  ziehe  in  einem  Dreieck,  dem  Hauptdreieck,  eine  TransTersale 
von  der  Spitze  auf  die  gegenüberliegende  Grundlinie.  Hierdurch  serfMIt 
das  Hanptdreieck  in  zwei  Theildreiecke.  Nun  beziehe  man  das  Haopt- 
dreieck  affin  auf  jedes  der  Theildreiecke  und  zwar  derartig,  das«  im 
Hauptdreieck  und  je  einem  der  Theildreiecke  die  Scheitelpunkte  der 
gemeinsamen  Winkel  zugleich  diejenigen  Punkte  bilden ,  welche  in  bsideo 
affinen  Systemen  einander  gemeinsam  entsprechen. 

Zieht  man  nun  eine  beliebige  geschlossene  Figur  F3,  betrachtet  die- 
selbe als  zum  System  des  Hauptdreiecks  gehörig,  constrnirt  nach  den 
festgesetzten  Beziehungen  dann  die  zu  den  beiden  anderen  Systemen  der 
Theildreiecke  gehörenden  Figuren,   bezeichnet  dieselben  mit  F^  und  F^t 

Ans  dieser  Verallgemeinerung  des  Pythagoräischen  Lehrsatzes  erhul- 
ten  wir  die  bekannte  Form  desselben,  indem  wir  folgende  SpecialisimDgeo 
annehmen. 

Wir  legen  ein  rechtwinkliges  Dreieck  abc  zu  Grunde,  in  welchem 
die  Transversale  cd  senkrecht  zur  Grundlinie  ab  steht.  Hierdurch  wer- 
den  das  Hauptdreieck  und  die  Theildreiecke  unter  einander  ähnlich,  alw 
werden  auch  unter  einander  die  Figuren  F^,  F^  und  ^3  ähnlich,  zwischen 
denen  die  Beziehung  bestehen  bleibt 

Nehmen  wir  an,  F^  sei  das  über  der  Hypotenuse  errichtete  Quadrat, 
so  werden  F^^  und  F^  die  über  den  Katheten  errichteten  Quadrate  sein, 
wodurch  sich  die  bekannte  Form  des  Pythagoräischen  Lehrsatzes  ergiebt 

Die  soeben  gefundene  Verallgemeinerung  setzt  uns  nun  in  den  Stand, 
auch  dem  bekannten  Satze  über  die  Lunulae  Hyppokratis  eine  allgemeh 
nere  Form  zu  geben. 

Kehren  wir  wieder  zum  Dreieck  abc  und  seinen  affinen  Theildrei- 
ecken  acb^  cbd  zurück.  Durch  die  verlängerten  Seiten  ac^  be  einer- 
seits, durch  die  Grundlinie  ab  und  die  Transversale  cd  andererseits  wird 
auf  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene  des  Dreiecks  abc  eine 
gewisse  elliptische  Involution  /  bestimmt.  Nun  ist  ein  Kegelschnitt  be- 
stimmt  durch  drei  Punkte  und  die  Involution  auf  einer  Geraden.  Dem- 
nach können  wir  construiren 
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1.  eine  Ellipse  £3,  beetimmt  durch  abc  und  /, 

2.  jy  »9       E^y         „  „       acd    „     /, 

3.  )9  99       ^2»         »»  "       oco     „     /. 

Da  die  Involution  /  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  Hegt,  so 
wird  ab  Durchmesser  von  £,,  ac  Durchmesser  von  E^^  cb  Durchmesser 
von  Äg. 

Diese  drei  Ellipsen  sind  ein  specieller  Fall  der  Flächen  E^,  F^,  F^, 

£jj  =  ^j  +  £g . 
AIbo  sind  auch  die  halben  Flächentheile   durch  die  Beziehung  verbun- 
den, dass 

^  _  :^i  ,  ^a 

2  •"  2  "^  2 

ist    Jetzt  suchen  wir  die  Hälften  der  Ellipsen  derartig  aus,  dass 

Ffi  -,  E^  ^2  r  t 

-^^aecfbüy     -^^agca,     -^  =  chbc 

ist    Dann  ist  also 

J)  aecfba=^agca  +  chbCy 

2)  aeca'\'cfbc=:aeca  +  cfbc. 

Ziehen  wir  von    der  oberen  Gleichung  die  untere  ab,   d.  h.  die  Summe 
der  Segmente  aeca  +  cfbc^  so  erhalten  wir 

aecfba  —  (aeca  +  cfbc)  ^agca  +  chbc  —  aeca  —  cfbc 
oder 

abc  s=(a^crt  — acca)  +  (cA6c  —  cfbc), 

d.h. 

abc  =  S^  +  S^. 

Hier  bedeutet  S^  die  Mondsichel    aecga  und  S^   die  Mondsichel   chbfc. 
Somit  haben  wir  zwei  von  elliptischen  Bogenstücken  begrenzte  Mond- 
sichelo  construirt,   deren   Flächeninhalt  zusammen   gleich   dem   Flächen- 
inhalt eines  Dreiecks  ist. 

Demnach  kann  man  den  Satz  über  die  Lunulae  Hippokratis  in  fol- 
gender Weise  verallgemeiuern : 

Zieht  man  in  einem  Dreieck  abc  eine  Transversale  cdy  so  bestimmen 
die  verlängerten  Seitenpaare  ac,  bc  einerseits,  ferner  die  verlängerte 
Seite  ab  und  die  Transversale  cd  andererseits  durch  ihre  Schnittpunkte 
mit  der  unendlich  fernen  Geraden  auf  derselben  eine  elliptische  Involu- 
tion /.  Construirt  man  nun  über  den  drei  Seiten  des  Dreiecks  abc  als 
Barehmesser  diejenigen  Ellipsen,  welche  auf  der  unendlich  fernen  Ge- 
raden die  eben  bestimmte  Involution  J  induciren,  so  ist  der  Flächeninhalt 
des  sich  bildenden  Paares  der  elliptischen  Mondsicheln  S^'\-S^  gleich  dem 
Flächeninhalt  des  Dreiecks  abc.  Diese  drei  Ellipsen  bilden  ein  Tripel; 
der  eine  Schnittpunkt  der  drei  Ellipsen  ist  der  Punkt  c\  die  anderen 
Schnittpunkte  von  je  zwei  Ellipsen  sind  a,  d,  b.     Da  die  drei  Ellipsen 
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aaf  der  nnendlicb  fernen  Geraden  dieselbe  Involntion  indneiren,  so  nnd 
sie  unter  einander  äbnlicb  nnd  sind  ibre  bomologen  Azen  parallel. 

Ans  diesem  Satze  erbält  man  die  bekannte  Form  des  Satzes  Aber 
die  Lnnulae  Hippokratis  durch  folgende  Specialisiruugen. 

Ist  das  Dreieck  abc  ein  rechtwinkliges  und  wählt  man  aar  Trau- 
▼ersale  die  Höbe  cdy  so  wird  die  Involution  /  durch  diese  Annahme  nr 
Circularinvolution  auf  der  unendlich  fernen  Geraden. 

Das  Ellipsentripel  geht  in  ein  Kreistripel  über,  die  elliptischen  Mond- 
sicheln in  zwei  kreisförmige  und  es  bleibt  die  Beziehung  bestehen 

Schliesslich  sei  noch  auf  folgenden  Umstand  hingewiesen.  Legt  min 
ein  beliebiges  Dreieck  abc  und  eine  beliebige  Transversale  cd  zu  GruDde, 
so  nimmt  cd  unendlich  viele  Lagen  an,  wenn  man  sich  cd  contiuairlich 
um  c  von  der  Grenzlage  ca  bis  zur  Grenzlage  cb  drehen  l&sst.  Jeder 
einzelnen  Lage  entspricht  dann  eine  bestimmte  Involution  /  auf  der  un- 
endlich fernen  Geraden  und  ein  bestimmtes  Ellipsentripel,  weichesein 
bestimmtes  Mondsichelpaar  entstehen  lässt,  dessen  Inhalt  gleich  dem 
Dreieck  abc  ist. 

Da  wir  aber  durch  die  Wahl  der  Lage  der  Transversale  unendlich 
viele  Involntionen  J  annehmen  können,  so  erhalten  wir  auch  uneDdlieh 
viele  Ellipsentripel.  Mithin  erhalten  wir  auch  eine  unendliche  Aninbl 
von  Mondsichelpaaren,  die  alle  gleich  dem  Inhalt  des  Dreiecks  abc^  also 
auch  unter  einander  gleich  sind. 

Soest.  Dr.  Paul  Scbönbmarh. 


XXI.  Zur  Construction  der  Wendepunkte. 
(Hierzu  Taf.  VUI  Fig.  2  u.  3.) 

Ist  M  das  Momentancentram  irgend  einer  Bewegung  eines  Btsnen 
ebenen  Systems  in  seiner  Ebene  (Fig.  2),  P  ein  beliebiger  Systempnnkt 
und  K  der  Krümmnngsmittelpunkt  der  Bahn,  welche  P  momentan  be- 
schreibt, endlich  fF  der  Wendepunkt  auf  dem  Strahl  M  P,  d.  i.  der  Ponkt, 
dessen  Bahn  ihren  Krttromnngsmittelpuukt  augenblicklich  im  UnendHchei 
hat,   so  besteht  zwischen  den  vier  Punkten  ein  Zusammenhang,  weleber 

durch  die  Gleichung  

Pff'.A'P^AIP^ 

(vergL  U.A.  Schell,  Theorie  der  Bewegung  und  der  KrXfte,  2.Aiiii 
1.  Tbl.  S.  462)  dargestellt  wird.  Auf  Grund  dieser  Beziehung  llsst  siek 
der  Punkt  W  finden,  falls  M,  P  und  iC  gegeben  sind,  und  zwar  mittels 
folgender  Liuealconstruction.  Man  lege  durch  P  irgend  einen  Strahl  ^ 
verbinde  einen  beliebigen  Punkt  A  desselben  mit  Af  und  IC,  liehe  ferner 
durch  M  einen  Strahl  parallel  zu  AK^  welcher  g  im  Punkte  B  sebneideB 
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mag,    dAon  trifft   die  Gerade,    welche   ddrdfa  B  parallel  zvl  M A  gelegt 

wird,  den  Strahl  M P  \n  dem  Wendepunkte  W.    Die  Richtigkeit  der  Con* 

stmotion  wird  ersichtlich,  wenn  man  beachtet,  dass 

AMPBc^Al^PA  und  AMPAc^AlVPB 

ist:  denn  es  verhält  sich 

MP\PK=:^PB\PA 

^PWxMP, 

woraus  die  Relation  

P^\KP^MP^ 

hervorgeht.  Mittels  der  ganz  gleichen  Constrnction  läset  sich  K  finden, 
wenn  ausser  M  P  und  fV  gegeben  sind.  Soll  dagegen  P.aus  A/,  A"  und 
fV  ermittelt  werden,  so  lege  man  durch  if  2wei  beliebige  Strahlen  MA 
und  MB^  ziehe  durch  JV  einen  Parallelstrabi  fVB  zu  MA,  ferner  durch 
X  einen  Parallelstrahl  K  /4  zu  M  B^  und  verbinde  die  Schnittpunkte  A  und 
B  durch  eine  Gerade  g,  so  schneidet  diese  auf  J^K  denjenigen  System- 
punkt  P  aus,  dessen  Bahn  K  momentan  zum  Krfimmungsmittelpunkt  hat. 

Die  hier  gegebene  Linealconstruction  des  Wendepunktes,  welche 
meines  Wissens  bisher  noch  nicht  mitgetheilt  worden  ist,  hat  neben  ihrer 
Einfachheit  den  Vorzug,  dass  zwei  der  zur  Constrnction  nöthigen  Strahlen 
willkürlich  gewählt  werden  dürfen.  Aus  dem  letzteren  Umstände  vermag 
man  in  manchen  Fällen,  besonders  hinsichtlich  der  Beweise  einiger  Sätze 
dber  die  Bewegung  des  ebenen  Systems,  Vortheil  zu  ziehen  und  dies  soll 
im  Folgenden  noch  dargethan  werden. 

Die  Bewegung  des  ebenen  Systems  wird  gewöhnlich  bestimmt  durch 
die  Bahnen  (aj)  und  {a^)  zweier  Systempunkte  P^  und  P^  (Fig.  3).  Ist 
die  Bewegung  durch  die  Enveloppen  zweier  Systemcurven  gegeben,  so 
treten  bekanntlich  die  KrUmmungsmittelpunkte  der  Systemcurven  in  den 
Berfihrungsnormalen  an  die  Stelle  der  Punkte  P^  und  P^]  im  Uebrigen 
werden  jedoch  die  folgenden  Betrachtungen  hierdurch  nicht  modificirt. 
Um  die  Wendepunkte  W^  und  W^  auf  den  augenblicklichen  Bahnnor- 
malen MPi  und  M P^  zu  ermitteln,  benutzen  wir  in  Anwendung  der  ent- 
wickelten Construction  als  den  einen  willkürlichen  Strahl  g  die  System* 
gerade  P^  P^ «  ^^^  ^^^  ^^^  zweiten  durch  die  KrUmmungsmittelpunkte  if, , 
beziehungsweise  if^  zu  legenden  willkürlichen  Strahl  die  Verbindungslinie 
^i^i^  welche  P^P^  in  ^'  sehneidet.  Legen  wir  nun  durch  das  Momen- 
tancentrum Af  zu  Ji^i^i  eine  parallele  Gerade,  und  durch  den  Schnitt- 
punkt A  der  letzteren  mit  PiP^  einen  Strahl  parallel  zu  MN,  so  trifft 
dieser  die  Bahnnormalen  in  den  Wendepunkten  ff\  und  W^.  Diese  sehr 
einfache  Construction  der  beiden  Wendepunkte  macht  zugleich  ersichtlich, 
dass  die  Verbindungslinie  W^  W^  der  Wendepunkte  parallel 
znr  Geraden  MN  ist.* 


*  Vergl.  Aronhold,  Kinematische  Mittheilungen,  Verhandlungen  des  Ver- 
^  zur  Beförderung  des  GewerbfieisBes  in  Preussen.    Berlin  1872.    S.  149. 


312  Kleinere  Mittheilangen. 

Errichtet  man  in  W^  und  W^  Senkrechte  zn  M  lf\^  bez.  If^,,  so 
fichneiden  sich  diese  im  Wendepol  W^^  dnrcb  welchen  Punkt  die  Lage 
der  Polbabnuormalen  und  folglich  auch  der  Polbahn tangente  MT  be- 
stimmt wird.     Da  nun 

als  Peripheriewinkel  im  Wendekreise  über  derselben  Sehne  MW^^  und 
ferner 

weil   W^  W^  II  MN,  so  ist  folglich 

Aus  dieser  Beziehung  folgt  sofort  eine  sehr  einfache  Construction  der 
Polbahntangente,  welche  zuerst  von  Bobi liier*  gegeben  worden  ist 
Aronhold  (ibid.  S.  144)  nennt  sie  deshalb  die  B ob ii Herrsche  Con- 
struction. 

Eine  weitere  einfache  Beziehung,  vermittelst  welcher  man  die  Wende- 
punkte ^1  und  W^  zu  constrniren  vermag,  wenn  das  Momentancentrnm 
M  ausserhalb  des  Zeichnungsraumes  liegt,  dagegen  iV  innerhalb  desselbeD, 
erhält  man  durch  folgende  Erwägung.  Legt  man  durch  N  eine  Paral- 
lele zu  Ä'i/^i,  welche  f^^P^  im  Punkte  C  trifft,  und  durch  C  eine  Paral- 
lele zu  MNy  so  ist  die  Strecke  CD  gleich  und  parallel  MN\  andererseits 
ist  aber  auch  AB  gleich  und  parallel  MN^  woraus  hervorgeht,  dass  die 
vier  Punkte  ABCD  ein  Parallelogramm  bilden.  Dieser  Umstand  ist  des- 
halb von  Wertb,  weil  die  Punkte  W  und  W'\  in  denen  die  Gerade  Ci^ 
die  Strahlen  NK^  und  N P^  trifft,  die  Wendepunkte  der  Relativbewegung 
des  mit  der  Geraden  I^^P^  verbundenen  starren  Systems  gegenüber  dem 
durch  K^P^  repräsentirten  System  sind,  wie  die  Entstehungsart  dieser 
Punkte  direct  ersichtlich  macht;  da  man  nun  diese  Punkte  W  und  W" 
auch  ohne  Benutzung  der  Geraden  NM  zu  finden  vermag,  indem  maa 
diese  Punkte  einzeln  mittels  der  vorher  gegebenen  Construction  anfsucbtt 
so  kann  man  sofort  CD  ermitteln.  Hat  man  aber  C/>,  so  findet  sieh 
z.  B.  A^  indem  man  W'A'=  CD  macht  und  A' A  parallel  zu  Ky^K^  lieht 
Die  durch  A  zu  Pf' 'W^'"  parallel  gelegte  Gerade  enthält  dann  die  Wende- 
punkte fV^  und  fV^, 

Denkt  man  sich  die  vier  Punkte  K^K^P^P^  in  dieser  Aufeinander- 
folge durch  vier  starre  Linien  derart  verbunden,  dass  das  entstehende 
Viereck  beweglich  bleibt,  so  erhält  man  ein  sogenanntes  Gelenkviereck 
oder  Gliedervierseit.  Wie  die  eben  angestellten  Erörterungen  erkennen 
lassen,  besteht  der  einfache  Zusammenhang  zwischen  den  vier  Wende- 
punkten der  Momentanbewegungen  zweier  zusammenstossender  Glieder 
des  Gelenkvierecks  darin,  dass  die  Verbindungslinien  der  Wendepunkte 


*  Cours  de  geom^trie,  12°»«  ädition,  pag.  232. 
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auf  den  Gegenseiten  die  anderen  Gegenseiten  in  den  Ecken  eines  Paral- 
lelogramms schneiden. 

Zürich.  Martin  Gküblbb,  PrivatdoceDt. 


XXn.  ITeber  die  snsammengesetzte  Centripetalbeschlennignng. 
(Hierzu  Taf.  VIII  Fig.  4  u.  5.) 

Coriolis'^  hat  bezüglich  der  Beschleunigung  der  Relativbewegung 
eines  Punktes  gegen  ein  sich  bewegendes  räumliches  System  auf  analyti- 
schem Wege  einen  Satz  bewiesen ,  der  sich  in  der  folgenden  wenig  ver- 
äaderten  Gestalt  aussprechen  lässt. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  gegen  ein  räumliches  starres  System,  welches 
selbst  wieder  eine  Bewegung  im  ruhenden  Räume  besitzt,  so  ist  die  Be- 
schleunigung der  absoluten  Bewegung  des  Punktes  die  Resultirende  aus 
folgenden  drei  Beschleunigungen:  1.  der  Beschleunigung  des  System- 
panktes,  mit  welchem  der  bewegliche  Punkt  momentan  zusammen  fällt; 
2.  der  Beschleunigung  der  Relativbewegung  des  Punktes  gegen  das 
System;  3.  der  sogenannten  zusammengesetzten  Centripetalbeschleuni- 
gung,  deren  Grösse  durch  den  Ausdruck  2ca,Wr.sina  bestimmt  wird  und 
welche  senkrecht  zu  einer  durch  Wr  gehenden,  zur  Momentanaxe  paral- 
lelen Ebene,  gleichsinnig  mit  co,  gerichtet  ist.  Dabei  bezeichnet  in  letz- 
terem Ausdrucke  m  die  Winkelgeschwindigkeit,  mit  welcher  das  System 
um  die  Momentanaxe  rotirt,*n^r  die  Geschwindigkeit  der  relativen  Be- 
wegung des  Punktes  gegen  das  System  und  a  den  Winkel,  welchen  diese 
Geschwindigkeit  mit  der  Momentanaxe  einschliesst. 

Dieser  Satz  gestattet  eine  sehr  einfache  und  durchsichtige  Herleitung, 
welche  das  Vorbanaensein  der  zusammengesetzten  Centripetalbeschleuni- 
guDg  schon  in  den  bekannten  Ausdrücken  für  die  Beschleunigungscom- 
ponenten  in  Cylindercoordinaten  erkennen  lässt.  Da  auf  diese  Ableitung 
meines  Wissens  bisher  noch  nicht  aufmerksam  gemacht  worden  ist,  so 
soll  sie  im  Folgenden  mitgetheilt  werden.  Dieselbe  stützt  sich  auf  die 
nachstehenden  Erörterungen. 

Die  Bewegung  eines  Punktes  werde  durch  Cylindercoordinaten  (»,  g?, 
2  auf  ein  Axensystem  bezogen,  so  dass,  wenn  (T,  ^,  z  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  dieses  Punktes  sind, 

X  =  Q  cos  g> ,     y  =  Q  s^^  9> 
(Fig.  4)   zu  setzen  ist;   für  die  drei  Beschleunigungscomponenten  in  der 
Richtung   von  p,   ferner  senkrecht  zur  Ebene  durch  den  Punkt  und  die 
2'Axe  und  endlich  in  der  Richtung  der  letztern  ergeben  sich  dann  be- 
kanntlich die  Ausdrücke 


*  Memoire  sur  les  ^quations  du  mouvement  relatif  des  systämes  de  corps. 
Journal  de  T^ole  poljtechnique,  cah.  XXiV  pag.  142. 
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d*t 
P'^   d?' 

Wenden  wir  dieselben  auf  die  Bewegang  eined  Punktes  an,  welche  da* 

dnrcb  su  Stande  kommt,  dass  der  Punkt  in  relativer  Bewegung  aof  einer 

starren  Carve,  die  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  od  um  die  Z-Axerotiit, 

begriffen  ist,  und  setzen  wir  hierbei  voraus,   dass  die  Curve  die  Z-Axe 

schneide   und  der   bewegliche  Punkt  momentan  in  diesem  ScbnittpunkU 

d(B 
sich  befinde,  so  erhalten  wir«  weil  dann  d=sO  und  -tt^^o  zu  setxeniit, 

dt 

specieller 

ipQ  ^    dg  dl^z 

Die  beiden  Grössen  p^  und  p«  sind  aber  die  Componenten  der  Beschlea- 
nigung  Pr  der  Relativbewegung  des  Punktes  auf  der  Curve,  denn  sie 
bleiben  unge&ndert,  wenn  die  Curve  nicht  rotirt,  also  a>  =  0  ist;  es  tritt 
folglich  wegen  der  Rotation  der  Curve  zu  Pr  noch  die  BeschleunigangPg. 
Ist  rvr  die  Geschwindigkeit  der  Relativbewegung  des  Punktes  und  ff  der 
Winkel,  welchen  tVr  mit  der  Z-Axe  einschliesst,  so  sind  die  beiden  Com- 
ponenten von  n>r  in  der  Richtung  der  Z-Axe  und  senkrecht  zu  ihr 

dz  da 

dt  dl 

demnach  erhält  man 

p^s=2G}WrSina, 

Bei  der  Rotation  der  Curve  Xndert  die  in  der  Z-Axe  liegende  6e- 

dz  dg 

schwindigkeitscomponente  —  ihre  Lage  nicht,  sondern  nur  -rr;  es  ent- 
spricht folglich  der  Riehtungsänderung  der  Coroponente  -^zzsWrSina  iw 

Beschleunigung  Pnj  welche  den  vorstehenden  Werth  besitzt  und,  wie  sofort 
ersichtlich,  senkrecht  zu  der  durch  Wr  und  die  Z-Axe  bestimmten  Ebene, 
gleichsinnig  mit  q>  gerichtet  ist. 

Wenden  wir  uns  nunmehr  zur  Herleitung  des  vorausgeschickten 
Satzes  von  Coriolis.  Es  sei  (cr)  (Fig.  5)  die  Bahncurve  der  Relativ- 
bewegung  des  Punktes  P  gegen  das  sich  bewegende  räumliche  System; 
durch  die  momentane  Lage  dieser  Curve  ist,  falls  letztere  keine  Gerade, 
zugleich  die  des  Systems  bestimmt«  Auf  Grund  des  Satzes,  dsss  jede 
unendlich  kleine  Bewegung  eines  starren  räumlichen  Systems  in  eine 
beliebig  gerichtete  Translation  und  in  eine  Rotation  um  eine  zur  Momen- 
tauaze  parallele  Axe  zerlegt  werden  kann,  bringen  wir  die  Curve  (Cf) i^ 
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die  nnendlich  benachbarte  Lage  (c'V)»  indem  wir  die  Cnrve  parallel  za 
sich  in  der  Richtung  der  abfoluten  Geschwindigkeit  Wg  eines  beliebigen 
ihrer  Punkte,  a.  B.  S,  yerschieben,  wodurch  die  Cnrve  aunächst  in  die 
Lage  (rV)  nnd  der  Pnnkt  S  nach  S'  gelangt;  eine  nnendlich  kleine  Ro- 
tation, welche  um  die  snr  Momentanaxe  parallelen  durch  S^  gehenden 
Geraden  ZZ  und  swar  mit  der  momentanen  Winkelgeschwindigkeit  t»  des 
Systems  au  erfolgen  hat,  bringt  dann  die  üurve  (cV)  in  die  neue  Lage 
{e'*r)j  womit  sugleieh  das  System  selbst  in  seine  unendlich  benachbarte 
Lage  übergeführt  ist.  Zerlegen  wir  nun  das  Bahnelement  PF'  der  ab- 
soluten Bewegung  des  Punktes  P  entsprechend  der  erwähnten  Zerlegung 
der  Systembewegung  in  die  beiden  Componenten  PP'  und  P'P'\  und 
setaen  wir  voraus,  dass  S  derjenige  Systempunkt  sei,  in  welchem  sich  P 
augenblicklich  befindet,  so  ist  sufolge  eines  bekannten  elementaren  Satzes 
die  totale  Beschleunigung  des  Punktes  P  die  Resultirende  ans  der  Be- 
schleunigung des  Systempunktes  S  und  aus  der  Beschlpunigung,  welche 
der  Bewegung  des  Punktes  von  P'  nach  P'\  also  während  der  Rotation 
des  Systems,  entspricht.  Diese  letztere  Bewegung  stimmt  aber  völlig 
Überein  mit  der  vorher  behandelten  specicllen  Relativbewegnng  eines 
Ponktes  auf  einer  rotirenden  Cnrve,  da  sich  hier  der  bewegliche  Punkt 
P  in  S\  also  auf  der  Rotationsaze  befindet;  es -entspricht  folglich  der 
Bewegung  des  Punktes  P  von  P'  nach  P"  eine  Beschleunigung,  welche 
die  Resultirende  aus  der  Beschleunigung  pr  der  Relativbeweguog  und  der 
zusammengesetzten  Centripetalbeschleuoigung  p„  ist.  Da  die  (Grösse  und 
Bichtung  von  Pn  sich  hier  in  derselben  Weise  bestimmt,  wie  vorher  an- 
gegeben, so  ist  damit  der  Satz  von  Coriolis  bewiesen. 

Zürich«  Martin  Grübler,  Privatdocent. 


AXiii,  Sie  Berechnung  der  Rententafeln  aus  Sterblichkeits-  und 
Invalidit&tsbeobachtungen. 

Schon  Wittstein*  hat  wiederholt  darauf  hingewiesen,  dass  die 
Absterbeordnungen  nicht  als  das  eigentliche  Ziel  der  Sterblichkeitsstatistik 
angesehen  zu  werden  verdienen,  dass  sie  zwar  eine  populäre  Form  sind, 
die  Ergebnisse  statistischer  Untersuchungen  übersichtlich  darzustellen ,  die 
wissenschaftliche  Bearbeitung  aber  den  tiefer  liegenden  Begriff  der  Lebens* 
Wahrscheinlichkeit  als  ihren  eigentlichen  Gegenstand  betrachten  müsse. 
In  der  That  scheint  es  mir  nur  historisch  —  durch  die  Nachfolge  Halley*s 
—  erklärbar  zu  sein,  dass  immer  wieder  die  Absterbeordnung  als  das 
Schlussergebniss  der  statistischen  Arbeiten  zur  Grundlage  für  alle  weite- 

*  Wittstein,  Üeber  eine  zor  Zeit  noch  nicht  eziatirende Wissenschaft,  vor- 
getragen aaf  der  40.  Natuiforscherversammlang.  Hannover  1865,  und:  Mathema- 
tische Statistik.  Hannover  1867. 
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reo  Anwendungen ,  insbesondere  im  Versicbernngswesen ,  gemacht  wird. 
Aucb  die  neue  preussische  Hterblicbkeitstafel  ist  nnr  als  Absterbeordonog 
veröffentlicht  worden;  die  Wabrscbeinlicbkeitswertbe,  welche  doch,  wie 
immer  —  von  ganz  seltenen  Fällen  abgesehen  — ,  das  nrsprüngiiche  Er- 
gebniss  der  statistischen  Ermittelungen  gebildet  haben  und  jedenfalb 
allein  zum  Vergleich  der  Tafel  mit  anderen  dienen  können ,  sind  nicht 
mitgetheilt  worden.  Ohne  nun  den  Nutzen  in  Abrede  stellen  zu  wollen, 
den  die  Zahlen  der  Absterbeorduung  für  die  Beantwortung  einzelner  Fra- 
gen, auch  des  Versicherungswesens ,  bieten,  möchte  ich  doch  im  Folgen- 
den darauf  aufmerksam  machen,  dass  fQr  die  hier  in  Betracht  kommende 
Hauptfrage,  für  die  Bestimmung  der  Renten werthe,  die  Absterbe- 
ordnung unnöthig  ist,  —  ja  dass  sogar  die  von  ihr  ausgehende  Berech- 
nung der  Rentenwerthe  undurchsichtig  und  weitschweifig  ist  im  Vergleich 
mit  der  Berechnung  aus  den  Wahrscheinlichkeiten. 

I.  Es  bezeichne  p^  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  m-jShriger  tn  +  l 
Jahre  alt  wird.  Von  M  heute  lebenden  Personen  des  Alters  m  leben  also 
nach  1,  2,  3,  ...  Jahren  noch  Mp^^,  ^J»»p«i+i,  ^PmPm-\-iPm-^2$  ••.  Nan 
soll  jeder  Lebende  jfihrlich  die  Rente  1  nachschussweise  empfangen.  Der 
heutige  Werth  dieser. Zahlungen  ist,  wenn  e  den  Aufzinsungsfactor  be- 
zeichnet, 

Daher  ergiebt  sich  als  der  Werth  aller  pro  Person  zu  zahlenden  Renten 

^N  o  Pm.Pm    Pw  +  1    ,   P«    Pm-H    Pm-\-2   , 

i  )  /i  m  s= 1- • 1 • • r  •  •  • 

^  eee^ee  e 

Diese  selten  angewendete '^  Gleichung  ist  zunächst  bei  weitem  durchsich- 
tiger, als  die  gewöhnliche  Formel,  nach  welcher- der  Rentenwerth  des 
Alters  m  als  Quotient  aus  der  Summe  aller  folgenden  discontirten  Zahlen 
durch  die  discontirte  Zahl  des  betreffenden  Alters  erscheint.  Denn  jede 
discontirte  Zahl  ist  wie  jede  Zahl  der  Absterbeordnung  von  den  ihr  in 
der  Altersordnung  vorangehenden  Zahlen  abhingig,  während  unsere 
Gleichung,  ebenso  wie  eine  einfache  Ueberlegung,  zeigt,  dass  der  Beo- 
tenwerth  irgend  eines  Alters  doch  nur  von  den  SterblicbkeitszustSndeo 
der  höheren  Alter  abhängt.  In  der  gewöhnlichen  Formel  tilgen  sich  eben 
die  Einflüsse  der  vorangebenden  Altersstufen,  in  den  Bestandtheilen  on- 
serer  Formel  erscheinen  sie  Oberhaupt  nicht  Formel  1)  giebt  also  den 
Rentenwerth  an  in  seiner  Abhängigkeit  von  den  Elementen,  von  denen 
er  wirklich  nur  abhängt,  enthält  nichts  Fremdartiges. 

Schon  daraus  kann  man  schliessen,  dass  auch  die  Rechnung  nach 
dieser  Formel  einfacher  sein  muss,  als  die  gewohnliche,  noch  durcbaos 

*  Zouner,  Mathematische  Statistik.  Leipsig  1869.  8.  S04. 
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gebräuchliche.     In  der  That,  ist  Äm+i  der  Renten werth  für  den  (m  +  1)- 
jährigen,  so  hat  man 

Die  Vergleichnng  dieser  Formel  mit  1)  lehrt,  dass 

2)  Ä««^(l  +  /?«n  +  l) 

oder  in  leichtverständlichen  knrzen  Worten 
Nachschnssrentenwerth  =  discontirte  Lebens  Wahrscheinlichkeit 

X  Vorfichnssrentenwerth  des  folgenden  Jahres. 

Die  Richtigkeit  dieser  Formel  ist  auch  deshalb  evident,  weil  sie  ein- 
fach aussagt,  dass  die  heute  für  die  Renten  gewährung  hinterlegte  Summe 
ausreichen  muss,  erstens  um  am  Schlüsse  des  ersten  Jahres  den  lieber- 
lebenden  die  Rente  zu  zahlen,  nud  zweitens  um  dann  für  jeden  Ueber- 
lebenden  noch  soviel  in  Reserve  zu  haben,  dass  man  ihm  die  ferneren 
Renten  zahlen  kann.  Jenes  erfordert,  dass  für  M  Eintretende  am  Jahres- 
schlüsse vorhanden  sei  Mpmt  dieses,  dass  A/pm^m+i  vorhanden  sei;  dis- 
contirt  man  diese  Beträge  auf.den  Jahresanfang,  so  erhält  man  Formel  2)* 

Hiernach  kann  man  die  Rentenwerthe  recnrsionsweise  berechnen, 
Tom  höchsten  Alter  beginnend.     Ist  k  dieses  höchste  Alter,  so  ist 

Bk     -0, 


2  b) 


Ä*. 

Pk-i 
-'=     e 

Ä*- 

Pk-i 
-'=    e 

Rt- 

Die  Rechnung  nach  diesem  Schema  ist  logarithmisch  ununterbrochen  aus« 
f&hrhar,  wenn  man  die  Tafel  der  Gauss 'sehen  Additions-  und  Subtrac- 
tionslogarithmen  benutzt,  da  diese  ja  zum  Argumente  A  =  logx  sofort 
ergeben  den  Werth  Bs=log{l  +  x).  Man  berechnet  also  zunächst  alle 
^(p:c),  dann  hat  man  auch  logRjt^i  und  findet  weiter  log{i  +  Rk^i)j 
iogR^^2i  ^og{l  +  Rk-2)j  %^ib-.8  n.  s.  f.  mittels  der  Gaus s'schen Tafeln 
und  blosser  Additionen. 

Nicht  minder  bequem  wie  für  die  logarithmische  Berechnung  ist  die 
Anwendung  der  Formel  2)  auf  der  Maschine.  Mit  einem  einzigen  Divisor 
^  findet  man  alle  p:e  und  hat  dann  eine  Kette  von  Multiplicationen  aus- 
snfübren,  da  ja  die  jedesmalige  Hinzufügung  der  1  kaum  als  Weiterung 
in  Betracht  kommt. 

II.  Die  obigen  Entwickelungen  passen  ohne  Weiteres  auch  für  die 
Berechnung  der  Renten  auf  verbundene  Leben,  wenn  man  für  p« 
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das  ProAnctp'np'n^d  ans  den  WahraoheiDlichkeiten  der  verbundenen  Leben 
einsetzt;  sie  passen  anch  für  abgekürzte  Renten,  wenn  man  ftir  Ar  niebt 
das  höcbste  erreichbare,  sondern  das  höchste  versicherte  Alter  nimmt 
Waisenrenten   in   solcher  Art  zn   berechnen ,   ist  z.  B.  recht  vortheilbaft 

Anch  in  anderen  Fällen  bewährt  sich  die  dargelegte  Methode.  Im 
Folgenden  wöge  sie  noch  znr  Berechnung  der  einfachen  Invaliditftts- 
reserve  angewendet  werden.  Es  sei  gm  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein 
m -jähriger  Arbeiter  im  folgenden  Altersjahre  invalid  wird«  ag,  die  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  er  während  des  Jahres  activ  bleibe.  [Bekanntlich  ist 
a=sp^)(.v>wo»  einen  Bruch  bezeichnet,  Qber  dessen  Abhängigkeit  vonp 
oder  von  p  und  q  verschiedene  Hypothesen  gemacht  worden  sind.  Nach 
Zeuner  ist  s.  B.  x  =  2/7:(l+p).l 

Aus  einer  heute  vorhandenen  Gruppe  von  M  Arbeitern  des  Alters  m 
wird  nun  wahrscheinlich  invalid 
im  Alter         m  m  + 1  m  +  i 

die  Anzahl   Mqm  ^aM^ai+i  ^^mOm-\-iqm-i-2  ••• 

Diese  Invaliden  werden  versorgt,  indem  fär  Jeden  die  von  der  Sterblich- 
keit dieser  Invaliden  abhängige,  nach  2)  berechnete  Invalidenrente  hinte^ 
legt  wird,  also  vorschussweise 

Der  heutige  Werth  dieser  wahrscheinlichen  Leistungen  ist  pro  Arbeiter 

3)  y«      =(l  +  Ä»}y«  +  (l  +  Ä»,+i)v^-+i+{l+^»+«)T^  ^^-+J+- 

Die  Berechnung  dieser  Invaliditätsreserve  geaehieht  wieder  mittels  der  £r> 
wägung,  dass 

Denn  die  Vcrgleichung  ffihrt  auf  die  Recuraionaformel 

Hat  man  sich  also  erstens  aus  der  Lebenswahrseheinlichkeit  j9  der  Aetiven 
und  der  Invaliditätswahrsebeinlichkeit  q  die  Activitätswahrscheinlichkeit  a 
berechnet  und  zweitens  aus  der  Invalidenaterblichkeit  die  Invaüdearente  £, 
so  ergeben  sich  die  Invaliditätsreaerven  f^r  die  einzelnen  Altersjahre  in 
folgender  Weise.  Man  bestimmt  (1  +  ^)^  «nd  a:e  ffii  alle  Alter.  Ist  k 
das  höchste  Alter,  in  dem  noch  Active  leben,  so  ist  dann 

4b)  /    '^*-i  =  {1  +  Ä*-i)^*.i  +  /*      ~» 
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Es  ist  also  QDDÖthig,  eine  Absterbeordunng  der  Invaliden  nnd  eine  Activi- 
ttoordnnng  su  berechnen.  Die  Wahrscheinlichkeiten ,  ans  denen  man  diese 
Zahlenreihen  findet,  genügen  vielmehr  nnmittelbar,  nm  auch  die  Renten 
sn  berechnen. 

III.  Anch  Versichernngen  anf  den  Todesfall  könnte  man  ja 
mittels  derselben  Methode  behandeln.  Soll  für  eine  jede  von  M  heute 
lebenden  Personen  des  Alters  m  beim  Tode  die  Summe  1  ausgezahlt 
werden,  so  ist  die  heute  dazu  erforderliche  Reserve 

ifZ?«=^-^  + -i + ^ +  --r 

deun  im  ersten  Jahre  sterben  wahrscheinlich  Msmy  von  den  Ueberleben- 
den  Mpm  sterben  im  folgenden  Jahre  Jtfpm9m-\-i  u.  s.  f.,  wenn  man  mit 
s^^l-^p^  die  Sterblichkeit  des  m^^^  Altersjahres  bezeichnet.  Für  jede 
versicherte  Person  ist  also  die  Reserve  zu  hinterlegen 

Indem  man  das  Deckungscapital  für  die  Lebensversicherung  des  (m  +  1)- 
jährigen 

mit  dem  für  den  m -jährigen  vergleicht,  zeigt  sich,  dass 
6)  /),  =  f?  +  ^0„+„ 

wodurch  die  Reserven  D  recnrsionsweise  ermittelt  werden  könnten.  Vor- 
theilhafter  ist  es  aber,  sie  aus  den  R  zu  berechnen:  mit  Hilfe  der  Sub- 
stitution 9  =  1— p  und  unter  Berücksichtigung  von  1)  geht  5)  über  in  die 
bekannte  Gleichung 

6b)  />«  =  4  +  ä«-~^-=t(^+^'»)-^'»- 

Auch  diQ  für  die  Todesversicherung  erforderliche  Jahresprämie  ß 
findet  sich,  da  ihr  heutiger  Werth  ß{l  +  Rm)  ist,  nach  6b) 


^^  ^      e      1  +  Ä«      1  +  Ä„      V      e} 


Das  sind  bekannte  Beispiele  für  die  Verwerthung  der  Function  R 
vsx  Erledigung  einiger  Aufgaben  des  Versicherungswesens.  Man  kann 
also  einige  einfache,  aber  besonders  oft  vorkommende  Fragen  beantworten 
auf  Grund  der  Rentenwerthe  allein ,  ohne  die  sonst  gebräuchlichen  beiden 
Zahlenreihen,  die  Werthe  der  discontirten  Zahlen  der  Lebenden  und  die 
Werthe  der  Summen  dieser  Zahlen  zu  kennen,  nnd  auch  das  spricht 
dafür,  die  Rentenwerthe  nicht  anf  dem  üblichen  Umwege  zu  berechnen. 
Im  Allgemeinen  jedoch  reicht  selbstverständlich  die  Kenntniss  dieser  einen 
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Zahlenreibe  der  Rentenwerthe  nicht  aus,  jene  beiden  Reihen  zn  ersetsen. 
Berechnete  man  aber  noch  die  discontirten  Zahlen  a  ans  den  bei  Ermitte- 
lung der  Rentenwerthe  benutzten  Zahlen  p:e  mittels  der  Formeln 

8)  ao=l,    ««  =  -.-..-...—-. 

80  könnte  man  die  Summen  der  discontirten  Zahlen  aus 

finden  und  hAtte  dann  in  den  Functionen  a  und  A  die  gebräuchlichen 
Grundlagen  fttr  die  Behandlung  Tersicherungstechnischer  Aufgaben.  Oder 
mit  anderen  Worten :  Die  nach  2)  und  8)  zu  berechnenden  Functionen 
R  und  a  genügen,  um  alle  Aufgaben  zu  lösen,  welche  man  gebrSuch* 
licherweise  mittels  der  discontirten  Zahlen  und  ihrer  Summen  behandelt 

Dresden.  Dr.  Gbobq  Hblm. 


XVI. 
Das  gleiohseitige  Tetraeder.t 

Von 

Dr.  Adolf  Schmidt 

BU  Breslau. 


1. 

Als  die  dem  gleichseitigen  Dreieck  analoge  räamliche  Fignr  erscheint 
auf  den  ei-sten  Blick  das  reguläre  Tetraeder.  Die  fundamentale  Eigen - 
sehaft  des  ersteren,  sich  in  Bezug  auf  seine  drei  Seiten  ganz  gleich- 
massig  zu  verhalten,  kommt  indessen  schon  einer  weniger  speciellen 
Figur,  dem  von  vier  congruenten  Dreiecken  eingeschlossenen  Tetraeder, 
zu.  Ein  Tetraeder  dieser  Art  will  ich,  nach  dem  Vorschlage  von  Herrn 
Professor  Schroeter,  als  gleichseitig^  bezeichnen. 

Man  erkennt  leicht,  dass  in  einem  solchen  die  Gegenkantea  ein- 
ander gleich  sind  und  dass  auch  umgekehrt  aus  der  Gleichheit  derselben 
die  Congruenz  der  Seiteuflächen  folgt.  Es  ist  ferner  ersichtlich,  dass  die 
Ecken  in  der  Grösse  und  Reihenfolge  ihrer  Stücke  tibereinstimmen  und 
mithin  congruent  sind.  Daher  ist  auch  das  Tetraeder  sich  selbst  in  ver- 
schiedener Stellung  congruent,  wie  man  erkennt,  wenn  man  irgend  eine 

t  Als  ich  den  grössten  Theil  meiner  Arbeit  vollendet  hatte,  machte  mich 
Heir  Professor  Dr.  Schröter  darauf  aufmerksam,  dass  In  den  Nouvelles  Annales 
4e  Matbämatiques  bereits  einige  Abhandlungen  flber  denselben  Gegenstand  er- 
adiienen  sind,  nnd  war  zugleich  so  freundlich,  mir  einen  Einblick  in  dieselben  zu 
gewähren.     Es  sind  die  folgenden; 
Exercices  sur  le  t^traMre;  propoaäs  par  M.  Genty.     1878.    T.  XVII  p.  223. 
Quelques  th^or^mes  sur  les  t^tra^dres  dont  les  ardtes  opposäes  sont  Egales  deux 
ä  deux.    FarM.  Em.  Lemoine.   1S80.  T.  XIX  p.  183.    Herr  L.  bemerkt, 
dass  er  seine  Resultate  zum  Theil  schon  1875  auf  dem  Congrds  de  Fasso- 
ciation  fran9aise  pour  Tavanoement  des  Sciences,  ä  Nantes,   bekannt 
gemacht  hat. 
Solutions  des  exercices  sur  le  t^traedre  proposäs  par  M.  Genty.   Par  M.  Ch^fik- 
Bey.    1880.   T.  XIX  p.  403.    Diese  Arbeit  enthält  nur  die  Beweise  zu  den 
von  Herrn  Genty  ohne  Beweis  angegebenen  8ätzen. 
Da  die  Nouvelles  Aunales  vielfach  schwer  zugänglich  sein  dürften ,  so  werde 
ich  in  meiner  Arbeit  diejenigen  Resultate,  welche  sich  in  den  genannten  Abhand- 
lungen finden,  durch  ein  Sternchen  (*)  kennzeichnen. 

tt  Herr  Genty  bezeichnet  ein  solches  Tetraeder  als  isoscüe  (gleichschenklig), 
wohl  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichheit  der  Gegenkanten,  von  welcher  er  ausgeht. 
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seiner  Ecken  mit  einer  andern  zur  Deckung  bringt,  wobei  infolge  der 
Gleichheit  der  von  ihnen  ausgebenden  Kanten  anch  die  ihnen  gegenüber- 
liegenden Seitenflächen  znsammen fallen.  Man  findet  so  A  BCD"^  RA  PC 
f^  CDAB  r^_DCBA.  Am  anschanlichsten  ergeben  sich  diese  Resultate 
auf  folgende  Weise. 

Es  sei  ABCD  ein  gleichseitiges  Tetraeder,  also  ABCD^ADC 
^  DAB'y^CBA.  Die  Mittelpunkte  der  Kanten  BC,  AD  u.  s.  w.  mogeo 
Aa,  E\  Q*  b-  V*  heissen.  In  den  congrnenten  Dreiecken  BCD  und  CBA 
sind  alsdann  die  homologen  Schwerpunktstransversalen  D  E^  und  AE^ 
einander  gleich;  es  ist  mithin  /^AEgD  gleichschenklig  und  folglieb 
EaE'a±AD.  In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  EaE'al_BC.  Somit  gilt 
der  Sats: 

*1.  Die  Kantenmittellinien,   d.  b.  die   die  Mitten    der  Ge- 
genkanten verbindenden  Geraden,    stehen  im  gleich- 
seitigen Tetraeder  auf  den  zugehörigen  Kanten  senk- 
recht. 
Da   die  Ebene   zweier  Kantenmittellinien   dem   durch    die  dritte  ge- 
schnittenen Kantenpaar   parallel ,    also  auf  jener  dritten  selbst  senkrecht 
iHt,  so  folgt  weiter: 

^2.  Die  drei  Kantenmittellinien  eines  gleichseitigen  Te- 
traeders stehen  paarweise  auf  einander  senkrecht. 
Lässt  man    nun    das  Tetraeder   um   eine   dieser  Geraden,   etwa  na 
K^E\^  eine  halbe  Umdrehung  machen,  so  gelangen  die  beiden  anderen 
B^E\   und  EtE*e  in  die  umgekehrte  Lage  B\  E^  und  E'^Ec.     Die  zwei 
auf  E^E\  senkrechten  Kanten  ^Cund  AD  fallen  ebenfalls  in  verkehrter 
Richtung  mit  sich  selbst  wieder  zusammen.     Infolge  dessen  gelangt  jede 
der  vier  übrigen  Kanten    in  die  bisherige  Lage  ihrer  Gegenkante.    Das 
Tetraeder  kommt  daher  in  verKnderter  Stellung  mit  sich  selbst  zur  Deckung. 
3.  Ein   gleichseitiges  Tetraeder  bildet  in  vier  verschie- 
denen Stellungen  dieaeihe  rSumliche  Figur.     Es  gebt 
aus  einer   derselben    in  eine  andere  durch  halbe  Um- 
drehung um  eine  seiner  Kantenmittellinien  über. 

Oder:     Zwei    congrnente    gleichseitige    Tetraeder 
können  auf  vier  Arten  lur  Deckung  gebracht  werden. 
Uiernaeh  ergiebt  sich  unmittelbar: 
*4.  Die  vier  Ecken   eines  gleichseitigen  Tetraeders  sind 

congruent. 
Dieselben  gelangen  nSmlich  paarweise  inr  Deckung,  wenn  man  das 
*retraeder  in  die  angegebenen  Stellungen  bringt.    Aus  demselben  Grande 

*5«  In  einem  gleichseitigen  Tetraeder  ist  jede  Kante 
gleich  ihrer  Gegenkante«  Dasselbe  gilt  von  den  an 
ihnen  gelegenen  FlUchenwinkeln. 
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Die  Umkebrungen  dieser  Sätze  sind  offenbar  ebenfalls  richtig: 

6.  Ein  Tetraeder  ist  gleichseitig,  wenn  seine  Ecken  con- 
grnent,  oder  seine  Gegeukanten  gleichlang,  oder  die 
Flächenwinkel  an  letzteren  gleich  sind. 

Ans  den  gemachten  Voranssetzungen  ergiebt  sich  nämlich  unmittel- 
bar die  Congruenz  der  Begrenznngsdreiecke. 

Der  Satz,  dass  ein  Tetraeder,  dessen  Ecken  congrnent  sind,  gleich- 
seitig ist,  erscheint  als  Analogen  desjenigen,  dass  ein  Dreieck  mit  glei- 
chen Winkeln  gleichseitig  ist.  Uebrigens  genügen  bereits  viel  weniger 
specielle  Voraussetzungen.     Es  gelten  z.  B.  folgende  Sätze: 

7.  Ein  Tetraeder  ist  gleichseitig,  wenn  in  ihm 

a)  die  Summe  der  Kanten winkel  an  jeder  Ecke  gleich 
zwei  Rechten  ist,  oder 

b)  die  Summe  der  Flächen  winkel  an  jeder  Ecke  den- 
selben Werth  hat,  oder 

c)  die  Sinus   seiner  Ecken    gleich    gross  sind,   u.  a.  m. 
b)    und    c)   sind   sehr  leicht   zu   beweisen.     Die  Richtigkeit   von    a) 

erkennt  man  am  einfachsten,  indem  man  drei  der  Begrenznngsdreiecke 
in  die  Ebene  des  vierten,  etwa  in  diejenige  von  BCD^  umgelegt  denkt. 
Es  entsteht  dadurch  im  Allgemeinen  ein  Sechseck  A^DA^BA^C,  welches 
infolge  der  Voraussetzung  zu  einem  Dreieck  A^  A^  A^  wird ,  welches  durch 
die  Verbindungslinien  der  Mitten  B^  C^  D  seiner  Seiten  in  vier  con- 
gruente  Dreiecke  BCD,  A^DC{:^ADC)  u.  s.  w  zerfällt. 
Satz  7a)  ist  die  Umkebrung  des  folgenden: 

8.  Im  gleichseitigen  Tetraeder  besitzt  die  Summe  der 
Kanteuwinkel  an  jeder  Ecke  den  Werth  von  zwei 
Rechten, 

der  sich  aus  der  Bemerkung  ergiebt,  dass  diese  Winkel  denjenigen  des 
gegenüberliegenden  Dreiecks  bezüglich  gleich  sind.  Da  in  den  Ecken, 
«eiche  nothwendig  convex  sind,  die  Summe  zweier  Kantenwinkel  grösser 
als  der  dritte  ist,  so  muss  jeder  derselben  kleiner  als  ein  Rechter  sein, 
d.h.: 

*9.   Die    Begrenzungsdreiecke    eines    gleichseitigen    Te- 
traeders können  nur  spitzwinklig  sein. 

(Im  Grenzfalle  rechtwinkliger  Dreiecke  fallen  die  Flächen  des  Te- 
traeders in  eine  Ebene.  Seine  Kanten  werden  Seiten  und  Diagonalen 
eines  Rechtecks.) 

Auch  die  Sätze  2.  und   1.  sind  umkehrbar: 

10.  Ein  Tetraeder,    dessen  Kantenmittellinien  ein  recht- 
winkliges Dreikant  bilden,  ist  gleichseitig. 

Ein  solches  geht  nämlich  offenbar  durch  halbe  Umdrehung  um  irgend 
eine  der  Mittellinien  in  sich  selbst  über,  wobei  die  einzelnen  Begren- 
znngsdreiecke zur  Deckung  kommen, 

21* 
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n.  Ein    Tetraeder,    dessen    Kantenmittellinien   aaf   den 

zugehörigen  Kanten   bezäglich   senkrecht  stehen,  ist 

gleichseitige 

Aus   der  Voraussetzung   folgt  zunächst,   dass  die  Mittelliniea  selbst 

paarweise  zu  einander  normal  sind ,  worauf  sich  die  Behauptung  mit  Hilfe 

von   10.  ergiebt,+ 

Ich   wende   mich   zu   einigen   weitejen  Sätzen,   welche  sich  ans  der 
in  3.  angegebenen  Grundeigenscbaft  des  gleichseitigen  Tetraeders  ergeben. 
Gelangt  durch  Drehung  um  Ea  E'a  der  Punkt  A  in  die  Lage  von  D  und 
die  Ebene   BCD    in    die  Lage   von    CBA,   so   fällt  die   von  A  auf  BCh 
herabgelassene  Senkrechte  mit  der  von  0  nach  V  B  A  gehenden  zasammen. 
Beide  sind   einander   folglich   gleich.     Ebenso   gelangen   alle  Linien  snr 
Deckung,    welche   von   A^   bez.  D  nach  homologen  Punkten  der  Gegeo- 
ebene  gehen  oder,  was  dasselbe  ist,  homologe  Strahlen  der  Ecken  sind. 
Die   von    deo    Eckpunkten   bis   zu   den   gegenüberliegenden    Ebenen  ge- 
messenen Strecken   sind    demnach   von   gleicher  Länge.     Sie  sind  ferner 
gegen  die  Kanten  und  Ebenen  bezüglich  gleich  geneigt,  da  die  Winkel. 
welche  sie  mit  denselben  bilden,  sich  ebenfalls  decken.  Es  gilt  also  der  Sati: 
12.  Im   gleichseitigen   Dreieck    sind   die   vier   Höhen  ein- 
ander gleich   und   gegen    die  Ebenen   und  Kanten  be- 
züglich  gleich   geneigt;    dasselbe   gilt   von    den   (nteh 
den  Schwerpunkten  der  Dreiecke  gehenden)  Eckmit- 
tellinien,   von   den    Höhenstrahlen   der  Ecken,    Qber- 
haupt  von  irgend  vier  homologen  Linien. 
Als  einfache  Folgerungen  von   3.  ergeben  sich  auch  die  beiden  fol- 
genden Sätze,  welche  Herr  Lemoine  beweist: 

*13.  Es  giebt  eine  die  vier  Höhen  des  gleichseitigen  Te- 
traeders berührende  Kugel,  welche  den  Schnittpunkt 
M  der  Kantenmittellinien  zum  Oentrum  hat.  —Et 
giebt  eine  Kugel  mit  demselben  Oentrum  .4f,  welche 
die  in  den  Höhenschnittpunkten  der  Begreuzungs* 
dreiecke  auf  deren  Ebenen  errichteten  Senkrechten 
berührt. 
Uebrigens  sind  diese  beiden  Kugeln,  wie  Satz  19  zeigt,  identisch. 
-^  Der  Schnittpunkt  M  der  Kantenmittellinien  ist  bekanntlich  zugleich 


t  Einen  von  dem  hier  gewählten  verschiedenen  Ausgangspunkt  ftir  die  roter- 
suchung  des  gleichseitigen  Tetraeders  bietet  die  Betrachtaug  des  demsetbeD  um- 
schriebenen Spats.  Derselbe  ist  offenbar  rechtwinklig,  während  er  bei  dem 
andern  speciellen  Tetraeder,  dem  orthogonalen,  gleichseitig  ist.  (Vex^l.  B. 
Vogt,  Das  Tetraeder  mit  Höhenschnittpunkt  Breslau  1881.  Progr.  d.  Friedr. 
Qymn.)  Die  Wahl  dieses  Ausgangspunktes  wäre,  worauf  mich  Herr  Professor 
Schroeter  aufmerksam  machte,  besonders  bei  einer  Untersuchung  der  bei  dem 
Tetraeder  überhaupt  möglichen  speciellen  Formen  zweckmässig. 
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derjenige  der  Eckmittellinien ,  also  der  Schwerpunkt  des  Tetraeders, 
und  er  theilt  die  Eckmittellinien  im  Verhältniss  1 : 3.  Ans  der  Gleich- 
heit der  letzteren  folgt  demnaeh,  dass  anch  ihre  zwischen  M  und  den 
Eckpunkten  gelegenen  Abschnitte  gleiche  Länge  besitzen,  dass  also  M 

*  zugleich  das  Centrum  der  dem  Tetraeder  umscbriebenen  Kugel  ist. 
Dieses  Resultat  folgt  ttbrigens  auch  unmittelbar  aus  3. ,  da  nach  diesem 
Satze  irgend  zwei  der  Geraden  UlJy  MBy  MC^  MD  zur  Deckung  ge- 
bracht werden  können.  Auf  Grund  desselben  Satzes  müssen  die  Be- 
grenzungsebenen  des  Tetraeders  von  M  gleiche  Entfernung  besitzen, 
da   sie  ja    durch   Drehung  um   diesen   Punkt  in  einander  übergehen 

^könoen.  M  ist  also  auch  das  Cent rum  der  dem  Tetraeder  einbescbrie- 
benen  Kugel.  Der  Monge^sche  Punkt  (in  welchem  sich  die  durch 
die  Mitten  der  Tetraederkanten  senkrecht  zu  den  bezüglich  gegenüber 
liegenden  Kanten  gelegten  Ebenen  schneiden)  fjUlt  ebenfalls  mit  M 
zusammen ,  da  seine  Verbindungslinie  mit  dem  Gentrum  der  umbeschrie- 
benen Kugel  in  jedem  Tetraeder  durch  den  Schwerpunkt  halbirt  wird, 
üeberhaupt  gilt  der  allgemeine  Satz: 

14.  In  einem  gleichseitigen  Tetraeder  fallen  sämmtliche 
eindeutig  definirten  ausgezeichneten  Punktemitdem 
Schnittpunkte    seiner  Kantenmittellinien   zusammen. 

Ein  ausgezeichneter  Punkt  des  Tetraeders  darf  nämlich  offenbar  seine 
Lage  nicht  ändern,  wenn  dieses  eine  halbe  Umdrehung  um  eine  Kanten- 
mittellinie  ausführt,  weil  durch  eine  solche  Drehung  die  räumliche  Figur 
an  sich  nicht  geändert  wird.  Nun  sind  M  und  die  unendlich  fernen 
Punkte  der  Mittellinien  die  einzigen  Punkte,  welche  bei  keiner  dieser 
Drehungen  in  eine  andere  Lage  gelangen ;  von  diesen  kann  indessen  nur 
Ifein  eindeutig  bestimmter  ausgezeichneter  Punkt  sein. 

Ich  nenne  M  den  Mittelpunkt  des  gleichseitigen  Tetraeders.  Der 
■oeben  bewiesene  Satz  enthält,  wenigstens  soweit  die  speciell  angeführten 
Punkte  in  Betracht  kommen,  wie  alle  bisherigen  Sätze  eine  charakte- 
ristische Eigenschaft  des  gleichseitigen  Tetraeders;  es  gilt  die  Umkehrung: 

15.  Fallen  irgend  zwei  der  folgenden  ausgezeichneten 
Punkte  eines  Tetraeders:  Schwerpunkt,  Gentrum  der 
umschriebenen  Kugel,  Gentrum  der  einbeschriebenen 
Kugel,  Monge'scher  Punkt,  zusammen,  so  ist  das  Te- 
traeder gleichseitig. 

Aus  Mangel  an  Raum  muss  ich  auf  die  Beweise  der  hierin  zusam- 
nengefassten  sechs  Sätze  hier  verzichten.  Mit  Ausnahme  des  auf  die 
beiden  zuletzt  genannten  Punkte  Bezüglichen  bieten  dieselben  keine 
Schwierigkeit. 

Im  Anschluss  hieran  beweist  mau  leicht  einige  Sätze,  welche  die 
Ilmkehrung  eines  Theiles  von  12.  bilden: 
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16.  Ein  Tetraeder,  dessen  Eckmittellinien  gleicbUng 
sind,  ist  gleichseitig. 

.  Ans  der  Voranssetzang  folgt  unmittelbar,  dass  der  Schwerpunkt  von 
den  Eckpunkten  gleiche  Abstände  besitst,  also  zugleich  das  Centrum  der 
umbeschriebenen  Kugel  ist. 

17.  Ein  Tetraeder,  dessen  Höhen  gleich  lang  sind,  ist 
gleichseitig. 

In  diesem  Falle  ist  der  Schwerpunkt  mit  dem  Centrum  der  ein- 
beschriebenen  Kugel  identisch,  da  seine  Entfernungen  von  den  Fliebfo 
des  Tetraeders,  welche  bekanntlich  allgemein  den  vierten  Theilen  der 
entsprechenden  Höhen  gleich  sind,  infolge  der  gemachten  Voraussetzang 
einander  gleich  werden. 

Derselbe  Satz  lässt  sich  folgendermassen  aussprechen: 
*18.  Sind    die  Begrenzungsdreiecke   eines  Tetraeders  fU* 
chengleich,  so  sind  sie  auch  congruent. 

Ich  führe  zum  Schluss  noch  zwei  S&tze  an,  welche  eine  deutiicbe 
Vorstellung  von  der  Gestalt  eines  gleichseitigen  Tetraeders  gewähren, 
wenn  dessen  Begrenzungsdreieck  gegeben  ist. 

19.  Die  Strecke  zwischen  dem  Höhenschnittpunkt  eines 
Begrenzungsdreiecks  und  dem  Fusspunkt  der  auf 
dessen  Ebene  gefällten  Tetraederhöhe  wird  durch  das 
Oentrum  des  diesem  Dreieck  umbeschriebenen  Kreises 
halbirt. 

20.  Die  Höhe  eines  gleichseitigen  Tetraeders  ist  doppelt 
so  gross,  als  die  mittlere  Proportionale  zwischen  den 
Abschnitten,  in  welche  irgend  eine  Höhe  des  Begren- 
zungsdreiecks durch  den  Höheuschnittpunkt  getheilt 
wird. 

2. 

Die  Ecken  eines  gleichseitigen  Tetraeders  sind,  wie  bereit«  bemerkt 
wurde,  specieller  Art;  sie  genügen  der  Bedingung,  dass  die  Summe  ihrer 
Kantenwinkel  zwei  Rechte  beträgt.  (Ausserdem  sind  diese  Winkel  sämmt- 
lieh  spitze.)  Aus  dieser  Bedingung  ergeben  sich  zahlreiche  goniometri«ehe 
Besiehungen  zwischen  den  Bestimmungsstticken  derartiger  Ecken.  Die 
einfachsten  derselben  sollen  hier  abgeleitet  werden. 

Um  Unterbrechungen  zu  vermeiden,  stelle  ich  zunächst  einige  in  der 
Folge  anzuwendende,   grösstentheils   bekannte  Formeln    hier  zusammen. 

Gentigen  die  Winkel  a,  /3,  /  der  Bedingung 
1)  «  +  /5  +  y  =  «, 

so  gelten  folgende  Relationen: 

a)  sin a  +  sw ß  +  siny  =  i  cos  -^  cos -g^cos-^^ 

Jt         £         Jt 


Von  Dr.  A.  Schmidt.  327 


m        3        y 
ß)  cos  «  +  cos  ß  +  cos  y  =5 1  +  4  51/1  —  sf Vi  ~-  sin  ^  » 

£         Jt         ^ 

7)  ig^  +  fgß  +  ^y^tgct  igß  tgy, 

sin  ß  sin  y  +  sin  y  sin  a  +  sin  a  sin  ß 

•)  ^      « ß        y 

=  —  1  —  cosa  cosß  cosy  +  8  cos^ -^  cos^ ^  cos^  ^  j 

cosß  cosy  -\-  cosy  cosa  +  cosa  cosß 
=  costtcosßcosy  +  A  sin-^  sin^  sin  s^l  l  +  2«m-^  wi^«n-^  )i 


2'  •"2^   "2  «        ß        y     ' 

cos-^cos  —  cos-^ 

Aas  a  +  |3  +  y  =  7i  folgt  co^a  =  —  ro«(/3  +  y),  d.h. 
cosa  =  —  ro5^  coary  +  sinß  siny. 
Andererseits  ist 

cos  a  =      cos  ß  cos  y  +  sin  ß  sin  y  cos  A- 
flieraus  folgt 

2cosu^=:^      stnß  smy{\'\'COsK)  cos^-^^=z 


2       5i>}  ß  sin  y 

A 
0  =  —  2  C05 /J  roÄ y  +  sin ß  siny{\^ cos  A)    5»«'  ^  =  c/^/J  c/gf  y , 


cosa 

-  » 


2v  2       '^     """^     ^''  2      r     sinßsiny 

A      l/ro5 a  cosß  cosy  ,    ^       2 l'^ros a  cos ßcosy 

tg7i= -^      5mA=-^ 7-^—. -' 

2  cosa  smßstny 

Den  hier,  wie  anch  den  weiterhin  auftretenden  Quadratwurzeln  ist 
<Jm  positive  Vorzeichen  zu  geben,  da  a,  ß,  y  spitze  und  A,  B,  f  con- 
et?e  Winkel  sind. 

Aus  den  soeben  erhaltenen  Resultaten  ergiebt  sich 

3)  cosa  ^g-K^  cosß  ^  ft-  =  cosy  tg -^  =  j/cosacos^  cosy  ="  ^g -K  ^g  ^  '^"o  ' 


^\  sin  A  _^  sin  B  _  si«  f  __  2  l/cos  a  cos  ß  cos  y 

sin  a      sin ß      sin  y  sin  a  sinß  sin  y 

A 
Mit  Berücksichtigung  des  für  sin* -^  gefundenen  Werthes  findet  man 

/^ 
fgcttgßlgysin*-^:=lga. 


5)  COS^  -sr  +  cos^  ^  +  cos^  ■«  =  2 
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Stellt  man  noch  die  entsprechenden  Ansdrücke  ffir  tgß  und  igy  «uf,  so 
erhält  man  durch  Addition  aller  drei 

ig  a  tgß  <py  (^äw*-^  +  sin^  —  +  sin*  —  j  =  f^o  +  tgß  +  tgy, 

also  mit  Rttcksicht  auf  Formel  y) 

oder 

5) 

oder  endlich 

cos  A  +  cos  B  +  cos  r  =  1. 

Es  giebt  bekanntlich  sechs  wesentlich  verschiedene,  zur  Bestimmaug 
einer  Ecke  dienende  Combinationen  der  Kanteu-  und  Flächen  winket: 

1.  «,  ß,  ?',  3.     A,  /5.  y;  5.     «,  ß,  B; 

2.  A,  B,  T;  4.     a,  B,  n  6.    A,  B,  ß. 
Zwischen  den  drei  in  irgend  einer  dieser  Gruppen  vereinigten  Win- 
keln  muss   natürlich   eine  Relation  stattfinden,   wenn   die   durch    sie  be- 
stimmte Ecke  einem  gleichseitigen  Tetraeder  angehören  soll. 

Für  die  drei  ersten  Fälle  haben  sich  die  entsprechenden  Relationen 
hereits  ergeben: 

B    r 

Es  ist  ferner  nach  2)  tg'^tg-^^=^cosa  oder 

Bf  * 

6)  4.      cos  a  ctg  ^  r^  ^  ==  ^• 

B      r 

Ersetst  man    in    der   hieraus  folgenden  Gleichung  cos^actg^-^cig^-^^l 
mit  Rücksicht  auf  2)  ctg*-^  durch  {tgntgß'-l)i  bo  findet  man 


7)  6.     co^tt{tgatgß'^l)ctg^-^ 

Ausgehend  von  5)  findet  man  endlich 


4=1. 


8)  6.    («..«^  +  «««|)(l  +  *oj«jJr/p«^)=l. 

[Die  beiden  luletit  entwickelten  Gleichungen  lassen  sich  in  folgende  far 
numerische  Rechnungen  bequemere  Formen  bringen: 

7a)  [«+y««-.^],     ro^(«-.y)  =  co*p(l  +  2<j^|)i 

Q  \  A+r    ,  ^  .  B        A-r     ,  p  .  Bi 

8a)  cos  —  —  s=  tgß  stn  -^  »     cos  -    -  ä=  ctgß  sin  —  J- 
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Die  Gleichung  6)  geatattetv  ^enn  die  FlAcbenwiukel  gegeben  sind, 
die  Cosinus  der  Kantenwinkel  zn  bestimmen.  Auch  die  Sinus  der  letz- 
teren sind  leicht  zu  berechnen.     Es  ist  nach  2)  und  6) 

-A  rosa  ^2  ^^2 


2       sin ß  sin y       sinßsiny 
oder 


B 

sin  ß  sin  y  = 


'^2  '^2 


Berechnet  man  in  gleicher  Weise  sin  y  sin  a  und  sin  a  sin  ß^  so  findet 
man  durch  Ausziehung  der  Quadratwurzel  aus  dem  Prodnct  dieser  Aus- 
drücke 

A     'B       r  .   A    .   B 


9)       sifi  a  sin  ß  sin  y  ;= 


to^tg^^ig^         «>«2«'«-2"'»2 


A        B 
c»s  ■r^  cot  -s-  ros  - 


r~/    A     B      ry 

Somit  ist 

.   A 

im  2  5f«A 

10)  «"o=-B— r=,    A     B     r- 

cos -^  cos -^         2C0S-^C0S-^C0Sj^ 

Man  hat  demnach 

1..  sin^      sinB      sinV      ^        A         B         f 

stnce      stnß      stny  2         2         2 

woraus  durch  Vergleichung  mit  4) 

,ox  ABT       t/ cos  a  cos  ß  cos  Y 

II)  cos  —  cos  -X-  cos  77  =  - — : r-TT-i — - 

2         2         2         sin a  stnß  stny 

folgt.    Ans  den  für  sina  und  cosa  gefundenen  Werthen  ergiebt  sich 

.    A 
stn-^ 

13)  iga:^  ^ 


Biemach  ist 

14) 


.  B  .  r 


-'4     «'4     "-4         A.B.r 


^a 


"^r  "  ~^ ""  ""  2  *•■"  2  "■"  2"  = '^'^  " '^'^  ^  *''^^- 


In  Vorstehendem  sind  bereits  mehrere  Beziehungen  zwischen  sym- 
metrisch gebildeten  Ausdrucken  ermittelt  worden.  Es  lassen  sich  solche 
noch  in  grosser  Zahl  aufstellen.     Man  hat  z«  6. 

«WA      sinA  +  sinB  +  sinT       «ABT      2y7oscr€Öißcosy 

^jrz  ~  — : ; — :— 2r^ — : =  2  cos  -^-  cos  -^r  cos  -  =  — ^ —^ ~  . 

»WC        stna  +  stnß  +  smy  2  2         2  sinasinßsiny 
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Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  vorausgeschickte  Formel  a) 

AiDi-ro         ^         ß         y         A         B        T 
stn  A  +  5fw  B  +  8w  r  =  8  cos  ^  co$  —  cos  jr  cos  -^  cos  -^  cos  -^ 

10)  

_  y  cos  Ol  cos  ß  cos  y 

^    .  ^   .  ß   .  y 

stnjstn^stn- 
Mit  Benutznug  von  3)  findet  man  hieraus 

SVi  -TT-  SW  -zr  SW  -zr-  = ;— r r-J^ Z—g^ » 

2        2        2  stnPi  stn  B  sm  i 

,^,  a         ß         y         sinPi  +  sinB  +  sitir 

1  d)  cos  —  cos  -^  cos  -^  = 


2    ""2        2        o        A        B        r 
8  cos  —  cos  -^  cos  -^ 

*t  A  It 

fi  .  A  .  B  .  r 

«      ^      y_    ^^^n-s^n-s^n-^ 

'^  2  ^^  2  '^  2  ""  (5f>iA  +  «»B  +  «>rr)«* 

In  allen  bisher  en^twickelten  Beziehungen  treten  nur  die  FlSchen-  j 
und  die  Kanten winkel  der  Ecke  auf.  Ich  betrachte  nun  noch  einige  I 
weitere  auf  die  letztere  bezügliche  Grössen.  ! 

Der  Sinus  der  Ecke,  den  ich  kurz  durch  iS  bezeichnen  will,   ergiebt 
sich  aus  der  bekannten  Formel 

S  =  sinßsiny  sin/^,  ! 

Durch  Einsetzung  des  fiir  ^A  früher  gefundenen  Werthes  2)  nimmt  der 
angegebene  Ausdruck  die  symmetrische  Form  2j/cosacosßcosy  an.  In- 
dem man  mit  Hilfe  der  in  dem  Vorhergehenden  entwickelten  Relationen 
dieses  Resultat  umformt,  erhftlt  man 

S=sinß  sin  y  sin  A  =  sin  y  sin  a  sin  B  =  sin  a  sin  ß  sin  f 

ABT 
=  2  cosa  Hf-2=  2ro«/J  '^  y  =  2  cosy  tg^ 

A    B.  r  • 


17)  =2ycosacosßcüSy  =  ^^-^^9^^^^ 

^   .       .  a    .  ABT 

=  2  Stn astnp  stn  y  cos  ^  cos  -^  cos  -^ 

€t         ß         y 
=  2  «« y  siri      sin ~  {sinfii+  sinB  +  sinV) 

u.  s.  w. 

Der  Deberschuss  E  der  Fliehen winkelsnmme  über  einen  gestreckten 
Winkel  (der  sogenannte  sphärische  Excess  des  der  Ecke  zugehörigen 
Dreiecks)  ergiebt  sich  in  folgender  Weise: 
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sin  ^  =       MW  ■ 


=  — CüS  ~ 


. A+B+r~« 


/A  .  B  .  r\ 

=—^(2  +  2  +  2) 


2  ^^^  2  ^^^^  2  "*"  ^"^  2  *'"  2  **'"  2  "*"  *'"  2  '^''^  2  *'"  2  "*"  **'""  2  *'"  2  ^''^*  2 

A      B      rr    ,  .  ,  B^  r^^  r^  a^,  a-  bi 

=    CO«  "^  cos  —  cos  -  -  [—  1  +  f  0*'  a  +  CO«  j3  +  cusy]     [nach  6)] 


A         B         r    ^    .    a     ,    ß    ,    Y 

cos  y  (V*«  -  C05  y.  4  51«  y  «IW  ^  «W  ^ 


[nach  /5)]. 


Dieser    Aasdruck    kann    wiederum    mannigfach    umgeformt   werden. 
erhält  man: 

.    E        .    .    a     .    ß    ,    y         A         B         r 
5m  —  =  4  5f«  Y  stn  —  stn  y  cos  -^  cos  -^  cos  ^ 

^i^^ig^fg^isin/K  +  sinB  +  sinD 

.  A,  B    r 

'^2^^2'^2  .V 


So 


18)        = 


j/cosa  cos  ß  cos  y 

a         ß        y 
2 cos  —  cos^  costt       2  < 


2...2-''2^       Jco«|eo«|ro«2 


y  «  |3  y 

^       4  ro«  ij  coi'  -^  CO«  — 

z         z         z 


.   ß    .   y  .y.«  .a.ß 

«my«m^  «iw^«t«—  «m^«iw  — 

=  sin  A =  sin  B ^r—  =  sin  f ' 


2 


cos 


ß 


y 

CÖS^ 


In  ähnlicher  Weise  iSsst  sich  cos-^  ermitteln.     Es  ist 


E         /'A  ,  B  .  r\ 


B 


.  A  .  B  .  r  ,  .  A    B    r  ,     AB     r^     „    „  . . 

=—stn-^sm-sm^  +  iim-cos^cos^  +  cos^stn^cos-  +  cos^co$^sin-^ 

A     B      rr      A    B    r  ,  ,  a^,  b^,  ri 

j/cosacosßcosy  r      . .     . —  -    -      /    1      .      I 

=     — : 7—;;-- — —\—ycosacospcosy  +  ycosacosßco>y\ 1-- — ^ 

sinastnßsiny    L  r       /  i  r  r       'Vo««r      ro«j3 

co«y/J 


["Cosa  cos  ßcosy  +  cos  ß  cos  y  +  cosy  cos  «  +  co«  a  cosß] 
sinn  sinß  siny'  ' ""'  2  ""'  2  "'"  2  ^ '  '  "  "'"  2  ""'  2  "'" 2  . 


«f Vi  a  sin  ß  sin  y  ^ 

r-g-T--4m^m^««^(l  +  2m5-««^ms-)   (nacht)]. 
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cos^  = 


2  ^        "         ß        Y 

19)  .        .^""2'''^''"  2 

='    \{'9^  +  t9l+'9^  +  l9^'9^'9^)        [nach  S)). 

Um  die  halbe  Winkelöffnung  P  des  der  Ecke  nmschriebeneD  Rota- 
tionskegels  (den  Radiaa  dea  dem  zagefa9rigen  aphäriscben  Dreieck  nm- 
echriebenen  Kreises)  zu  berechnen ,  gehe  ich  von  der  leicht  zn  beweisen- 
den Gleichnng 

cigPig~^cos^(B  +  r-A)^cos(Z'-A) 

ans,  in  welcher  2I  =  ^(A+B+r)  ist.     Aus  derselhen  folgt 

NuD  gilt  allgemein  die  Beziebnng 

A        R       r 

cosZ  +  co5(I  — A)  +  ro5(I--  B)  +  rr}5(Z  —  Tj  =  4  ros ^  ras ^  cos ^- • 

Demnach  ist,  wenn  zugleich  der  Factor  von  ctgP  nach  £)  umgeformt  wird, 
l  +  sin-^sinlsinL  ^        g         ^ 

ctgF ^- =  icos-^  cos -^ cos -^-' cos Z 

a    .     p         Y  2  2         2 

^*2'^^*2^^*T 

A      A      B      r  ^    .  E 

=  4  cos  y  C05  -  COS  j  +  sm^ 


=  4  CO*  -^  cos  ^  <^o«  "2  \^1  +  ^'"  2  ^^  2  *"*  ~^/* 


Demnach  ist 


,  D    >.      «      z'      y      A      B      r 

r/^  P  =  4  C05  ^  cos  -^  cos  -^  cos  —  cos  -^  cos  -^- 

=  i  (MW  A  +  sin  B  +  sin  f) 
S 

20)  ,  =4  sin  ^  sin  ^  sin  ^ 

^         cc         3         Y 
c=sin  ^clg-^cig-^ctg-^ 

U.    8.    W. 

Sehr  einfach  gestaltet  sich  endlich  das  Resultat  bei  der  BerechnvBg 
der  halben  Winkelöffnung  q  des  der  Bcke  ei nbeschri ebenen  Rotations- 
kegels.    Man  findet  leicht 

^QClg-^^  sini  (/5+y  —  o)  =  sin  ^~  -  «j  =  cosfit, 

A 

21)  tgQ^costttg-^=:^S. 
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(Was  die  drei  anderen  die  Flttchen  der  Ecke  berfifarenden  Rotations- 

ABT 
kegel  betrifft,  so  findet  man  in  ähnlicher  Weise  q^^^-^^  q^=z^j  ^^~     , 

eiD  auch  geometrisch  evidentes  Resultat.) 

In  einer  Ecke  von  allgemeinem  Charakter  sind  Ey  P,  ^  oder  E,  P,  ^ 
von  einander  unabhängig.  Dagegen  muss  in  der  Ecke  eines  gleichseitigen 
Tetraeders^  die  ja  nnr  von  zwei  Constanten  abhängt,  zwischen  diesen 
Grössen  eine  Beziehung  bestehen.  Dieselbe  ergiebt  sich  leicht  aus  den 
hiflherigen  Resultaten.     Es  ist  nach  18)  und  19) 

^        l  +  2sin^sin-^sin^       4  cos ^  cos  ^  cos  ^ 

cla-^^  =^   ■■  - ■— — — — ■» — ' '     —       — 

2  ^        a         ß         y      .  S 

2  cos  -^  cos  ^  cos  -^ 

= ~s ' — ' 

22)  clg^^^+igP  =  ctgQ  +  tgP. 

Durch  irgend  zwei  der  drei  Grössen    »-  >  Pt  ^  ist  demnach  die  dritte 

bis  auf  ganze  Vielfache  von  n  bestimmt,    also,    insoweit  es  sich  um  die 
geometrische  Interpretation  handelt,  in  -eindeutiger  Weise. 

Die  Ecke  selbst  ist,  da  sie  nur  von  zwei  Coustanten  abhängt,  durch 
irgend  zwei  der  Grössen  Er  P»  Q  (oder  S)  bestimmt.  Es  muss  also  mög- 
lich sein^  aus  denselben  irgendwelche  Stücke  der  Ecke,  insbesondere  ihre 
FUchenwinkel  und  Kanten  winke!  zu  berechnen.  Da  E,  P,  ^,  5  in  sym- 
metrischer Weise  von  a,  j^^  }^;  A,  B,  F  abhängen,  so  können  diese  letz- 
teren durch  jene  allerdings  nur  mit  Hilfe  von  Gleichungen  des  dritten 
Grades  ausgedruckt  werden.  Es  sind  beispielsweise  sina,  sinß^  siny  be- 
kanntlich die  Wurzeln  folgender  Gleichung: 

x^  —  (5111 0  -f  sinß'\'  siny)x^  +  {sinß  siny  -f  sinj  sinci  +  sin a  sinß)x 

—  sintcsinß  siny^  0. 
Nqd  ist 

,         a         ß         y       Itgg 
sinu  -f  sinß  -|-  ^iny  =  4  cos  jr  cos  jr  cos  jr  =  — ^ i 

sin  ß  sin  y  -f  sin  y  sin  a  +  sin  o  äiw  |3  =  - 1  —  cos  «  cos  j3  co5  y  -f  8  cos^  ^  cos^  «  ^ös^  ^ 

Jb  ^  £ 


..,_,^,.»'»'. 


sin  cc  sin  ß  sin  y  ^=  ^ 


S         S        ilg'^igP 


""2 


.   E     clgP  .   E 
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Die  obige  Gleichung  nimmt  daher  folgende  Gestalt  an: 


23)    x»-'^x*+[lg*9(l  +  2clg»^)-l'^: 


^'9*9t9P^Q 


''"2  ~  ~  ""2 

Mit  Hilfe  der  Beziehung  22)  kann  hieraus  noch  irgend  eine  der  Grössen 

E,  P,  ^  eliminirt  werden. 

In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  auch  für  die  übrigen  Functionen  der 

€t  ß  y 

Winkel   Gleichungen   aufstellen.      Man  findet  z.  B.   ig-^^  ^-a*  ^9^  *^ 

Wurzeln  der  Gleichung 

a^  —  sin-  \^clg ^  +  clggjx^  +  x -- sin-igP  =  0 


oder 
24) 


ar a:*  +  a: — -: =  0. 

swQ  stng 


A      ß      r 

^^o  '   '^'ö'*  ^9w  ^^^^^^^  8i<^^  aIb  Wurzeln  folgender  Gleichung: 
25)     x^-tgQ[l  +  2fgPc(gjjx*  +  lgQ(^ctg^  +  tgP^x^tgQ^0. 

Die  Coefficienten  dieser  Gleichungen  sind  eindeutige  Functionen  von 
E,  P,  p.  Die  Winkel  sind  daher  (bis  auf  Vielfache  von  2?^)  bestimmt. 
Durch  irgend  zwei  der  Grössen  E,  P,  ^  ist  demnach  eine  bestimmte  Ecke 
(oder  die  mit  ihr  symmetrische)  definirt. 

Im  Anschlnss  an  die  vorhergehenden  Untersuchungen  HUst  sich  die 
Frage  beantworten,  innerhalb  welcher  Grenzen  die  Grössen  E,  P,  q(S) 
liegen  müssen,  um  einem  reellen  Tetraeder  anzugehören.  Ich  muss  mich 
aus  Mangel  an  Raum  hier  darauf  beschränken,  das  Resultat  der  betref- 
fenden Untersuchung  anzugeben. 

Die  Ecken  sämmtlicher  (reellen)  gleichseitigen  Tetraeder 

bilden    eine   doppelt-unendliche   Mannichfaltigkeit,    welche 

sich  am  klarsten  überschauen  lässt,    wenn  die  zu  einem  and 

demselben   Werthe    von   p   gehörigen    Ecken    in   eine    Gruppe 

zusammengefasst  werden. 

1/2 
Q  kann  alle  Werthe  von  0  bis  arclg !-— (=  orcsin ^)  annehmen« 

Definirt  man  für  einen  innerhalb  dieser  (irenzen  gelege- 
nen Werth  von  q  einen  Hilfswinkel  0  durch  die  Gleichung 
j/S  lg Q^ sin 9^  und  bestimmt  man  vier  neue  Winkel  ^^,  ^2,  O3,  d^ 
durch  die  Gleichungen 

cos  ^j  =  cos^  — »     ras  ^g  s=  ^-jr-  cos  —  »     cos  9^  =  ^-^  sm  — »     cos  9^  =  sirr-^ » 
2  2  /  ^2  • 

wobei  offenbar  ^|  < ^2  < '^s  < '»^4  ist,  so  gilt  Folgendes: 
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26)  Alle  Ecken  gleichseitiger  Tetraeder,  in  denen  q  den 
hier  angenommenen  Werth  besitzt,  lassen  sich  in  eine 
stetige  Reihe  ordnen.  Die  Endglieder  derselben  sind 
die  gleichseitigen  Ecken 

I.    «  =  ^1,     i8  =  y  =  ^«;  II.    a  =  /5  =  ^8.    y  =  ^4- 

Man  erhält  alle  Glieder  dieser  Reihe,  indem  man  a 
stetig  von  ^^  bis  ^^  anwachsen  lässt.  Es  wächst  dabei 
gleichzeitig  y  von  dg  bis  d^,  während  ß  von  dg  auf  O^ 
abnimmt. 

Mit  wachsendem  a  nimmt  auch  P  zu,  E  dagegen  ab. 
Sein  Maximum  erreicht  also  E  in  der  gleichschenkligen 
Ecke  I,  sein  Minimum  in  II,  und  umgekehrt  verhalt  es 
sich  mit  P.     Die  betreffenden  Werthe  sind 

■.  v^  ^  Elf  ^  X 

2co»j 
2-j/2eos^  2  cos  |- -  ^2  cos»  |-  + 2^/2 


2         ,  E, 


2««2 


y2 


Für  lgQ  =  ^-—  reducirt  sich  diese  Reihe  auf  ein  einziges  Glied,  nämlich 

aaf  die  gleichseitige  Ecke  des  regulären  Tetraeders.     Es  wird  in  diesem 

Falle  d,=  djj  =  d3  =  d4  =  |-,    P^  =  P^  =  arctg^^   E,^E^^  arctg^- 

Für  ^  =  0  erhält  man  keine  Ecken  im  eigentlichen  Sinne;  es  fallen 

die  Ebenen    derselben    in   eine   zusammen.     Ein   Kantenwinkel   ist   stets 

n 
gleich  ~i  ein  Fläch enw'inkel  gleich  0.     Die  beiden  Grenzfälle  sind 

I.       „  =  0,    ß=7  =  ^\      A  =  0,    B=r=|;       P,  =  |;      E,  =  0; 

II.      „  =  ^  =  f,   y=^;      A  =  B  =  0,    r  =  «;      P,  =  |;      E.  =  0. 

Mit  wachsendem  q  nehmen  P^  und  P,  ab,  Ei  und  E2  da- 
gegen zu. 

Zum  Schluss  mögen  noch  die  äussersten  bei  reellen  Ecken  der  be- 
trachteten Art  mögliehen  Grenzwerthe  von  E,  P,  (»  und  5  (=2^^)  zu- 
sammengestellt werden. 

Minim.  v.E:  0,  Maxim.  v.E:  31®35'12"=2arc/^^, 

1/2  ^ 

.       „  P :  35<>  1 6'  54  "=  arclg  ^ »  „      „  P :  90«, 
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1/2 
Minimain  von  q:  0,  Maximuiay.^:  I9^28'17"ssarrf<y-— • 

„     S:   0,  „        „  5:0,70717  =  ^. 


3. 

Ich  kehre  zur  Betrachtung  des  Tetraeders  znrttck.  Die  Kanten  des- 
selben nenne  ich  a,  6,  c,  die  Kantenmittellinien  in  entsprechender  Reihen* 
folge  /,  m,  n;  für  die  Winkel  benutze  ich  die  im  vorigen  Paragraphen 
eingeführte  Bezeichnung.  Femer  sei  r  der  Badius  der  dem  Tetraeder 
einbeschriebenen,  R  derjenige  der  gleichzeitig  ihm  und  dem  zugehörigen 
Spat  umschriebenen  Kugel.  Mit  r^  und  Rq  endlich  bezeichne  ich  die 
Radien  des  in  ein  Begrenzungsdreieck  und  des  um  dasselbe  beschriebenen 
Kreises. 

Da  die  Kanten  des  zugehörigen  Spats  gleich  /,  m,  n,  die  Diagonalen 
seiner  Seitenflächen  gleich  a,  6,  c  sind,  so  findet  man  unmittelbar: 

Ä«  =  |(/«  +  m«  +  ii«)  =  ^(a»  +  6>+c«) 

b^  +  c^'-a* 
Hieraus  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Formel  cosix=^ jr-r 

bc  '^       ca  '       ah 

•"""" "a Imn        _,      ^  Iwn 

tgg=ycosacosp  cosy  =  —-—i     S=2 — —• 

Die  Linien  R^  Rq^  r  bilden  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  dem  der 
Kathete  Rq  anliegenden  Winkel  q.     Man  hat  demnach 

Rq^  RC0SQ  = :^^-r.^-:^=:  =  — ; ' 

^l  +  co«aro*jSco«y       ^a*6*c*  + /*iii*w* 


r=:RsinQ^=s 


R  ycosa  cosß  cosy  ImnR 


yi-^cosn  cosß  cosy      ^a*^*c*  +  /*w*ji* 

Da  iPR^^abc  ist,   wenn  F  die  Fläche  eines  Begrenzungsdreieeks 
des  Tetraeders  bezeichnet,  so  ist  auch 


4R-~~'      '^•=-47'     '■=47" 


.  .  -_  ff    u     V     l^      — 1—  •     r/»     ri  _  IM  V  %* 


Bekanntlich  ist  /r=:|^(a+6  +  c)(6  +  c  — rt)(c+<?  — ft)(<i  +  A-c)  oder 
nach  leichter  Umformung 
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Die  für  Rq  und  r  gefundenen  Werthe  lassen  sich  daher  auch  folgender- 
massen  schreiben: 

»61  '        {a  +  b  +  c){b  +  c^a){c+a^b){a  +  h-c)  ' 

^  ^ Pm^n* 

~"  4  (m* ««  +  ««/« +  /«!»«)' 
Das  Volnmen   V  des  Tetraeders  ist,  wie  eine  einfache  geometrische 
Betrachtung  zeigt,  gleich  dem  dritten  Theile  von  demjenigen  des  zagehö- 
rigen Spats.     Es  ist  also 

•7)       r=|/mw  =  ^^2(6*+c«-a«)(c«  +  a*-  6«)(a«  +  6«-c«), 
ein  Resultat}  welches  sich  auch  durch  Substitution  des  für  S  gefundenen 
Werthes  in  die  Formel   F=labcS  ableiten  lässt. 

Durch  Vergleichung  von  F  und  F  ergiebt  sich  femer  die  Tetraeder- 
höhe h.     Es  ist 

8)  Ä  =  -— =  — ^  =  iggARcosQ=:4RsmQ=2  4r. 

Dieses  Resultat  ist  übrigens  geometrisch  evident,  da  der  Mittelpunkt  der 
einbeschriebenen  Kugel  mit  dem  Schwerpunkt  identisch  ist« 

Die  Eckmittellinie  des  Tetraeders  ist  t  =  ^R]   dem  Vorhergehenden 

zufolge  ist  also  f=  ^    .     *     Da  i  nicht  kleiner  als  h  sein  kann,  so  darf 

Zsing  den  Werth  1   nicht  übersteigen.     Hieraus   ergiebt  sich  für   q  die 

bereits    früher    erwähnte,    durch    $t>2^  =  ^  f  ^p— :L_j    bestimmte   obere 

Grenze.     (Erreicht  q   diese  Grenze,   so  wird  t  mit  h  identisch,    das  Te- 
traeder also  regulär.) 

um  Fq  zu  berechnen,  benutze  ich  die  bekannte  Formel 

indem  ich   den  Factor  von  Rq  mit  Hilfe  von  §  2,  20)  umforme.     Dar- 
nach ist 

rQ=RQSigP^RcosQ.2tgP==2RsinQlgP, 
^^  r^  =  2rigP. 

Die  Formeln  2)  gestatten  eine  einfache  Berechnung  der  Kanten- 
winkel a,  ßt  y  aus  den  am  Tetraeder  auftretenden  Linien.  Um  durch 
letztere  auch  die  Flächenwinkel  A,  B,  f  auszudrücken,  gehe  ich  von  den 
Helationen  2)  des  vorigen  Paragraphen  aus,  indem  ich  in  denselben 

2F  P  2F 

sin  a  =  - — »     cos  «  =  -— »      (ga  =  -^    u,  s.  w. 
bc  bc  P 

setze.    So  ergiebt  sich 


.    A       -m/rrPrP      mn 

Stn-jr  s 


^"2^^  IVÄp^^Yf' 


4f»      2F 

ZtiUehrilt  f.  M »theniAtlk  n.  Physik  XXIX,  6.  22 
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.^.  .    A      mn  A        a/      ^    A       mn  ah 

1^)     **"t=2f'  '''t^2f'  ^y==:^'  *"'A=2>- 

JT  kann   natürlich  noch  durch  irgend   einen  der  daftir  gefnndeBen  Aus- 
drücke ersetzt  werden. 

Stellt  man  sowohl  für  die  Ecke,  wie  für  das  Begrensungsdrueck  des 
Tetraeders  den  Sinnssatz  auf,  so  folgt  anmittelbar 

a  b  c 

^  sinPi     sinB      srnT 

Der  soeben  für  sinA  abgeleitete  Ausdruck  führt  zu  demsdben  Re- 
sultate und  zeigt  zugleich ,   dass  der  gemeinsame  Werth  dieser  drei  Ye^ 

2F 

hftltnisse  -r-  ist. 
n 

Was    endlich  die  für  die  Ecken  des   Tetraeders  charakteristisefaen 

Grössen  E,  P»  Qt  S  anbetrifft,   so  ergab   sich   bereits  oder  ist  aus  dem 

Bisherigen  leicht  abzuleiten 

P  — üi—  ^ 

^^^''Tr'^ria  +  b  +  c)' 

Imn       r  r        Imn  Bg.       abc 

*2)  /mn_2r 

,    E  2r  .    E      2rr,  E      r^(r^  +  2JQ 

ig-^  findet  man  vermöge  der  Beziehung  clg  —  s=1gP  +  ctgQ,    Zu  dem  f&r 

E    •  E  a     ß    Y 

sin^  angegebenen  Werthe  gelangt  man  von  der  Formel  sin—^tg—1g^(gT 

o 

Xc^P   [§  2,  20]   ausgehend,    indem  man   ig^^  ig^^  tg^    in   bekaonter 

Weise  durch  r^^  a,  b^  c  ausdrückt. 

Wie  sich  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  ergab,  bestimmen  9 
und  P  die  dreiseitige  Ecke,  mithin  auch  die  ^Oestalt  des  Tetraeders  m- 
deutig.  Zur  vollständigen  Bestimmung  des  letzteren  (abgesehen  von  seineT 
Lage)  genügt  es  also,  noch  irgend  eine  in  ihm  auftretende  Linie  ihrer 
Länge  nach  anzugeben. 

Um  eine  üebersicht  über  die  gesammte  Mannichfaltigkeit  der  gleich- 
seitigen Tetraeder  zu  gewinnen,  kann  man  demnach  zunächst  die  Länge  einer 
Linie,  etwa  des  Radius  der  umschriebenen  Kugel,  als  constant  annehmen 
und  nur  q  und  P  variiren  lassen.  Man  erhält  so  alle  überhaupt  mög- 
lichen Formen,  welche  alsdann  durch  Veränderung  jener  Linie  in  jedem 
Maassstab  dargestellt  werden  können. 

Alle  einer  Kugel  einbeschriebenen  gleichseitigen  Tetraeder  bilden,  wo- 
fern ihre  Lage  nicht  in  Betracht  kommt,   eine  doppelt  unendliche  Man* 
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nichfaltigkeit,  da  sie  von  zwei  Constanten,  q  und  P,  abhängen.  Fasst 
man  znnKchst  alle  diejenigen,  ffir  welche  q  denselben  Werth  besitzt,  in 
eine  Gruppe  zusammen,  so  zeigen  die  Resultate  dieses  Paragraphen,  dass 
allen  diesen  auch  r,  R^^  A,  /  gemeinsam  sind,  da  diese  Linien  nur  von 
R  und  Q  abhängen. 

Es  giebt  also,  den  verschiedenen  Werthen  von  P  entsprechend ,  ein- 
fach unendlich  viele,  wesentlich  unterschiedene  gleichseitige  Tetraeder, 
welche  eine  gemeinsame  umschriebene  und  eine  gemeinsame  einbeschrie- 
bene  Kugel  besitzen.  Ihre  Höhen  sind  gleichlang,  ebenso  ihre  Eckmittel- 
linien,  welche  überdies  gegen  die  zugehörigen  Höhen  und  daher  auch 
gegen  die  zugehörigen  Tetraederebenen  dieselbe  Neigung  haben*  Auch 
die  Radien  der  ihren  Begrenzungsdreiecken  umschriebenen  Kreise  sind 
gleichgross,  diejenigen  der  einbeschriebenen  dagegen  verschieden.  Un- 
gleich sind  ferner  die  Flächen  dieser  Dreiecke,  mithin  auch  die  Volu- 
mina der  Tetraeder.     Aus  §  3,  26)  folgt  nun  ferner: 

Ffir  9  =  arc5tn-J^,  d.h.  r  =  ^Ä,  reducirt  sich  die  zugehörige  Gruppe 
auf  ein  einziges  Glied,  das  reguläre  Tetraeder. 

Ist  fm^<-^  oder,  was  dasselbe  bedeutet^  r<-^7?,  so  sind  für  P  und 
damit  auch  für  r^(=»2r/^P)  zwei  Grenzwerthe  bestimmt.  Denselben  ent- 
spricht je  ein  Tetraeder,  dessen  Ecken  und  Begrenzungsdreiecke  gleich- 
scbenklig  sind.  Diese  beiden  bilden  die  Endglieder  einer  stetigen  Reihe 
Ton  Tetraedern,  welche  von  ungleichseitigen  Dreiecken  eingeschlossen 
Verden  und  die  man  erhält,  wenn  man  P  oder  r^  von  dem  einen  zum 
andern  Grenzwerth  allmälig  übergehen  lässt.  Alle  diese  Tetraeder  können 
durch  eine  einfache  Construction  erhalten  werden,  welche  sich  auf  den 
am  Schluss  des  ersten  Paragraphen  angegebenen  Satz  19)  stützt. 

Es  seien  AT  und  k  zwei  conoentrische  Kugeln  mit  den  Radien  R  und 
>'«|iß).  In  einem  beliebigen  Punkte  m  der  letzteren  werde  an  dieselbe 
die  Tangentialebene  gelegt,  welche  Af  in  dem  Kreise  iC^  schneiden  mög«. 
Ga  werde  ferner  auf  A'  ein  Punkt  J  bestimmt,  welcher  von  dieser  Ebene 
die  Entfernung  4r  besitzt  und  von  ihr  aus  gesehen  auf  derselben  Seite 
liegt,  auf  welcher  sich  der  Mittelpunkt  beider  Kugeln  befindet.  Dem 
Vorhergehenden  zufolge  kann  dann  jedes  um  k  und  gleichzeitig  in  IC 
beschriebene  gleichseitige  Tetraeder  in  eine  solche  Lage  gebracht  werden, 
du8  ein  Eckpunkt  mit  A  zusammenfällt,  während  die  drei  anderen  B^  C, 
^  auf  dem  Kreise  J^q  liegen.  Alle  hierbei  auftretenden  Dreiecke  BCD 
beiitzen  denselben  Höhenschnittpunkt  A  und  denselben  Schwerpunkt  s. 
Bezeichnet  nämlich  a  den  Fusspunkt  der  aus  A  auf  die  Ebene  von  Fq 
geällten  Senkrechten,  so  liegt  nach  §  2,  19)  h  auf  der  Geraden  ma  und 
awar  halbirt  m  die  Strecke  h  a.  Ferner  liegt  bekanntlich  in  jedem  Dreieck 
*  anf  der  (hier  mit  ma  identischen)  Geraden  hm  und  es  ist  kszsm  =i2:t, 
(Die  Punkte  A,  ;,  m,  a  liegen  also  harmonisch.) 

22* 
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Nimmt  man  also  auf  K^^  einen  beliebigen  Pnnkt  B  an,  verlängert 
man  Bs  über  s  hinaus  am  seine  halbe  Länge  and  legt  man  darch  den 
Endpunkt  dieser  Yerlängernng  die  zu  Bh  senkrechte  Sehne  CD,  so  ist 
ABCD  ein  gleichseitiges  Tetraeder.  DieBegrenznngsdreiecke  desselben  sind 
gleichschenklig,  wenn  B  einer  der  Endpunkte  des  durch  a  gehenden  Darch- 
messers  ist.  Für  zwei  in  Beziehung  auf  diesen  Durchmesser  symmetrische 
Lagen  Ton  B  erhält  man  zwei  symmetrische  gleichseitige  Tetraeder. 

Wählt  man  endlich  p  =  0,  so  wird  auch  r=&0.  Die  Begrenzungs- 
dreiecke werden  alsdann  rechtwinklig  und  fallen  in  eine  Ebene  zasanh 
men.     Die  zugehörigen  Spate  besitzen  eine  unendlich  kleine  Kantenlinie, 

im  Grenzfall  (für  9\^='-r]  noch  eine  zweite. 

Ich  wende  mich  zum  Schluss  noch  zu  einer  eigeuthümlichen  red- 
proken  Beziehung  zweier  gleichseitiger  Tetraeder. 

Es  ist  nach  §  1,  3.  unmittelbar  ersichtlich,  dass  vier  homologe  Punkte 
der  Ebenen  eines  gleichseitigen  Tetraeders  oder  vier  durch  seine  Eck- 
punkte gehende  homologe  Ebenen  wieder  ein  gleichseitiges  Tetraeder 
bilden,  welches  überdies  mit  dem  ursprünglichen  die  Kantenmittellinien, 
von  deren  Länge  abgesehen,  gemein  hat.  um  die  vorliegende  Arbeit 
nicht  allzusehr  auszudehnen,  gehe  ich  hier  auf  die  sich  aus  dieser  Be- 
merkung ergebenden  Folgerungen  nicht  näher  ein ,  sondern  beschränke  | 
mich  aaf  die  Betrachtung  eines  speciellen  Falles,  der  besonderes  Interesse  ! 
darbietet. 

Die  vier  auf  den  Radien  M A^  MB^  MCy  MD  in  deren  Endpunkten  \ 
senkrecht  stehenden  Ebenen  bestimmen  dem  Gesagten  zufolge  ein  nenes 
gleichseitiges  Tetraeder  A"  B^C"  D'\  dessen  Mittelpunkt  M  ist.  if -^'stebt 
augenscheinlich  auf  der  Ebene  des  Dreiecks  BCD  senkrecht  und  schneidet 
dieselbe  im  Centrum  m  des  um  dieses  beschriebenen  Kreises  K^.  Es  ist 
demnach  MA'\Mm^MB\  d.  h.  B'\r=R\  während  r"=Ä  ist,  wens 
nämlich  ^'  der  Radios  der  dem  Tetraeder  A" B"C"D"  nmschriebenen,  r" 
derjenige  der  ihm  einbeschriebenen  Kugel  ist.  Werden  die  soeben  erhal- 
tenen Resultate  in  der  Form 

/r=-.Ä,      r"^-r 

r  r 

geschrieben,  so  erkennt  man,  dass  in  einem  aus  A"if*C'*D"  durch  Ver- 
kleinerung aller  linearen  Dimensionen  im  Verhältniss  Rir  entstehenden 
Tetraeder  A'B'C'D' 

B^=iR,    /=r 

ist  Ein  solches  erhält  man  nun  offenbar,  wenn  man  die  Punkte,  in 
denen  die  Kugel  A'  von  MA"^  M£^'  xu  a.  w.  getroffen  wird,  als  A\  B' 
u.  t.  w.  beseichnet  Die  Ebenen  B\  C\  D\  •..  dieses  Tetraeders  berfihren 
demnach  die  Kugel  Ar,  und  die  Berührungspunkte  sind  diejenigen  Pankte, 
in  denen  sie  die  lu  ihnen  normal  stehenden  Geraden  MA^  ...   treffen. 
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13)  Die  beiden  Tetraeder  besitzen  somit  eine  gemeinsame 
umschriebene    nnd    eine    gemeinsame    einbescbriebene 
Kugel;  die  nach  den  Ecken  des  einen  gezogenen  Radien 
stehen  senkrecht  anf  den  Ebenen  des  andern,  nnd  um- 
gekehrt. 
Man   erhftlt  also   ABCD  aus  A'^C'D'  durch   dieselbe  Construction, 
durch  welche  sich  dieses  aus  jenem  ergiebt.     Um  die  Gleichartigkeit  der 
gegenseitigen   Beziehung,    welche    zwischen   zwei   derartigen   Tetraedern 
besteht,  anzudeuten,  will  ich  dieselben  reciproke  Tetraeder  nennen. 
Ich  bezeichne  nun  die  zu  A'ffC'  gehörigen  Grössen  durch  dieselben 
mit  einem  oberen  Index  versehenen  Buchstaben,  wie  die  entsprechenden 
auf  ABCD  bezüglichen.     Nach  dem  Bisherigen  ist  somit 

Ä'=Ä,    /=r,    also  auch    9'=^,    Ä'o  =  ^o»    ä'=ä,    /'=^    5'=  5. 

Um  A',  B^  r  zu  berechnen,   beachte  man,  dass  die  Ecke  M{ABC) 
Polarecke  von  D'{a'B'C')   ist.     Es   ist  also  A'^tc  —  LBMC,   und  daher 

A'        .    BMC       a       iRoSina 
C08-zr  =^stn-  ^ ^ 


14) 


2  2        2R         2R 

=  cos  f  sin  u , 


A'           BMC       l       ybccosa     2R.j/nnßsmycos« 
^-  =  cos^-^^ 2ä — 2fi 


•sinqYtgßigy. 


Nach  §  2,  2)  ist  sin —=^yctgßcigy.    Hieraus  ergiebt  sich 

.  A  .  A'     .  B  .  B'     .  r  .  r 

1 5)  sin  —  stn—  =  stn  —  stn-^=:  stn  -5- «» -«-  =  ^tw  9  =  «1  ^ . 
Infolge  dessen  gilt  auch  die  Gleichung 

.  B  .  r    .  B'  .  r 

stn -^  stn -^    stn -^  stn -;^        .  , 

2        2           2        2       stn^Q 
• w =  -: — =^StnQ 

.    A  .    A  stno 

*'«y  *'""2 

oder,  mit  Rücksicht  auf  §  2,  13): 

16)  ctga  ctga=^  ctgß  ctg^=  cigy  ctgyz=  sing  =  sing', 

Die  Gleichartigkeit  der  gegenseitigen  Beziehung  tritt  in  diesen  Formeln 
wbr  deutlich  hervor. 

Es  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  zahlreiche  weitere  Relationen  auf- 
ttellen.  Eine  davon,  welche  die  die  Ecken  beider  Tetraeder  definirenden 
instanten   verknüpft,   mag  hier  noch  abgeleitet  werden.     Nach  15)  ist 

.  A  .  B  .  r    .  A'  .  B'  .  r      .  , 

stn  -^  stn  —  sm  -^ '  sin  —  stn  "ö"  ^''^  o"  ~        ^ ' 
Andererseits  folgt  aus  §  2,  18),  20) 
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.        a        ß        y        A        B         rABF 

c/,P  «•« ^       .        ß     -y 

2t        It        Jt 

Q  .  A  .  B  .  r 

Demnach   lässt  sich  die  Beziehung  zweier  Ecken,   welche  zu  reciproken 

gleichseitigen  Tetraedern  gehören,  vollständig  dnrch  die  Gleichungen 

E         .       E' 
17)  cig  P  Mit  —  clgP'sin  "s"  =  ^  sin^Q  =  4  sin^g' 

ansdrttcken. 

Kehre  ich  noch  einmal  zu  der  vorhin  (8.  335)  betrachteten,  einem 
bestimmten  Werthe  von  q  entsprechenden  Gruppe  von  gleichseitigen  Te- 
traedern  zurück,   so  ist  es  einleuchtend,   dass   das  irgend  einem  dieser 
Tetraeder  reciproke  derselben  Gruppe  angehört,  da  in  diesem  g  denselbeo 
Werth  besitzt.     Insbesondere  sind  die  beiden  von  gleichschenkligen  Drei- 
ecken  begrenzten  Tetraeder,   welche  als  Endglieder  der  ganzen  stetiges 
Reihe  erschienen,   einander   reciprok.     Lässt  man  also  ein  gleichseitiges 
Tetraeder  bei  constantem  g  und  R  dnrch  allmälige  Veränderung  von  P 
von   dem   einen  jener  beiden  zum  andern  fibergehen,   so  durchläuft  das  \ 
ihm  reciproke  dieselbe  Reihe  in  umgekehrter  Richtung.^     Es  mnss  dem-  I 
nach  auch    für  jeden  Werth   von   q  ein  sich  selbst  reciprokes  Tetraeder  | 
geben.     Hieraus   folgt  allerdings   noch   nicht,    dass  auch  jeder  einzelne 
Winkel  sich  selbst  entspricht,  d.  h.,  dass  a^tt\  ß  =  ß'j  X  =  /  ist    Viel- 
mehr sind   zunächst   drei   wesentlich   verschiedene  Beziehungen  denkbar,  ! 
nämlich: 

«=a«,  /J  =  /J',  y  =  /  oder  «  =  /?',  /?=/,  y  =  a  oder  «  =  «,  /5  =  /,  y^(f. 

Man  erkennt  mit  Rücksicht  auf  16)  leicht,  dass  die  beiden  ersten  Hö^ 

lichkeiten   a  =  ß=:y   ergeben   und  somit  ausschliesslich   auf  das  regullre 

I  Tetraeder  führen.     Da  sich  dieses  indessen  auch  der  dritten  Beziehnag 

!  unterordnet,  so  hat  man  allgemein  für  ein  sich  selbst  reciprokes  Tetraeder 

a  =  a\    /?  =  /,    y^y\    also    ctg^a  =  sinQ^    ctg ß ctg y  =  sin q 

oder  

^ox  /—. —  ,^        \  cosa       (l  +  smg)yl  +  sin*ü 

^  V*-      #/  cos2a  (l'-smg)stng 

Durch  das  Bisherige  ist  nur  bewiesen,  dass  ein  diesen  Formeln  ge- 
mäss bestimmtes,  su  einem  gewissen  Werthe  von  g  gehöriges  Tetraeder 
dieselben  Winkel  besitzt,  wie  sein  reciprokes;  es  bleibt  noch  zu  entschei- 
den, ob  es  demselben  congment  oder  symmetrisch  ist.  Eine  auf  die 
ursprüngliche  geometrische  Definition  der  reciproken  Beziehung  zurfick- 
gehende  Betrachtung  Aihrt  leicht  su  dem  Resultat,  dass  in  der  That  Coo- 
gnienz  stattfindet. 

t  Dabei  ist  von  der  speciellen  Lage,  in  welcher  sich  bei  der  ConstmctioD 
das  reciproke  Tetraeder  ergiebt,  natürlich  absus^en. 


xvn. 

Allgemeine  Formeln  zur  Bestimmung  der  Cardinai- 
punkte  eines  brechenden  Systems  centrirter  sphä- 
rischer Fl&chen,  mittels  Kettenbruchdeterminanten 

dargestellt 

Von 

Prof.  Dr.  Ludwig  Matthiessen 

in  Bottook. 


Auf  die  DarstellnDg  und  Discnssion  der  dioptrischen  Eettenbrttche 
▼on  6  an  88*  ist  in  nenester  Zeit  mehrfach  die  Determinanten  form  mit 
Vortbeil  angewendet  worden,  unter  Anderen**  bediente  sich  Ferraris 
derselben  zur  Ableitung  der  allgemeinen  Formeln  für  die  Bestimmung 
der  Cardinalpunkte  eines  Systems  beliebig  vieler  centrirter  in  Luft  be- 
findlicher Linsen  mit  Rücksicht  auf  die  zweckmässigste  Construction  von 
Femrohrobjectiven.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Formeln  für  ein 
System  von  a  centrirten  sphärischen  Flächen,  welche  von  a  +  1  verschie- 
den brechenden  Medien  begrenzt  sind,  zu  verallgemeinem.  Dieselben 
lassen  sich  dann  leicht  auf  eine  Combination  von  beliebig  vielen  centrir- 
ten Systemen  übertragen,  welche  durch  verschieden  brechende  Medien 
getrennt  und  deren  Cardinalpunkte  gegeben  sind.  Sind  die  trennenden 
Medien  von  gleichem  Brechungsvermögen,  so  werden  die  Partialsysteme 
för  sich  äquifocal  und  wir  gelangen  zu  den  von  Ferraris  aufgestellten 
Formeln.  Während  Ferraris  synthetisch  verfähi*t,  wollen  wir  zur  grös- 
seren Allgemeinheit  ein  analytisches  Verfahren  einschlagen. 

Sind  S^^  S^^  ...  Sa  oder  £ai  -^a-ii  .--  ^i  die  Scheitelpunkte*  der 
aufeinander  folgenden  Flächen,  F  und  <Z>  die  beiden  Hauptbrenopunkte, 
f  und  q>  die  Brennweiten,  Ha  und  ffß  die  Hauptpunkte,  üTa  und  ICß  die 
Knotenpunkte,  a^  und  a^  die  Oerter  der  Hauptpunkte  bezüglich  der  ersten 
and  letzten  Fläche,  k^  und  k^  die  der  Knotenpunkte,  so  werden  die 
dioptrischen  Gleichungen  bestimmt  sein,  wenn  gefunden  sind: 

*  Gauss,  Dioptrische  Untersuchungen.  GOttingen  1841. 
**Casorati,  Le  proprietä  cardinali  dei  cannocchiali  anche  non  centrati. 
Milane  1872.  S.  102.  —  Matthiessen,  L.,  Die  Differential gleichangen  derDiop- 
trik  oontinuirlich  geschichteter  Linsen  and  ihre  Anwendung  auf  die  Dioptrik  der 
Kiystalllinse.  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  XXIV.  S.  305,  1879;  Pflüger's  Arch.  f.  d. 
geg.  Phygiol.  XIX,  S.  484,  1879.  ~  Ferraris,  Galileo,  Sui  cannocchiali  con  obb- 
iettivo  composto  di  piü  lenti.    Torino  1880.    S.  7;  Atti  B.  Acc.  di  Torino  XVI.; 
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I.   S^F  und  ZjO), 
II.   JSTa^—Z'iind  ffßO=(p, 

III.  B^tS^^a^  und  HßZ^^a^, 

IV.  KaS^^k^  und  Kpl^^k^. 

1.  Wir  suchen  zunächst  die  Relationen  ftlr  die  Focaldistansen  5,f 
und  ^x^- 

Besseichnen  wir  die  vorderen  Brennweiten  der  a  FlSchen  bezfiglich 
der  sie  einschliessenden  Medien  mit^/*!,  /'^^  •••  /«>  <^^®  hinteren  mit  ^^y 
9>si  •••  9>a9  die  Abstände  der  Object-  und  Bildweiten  bezüglich  der  ein- 
zelnen Flächen  mit  s^^  s^^  s^^  ...  ^2«— i»  so  ist 

5q  S^  S^  S^  *2«-2         *Ja— 1 

wobei  die  Strecken  /*..  und  S2m^2  als  wesentlich  negative  Grössen  in 
betrachten  sind. 

Denken  wir  uns  den  Hauptobjectpunkt  axial  oder  paraxial  vor  dem 
System  in  ß^,  sein  Bild  in  ß^,   dessen  Bild  in  B^  u.  s.  f.,  und  sind  dp 
£^,  ...  cfa— 1  die  gegenseitigen  Abstände  der  FlächeUi  so  wird  offenbar  sein: 
Sj  5j  =  j0,  5j  5j      =  5j  =  5j+ d, , 


Sa5a  =  ^Ja-J  =  ^2a— 8— ^'a— i;  5«  ^«4.1  =  52«-!. 

Aus  der  Gleichung  1)  ergeben  sich  folgende  Relationen: 


2)  .^^0        =A  + 

*2  =^2  + 


*2a— 2  =  /a4' 


faVa 


—  Va  +  *2a-l 

Wenn  dagegen  der  Hauptobjectpunkt  hinter  dem  System  in  ß^  liegt,  sein 
Bild  .in  ß^  u.  s.  f. ,  so  wird  sein : 

-2^^  =^2a-8  =  *2a-2  +  rf«-l,  ^ß^        =  «2«-4  =  *?• —J  — rf«-J, 


Aus  den  Gleichungen  1)  ergeben  sich  die  Ausdrücke: 

^afa 


3)  ^2a— 1  =  Va 

*2a— 8  =  9a-l 


rf«-l  +  /a  — *2«-S 
«'a— 2  +  /a— 1  — *2a— 5 


'1        *0 
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Werden  nun  52«-i  resp.  Sq  gleich  oo,  so  geht  B^  in  F,  resp.  ß^  in  O 
über.  Auf  diese  Weise  werden  die  Focaldistanzen  von  der  ersten  und 
letzten  Flftche  bestimmt  durch  die  beiden  Eettenbrüche: 


4)  S,F=ri  + 


/>i 


5)    £^0  =  ipa' 


/i-<Pl  +  <'l  + 


(Pafa 


/L?2 


A  — 9^2  +  ^2  +»■«    ,  /"a-iyg-l 


/*«  — <JPa-!+d«-l 


/a-9a-l  +  ^a-l  + 


9>a-l/«-1 


/«-l-9«-2  +  ^a-2  +  •  •  • 


yg/g 


Wir  führen  jetzt  einige  abgekürzte  Bezeichnungen  ein.  Sind  F^  und 
4>j  die  partiellen  Brennpunkte  der  Fläche  S^,  F^  und  0^  die  der  Fläche 
S^  u.  s.  f.,  so  nennen  wir 

^l<^l  =  'lt      ^2<^2  =  «8     U.  8.  W. 

die  primären  Focalinterstitien, 

die  secundären  Focalinterstitien. 
Da  nun  allgemein 

^m  ^m  +  l  ==  /m  +  l  —  9m  +  ^m  =  /m 

das  m^^  secundäre  Focalinterstitium  Jm  ist,  so  lassen  sich  die  gefundeneu 
Focaldistanzen  4)  und  5)  durch  folgende  Determinantenquotienten  dar- 
stellen : 

/i        Vi      0  .  0 

0      -/i   /, 

0         0  .        -/•«-!    /a-l 

<Pa      g^a        0  .  0 

fa  Ja—\     Va—1        •  0 

•  •  •  9^2 

0       0  •      -ft      Ji 

Da  man  jede  Determinante,  ohne  ihren  Werth  zn  TerSndem,  am  ihre 
Nebendiagonale  drehen  kann,  so  sind  die  beiden  Nenner  gleichwertbig; 
diese  Determinante 

Jt     tpi        .  0 

-r»  J,       .         0 

q>a—i 
0        0      -/•._!    Ja-l 


6)  S,F= 


7)Z,«J>= 


1 

0 

0                     0 

0 

Ji 

'Pt         ■           0 

0 

-u 

/, 

. 

• 

<pa-\ 

0 

0 

•       ~fa—l   Jtt—l 

1 

0 

0          ,           0 

0 

Ja-l 

<Pa-\                       0 

0 

-/■—l 

Ja-2         . 

. 

• 

«p, 

0 

0 

•           -/i          Jt 

8) 


-Ä«- 


a  — 1 


nennen  wir  fortan   die  Interstitialdeterminante.     Weil   ausserdem 

^  OF  THB    ^^y  ' 

UNIVERsiTY 
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0      .  -f„-x  J.-i 


dRa-X 


dJ, 


Ji    Vi       ■         0 

-fi  h    • 

=Ä.-J 

.       V«-» 

0     .  -/•._,  J.-1 

80  ergeben  sich  für  die  beiden  Foealdistansen  die  Antdrficke: 

9)  S,f= ^ ^^1^. 

10)  £,€>  = ^ ^-^^^=±- 

Entwickelt  man  den  Kettenbruch  5)  nur  bis  zum  ersten  Partialnenner, 
also 


£^<X^^fPu 


=  V«- 


SO  hat  der  Nenner  Af«-.i  eine  bemerkenswerthe  geometrische  Bedentang. 
Es  ist  nämlich 

und  weil  ß^  der  hintere  Brennpunkt  des  vorangehenden  Systems  von 
a  — 1  Flächen  ist,  so  bedeutet  if«»i  den  Abstand  des  vorderen  Brenn- 
punktes der  hinzutretenden  Fläche  5^  oder  £^  vom  hinteren  Brennpunkte 
des  vorangehenden  (wachsenden)  Systems.  Wir  nennen  deshalb  if«-i 
das  secundäre  Focalinterstitinm  des  wachsenden  Systems. 
Weiter  ist  nun 

und  wenn  wir  den  Kettenbruch  5)  einführen. 


|1       0  0 

0  -/;_i  •/.-, 


I  ^_i     V.-,       0  0 

11)  .¥..!  =  :    0    -/.-, /.-3    .    . 

[       •  •  •  -Vi 

0  0         .       -/,  y, 

Dreht  man  die  beiden  Determinanten  um  ihre  Nebendiagonalen ,  so  erhält 
die  Relation 


.      0 


U) 


-V— 1  = 


i?.-i 


K«  lä:M»t  sich  noch  eine  andere  Gleichung  f&r  Jf«_i  fioden.  Beseich- 
nea  wir  nämlich  die  hinter«  Breunweite  desselbeu  vorangehenden  (wsch- 
f^ndeu"^  System»  v\\u  «  —  1  Flächeu  mit  ^p^i  und  den  Abstand  seines 
IL  Hampipunkle«  vi>n  ^  mit  i>«.t*  so  ist  a«ek 
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Wir  nennen  fortan  Da^\  das  secnndäre  Hauptpnnktsinter- 
stitinm  des  wachsenden  Systems.  Da  die  Hauptpunkte  der  ein- 
zelnen Flächen  in  diesen  selbst  coincidiren ,  so  ist  an  sich  klar,  dass  die 
primären  Hanptpnnktsinterstitien  gleich  Null,  die  secundSren 
gleich  </| ,  d^y  ...  ^a  sind.  Der  Werth  von  D^-i  wird  sich  durch  die 
Interstitialdeterminante  ausdrücken  lassen,  wenn  dies  für  die  Brennweite 
(p  möglich  ist. 

2.  Wir  suchen  demgem&ss  die  Relationen  für  die  snb  II  erwähnten 
Focaldistanzen ,  also  für  die  Hauptbrennweiten  /  und  <p. 

Wenn  die  Abstände  conjugirter  Punkte  bezüglich  der  Hauptpunkte 
Bf,  und  Bß  des  ganzen  Systems  mit  Xq  und  x^  bezeichnet  werden ,  so  ist 

Xq  a?j 
Betrachten  wir  nach  Gauss  statt  der  Flächen  ihre  Tangentialebenen 
und  denken  uns  ein  unendlich  dünnes  Strahlenbündel  eines  axialen  oder 
paraxialen  leuchtenden  Punktes  von  vorn  in  das  System  eintretend,  so 
schneidet  dasselbe  die  aufeinander  folgenden  Flächen  in  Punkten,  deren 
Ordinaten  der  Reihe  nach  sind: 

Aus  ähnlichen  Dreiecken  ergiebt  sich  alsdann  folgende  Reihe,  von  Propor- 
tionen: 

^2     •      *8     =^8'-      *«» 


Ist  ferner  17  die  gleiche  Ordinate  der  Punkte,  in  welchen  die  beiden 
Hauptebenen  vom  eintretenden  und  austretenden  Strahlenbündel  geschnit- 
ten werden,  so  ist  noch 

V'^o^l/i'^oy     y«:*2a-i  =fl'X^, 
Die  Multiplication  sämmtlicher  Proportionen  ergiebt  die  Gleichung 

Ist  der  vordere  Hauptbrennpunkt  P  leuchtender  Punkt,  so  ist  3C^'=^fy 
s^^S^F  und  OTi  =  52a - 1  =  00 ,  alßo 

15)         /=5,F S^.S^.S^,..S2a^2 ♦ 

Ist  dagegen  der  hintere  Brennpunkt  <Z>  leuchtender  Punkt,  so  ist  x^^tp^ 
<2o-i  =  -2i<P  und  a:o  =  5o  =  Qo,  folglich 

*  Matthiessen,  Grundriss  der  Dioptrik  geschichteter  Li nsensysteme.    Leip - 
äg  1877.    8.  79. 
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16)        ip  =  £^0' 


5j » 5g  .  5j^ . . .  S^a^-Z 


Mit  Hilfe   der  Gleichnngssysteme   2)    nnd   3)   lassen   sich   nnn  die  Quo- 
tienten 

'J^!t=l and  ^=5 

«Jm-J  +  dm  — 1  SJm-S  — rf«.— 1 

auf  folgende  Art  in  Determinanten  ausdrücken. 
Man  findet  leicht  mit  Voransetznng  von  6) 

1       9-1     0 


S,F=A 


s,  +  d^ 
nnd  schliesslich 


=A 


-1    Jt    v, 

0  -r,  j. 


1       v,     0 

-1      J»     »s 

0     -fz   /, 


:«._,=/•,  {7,  :Ä._,, 


:     U,    =rtU,:ü, 


S2a— 2 


n.  S.   f. 


-^ra\l\:üa^i^fuüa:Ua^l. 


Demnach   ist   üa  =  l    nnd  man   erhält  durch   Mnltiplication   aller  dieaer 
Oleichangen 

17)  jg  —  A  /« /s  •  •  •  /«  , 

Auf  gleiche  Art  findet  man 

18)  rr^  yi^sys-yaC-"^)""^ 


<jp: 


Ä«-l 


Aus  der  Gleichung  12)  folgt  durch  Analogie 

Äa-1  =  Äa— 2«^a— 1» 
Äo— 2=  Äa— S.^a— 2> 


Äi      =     7?o 


M^, 


Da  für  a  =  2  noch  B^  =  M^s=J^  gefunden  wird,  so  ist  Ä^rsl  und  die 
Mnltiplication  der  Gleichungen  ergiebt 

1 9)  /?a—  1  =  ^i  ^%  •  •  •  ^a 1  > 

in  Worten :  Die  Interstitialdeterminante  ist  gleich  dem  Producte  aller  vd- 
einander  folgenden  Focalinterstitien  des  wachsenden  Systems.  Somit  ist 
auch 


20) 
21) 


_         fif%fz'"U        ^ 

M^  M^  M^ . . .  Ma^\ 


•  Vergl.  Gnindriss  etc.  S.  71. 
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Ans  beiden  Gleichungen  folgt  sofort  die  bekannte  Relation 
22)  (p^='—n^n^,.,naf^=--nf. 

3.  Die  Relationen  9),  10),  17)  und  18)  setzen  uns  in  den  Stand, 
die  Werthe  der  Hanptpunktsdistanzen  a^  nnd  or^,  sowie  der  Knotenpunkts- 
difitanzen  k^  und  k^  durch  die  Interstitialdeterminante  auszudrücken.  Es 
ist  nämlich  „  „  ,      «  „ 

KßSa^k^^-^f-^Z^O. 
Man  findet  demgemäss 

,,)      ...   _M^ (A+fe-^)' 

Es  lässt  sich  nunmehr  auch  das  secundäre  Hauptpunktsinterstitinm 
des  wachsenden  Systems  mit  Hilfe  von  12)  und  13)  durch  die  Intersti- 
tialdeterminante  ausdrücken;  es  ist 

^a-l  =  <P-t  — /"a  +  ^a-l, 

also 

Ein  Gleiches  gilt  endlich  von  dem  Interstitium  der  Hauptpunkte  Hay  Hß 
nnd  der  Knotenpunkte  K^^  Kp.     Dasselbe  ist 

28)  £=^+«1  — «2  =  ^  +  ^1""  ^2» 

wo  ^  =  </^  +  rfg+...  +  rf««.i  zu  setzen  ist. 

4.  Wenn  statt  einer  Reihe  von  brechenden  Flächen  lauter  Systeme 
gegeben  sind,  so  gelten  sämmtliche  Formeln  auch  für  diesen  Fall.  Weil 
die  Fnndamentalformel  1)  dieselbe  bleibt,  so  bleibt  die  Interstitialdeter- 
minante unverändert  die  gleiche,  nur  treten  an  die ^telle  der  singulären 
Abscissenanfangspunkte  5^,  5,,   ...  die  Doppelpunkte 

^1,1^2,1,       -^1,2^2,2,       ^1,3-^2,8    ^.   «•    f. 

Setzt   man    die    secundären    Hanptpunktsinterstitien    der    Partialsysteme 
wieder,  wie  folgt: 

-%,!  ^1,2  ==«?!,       '^2,2^1,3=<2^»       -^2,3^1,4  =  ^3     W.    «•    ^ • » 
80   ist  • 

^1,1  ^1  =  *0'  ^2,1  /?,  =  Sj  =  ^2  +  rfi , 

^1,2^2  =*2  =  *1~^H  ^2,2^3  =  *8=%  +  ^2i 

U.  S.  W.  U.  S.  W. 


350      Allgemeine  Foimeln  etc.     Von  Prof.  Dr.  L.  Hatthibssbn. 


Es  ist  mithin  auch  für  diesen  allgemeinen  Fall  Ji^^f^—iPi  +  ^i*    Dabei 
bleibt  zn  beachten,  dasa 

a)  die  Hanpt-  und  Knotenpunktsdistanzen  a^  and  k^  der  Combination 
aller  Partiais jsteme  vom  I.  Hauptpunkte  des  ersten  Systems,  o« 
und  Ar,  vom  II.  Hauptpunkte  des  letzten  Systems, 

b)  das  secundäre  Focalinterstitium  des  wachsenden  Systems  Ma-\ 
jedesmal  vom  II.  Brennpunkte  der  Combination  aller  Toraa- 
gehenden  Systeme  bis  zum  I.  Brennpunkte  des  hinzutretenden 
Systems,  und 

c)  das  secundäre  Hauptpunktsinterstitium  des  wachsenden  Systems 
Z>a-i  jedesmal  vom  II.  Hauptpunkte  der  Combination  aller  voran- 
gehenden Systeme  bis  zum  I.  Hauptpunkte  des  hinzutretenden 
Systems  gerechnet  werden. 

Wenn  die  begrenzenden  Medien  von  gleichem  BrechungsvermSgen 
sind,  so  wird  offenbar  /'j  =  — 9^,  /*,  =  — g>g  n.  s.  f.  und  /*=  — y.  In  die- 
sem Falle  wird  die  Interstitialdeterminante 


Äa-l  = 


V%    ^%    ^a 


0 


n 


0     0 


0 
0 

v«— 1 


0         q>a-2     Ja-9 


0 
0 


0 


0 


V2 


5.  Wenn  ein  centrirtes  System  brechender  sphärischer  Flächen  von 
continuirlich  variabler  optischer  Dichtigkeit  vorliegt,  welches  von  svei 
Medien  begrenzt  ist,  die  mit  der  Trennungsfläche  gleiche  Brechungsver- 
mögen besitzen,  so  lassen  sich  mit  Hilfe  der  aufgestellten  Gleichungen 
auch  die  Differenziale  der  Variabein  /,  <)p,  a^,  a^  und  c  darstellen,  wie 
bereits  früher   von   mir  in   mehreren  Abhandlungen  gezeigt  worden  ist* 

*  Man  sehe:  Zeitschr.  fc  Math.  u.  Phys.  XXIV.  187»;  XXVI,  1881;  XXVIII, 
1883;  and  Pflüger*8  Arch.  f.  d.  ges.  Physiol.  XIX,  1879;  XXXU,  1888.  Man  vergl 
auch  üermann,  Die  Differentialgleicfanngen  etc.,  in  Pflüger 's  Arch.  XXYU» 
S.  309,  1882. 

Rostock,  U.  April  1884. 


XVIII. 

üeber  die  einer  algebraischen  Fläche  eingeschriebenen 

regulären  Tetraeder,  mit  Berücksichtigung  der  Flächen 

zweiter  Ordnung. 

Von 

Dr.  Carl  Hossfeld 

in  Jena. 


Die  nachfolgenden  Zeilen  beschäftigen  sich  hauptsächlich  mit  der 
Aufgabe:  Einen  Ueberblick  zu  gewinnen  über  die  Gesammt- 
beit  der  einer  algebraischen  Fläche  eingeschriebenen  regu- 
lären Tetraeder. 

Die  Möglichkeit  einer  die  allgemeine  Aufgabe  determinirenden  Frage- 
stellung ist  erst  durch  die  Kenntniss  der  Mannichfaltigkeit  der  regulären 
einer  Fläche  eingeschriebenen  Tetraeder  gegeben.  Offenbar  kommt  die 
Bestimmung  dieser  Mannichfaltigkeit  auf  die  Bestimmung  der  Mannich- 
faltigkeit aller  ähnlichen  Flächen  gegebener  Ordnung,  welche  einem  (be- 
liebigen) Tetraeder  umschrieben  sind,  hinaus.  Nun  gidbt  es  im  Räume 
siebenfach -unendlich  viel  ähnliche  (und  congruente)  Flächen  n^*  Ord- 
nung für  n'p^l  (nämlich:  die  sechsfach -unendlich  vielen  Bewegungen  des 
Raumes  verwandeln  die  gegebene  Fläche  in  congruente  Flächen,  hierzu 
kommen  für  jede  Lage  derselben  die  einfach -unendlich  vielen  Aehnlich- 
keitstransformationen  in  Bezug  auf  ein  mit  der  Fläche  fest  verbundenes 
Centmm).  Also  sind  unter  sämmtlichen  einem  Tetraeder  umschriebenen 
(oder  durch  vier  feste  Punkte  hindurchgehenden)  Flächen  n*^  Ordnung 
dreifach -unendlich  viel  ähnliche,  oder  was  wesentlich  dasselbe  ist:  einer 
Fläche  n^^'  Ordnung  (n  >  1)  können  dreifach-unendlich  viel 
reguläre  Tetraeder  eingeschrieben  werden. 

Damit  ist  zugleich  gesagt,  dass  die  Flächen,  Kanten  und  Ecken 
solcher  Tetraeder  eine  dreifach  -  unendliche  Mannichfaltigkeit  bilden.  Da- 
her muss  jede  beliebige  Ebene  des  Raumes  im  Allgemeinen  eine  endliche 
Anzahl  von  Tetraederflächen  enthalten;  dagegen  wird  nicht  jeder  belie- 
bige Strahl  die  Kante  eines  regulären  eingeschriebenen  Tetraeders  tragen, 
vielmehr  werden  diese  Kanten  innerhalb  der  vierfach  -  unendlichen  Strah- 
lenmannichfaltigkeit  einen  Complex  bilden;  endlich  muss  jeder  Punkt 
^^  gegebenen  Fläche  Eckpunkt  von  unendlich -vielen  Tetraedern  der 
erwähnten  Art  sein. 
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Hiernach  treten  an  Stelle  des  allgemeinen  Problems  folgende  Haupt- 
fragen : 

1.  Wieviel  Seitenflächen  regulärer,  einer  Fläche  n^*^  Ordnung  ein- 
geschriebener Tetraeder  liegen  im  Allgemeinen  in  jeder  Ebene? 

2.  Welches  ist  der  Grad  des  durch  die  Kanten  aller  regulären»  einer 
Fläche  n^^  Ordnung  eingeschriebenen  Tetraeder  gebildeten  Strahlencom- 
plexes  ? 

3.  Welchen  Kegel  erzeugen  die  Kanten,  welchen  Kegel  umhüllen 
die  Flächen  sämmtlicher  regulären  Tetraeder  im  Allgemeinen ,  welche  in 
einem  Punkte  einer  Fläche  n^"  Ordnung  dieser  eingeschrieben  sind? 

Diesen  unmittelbar  sich  ergebenden  Fragen  lässt  sich  leicht  eine  Fölle 
weiterer  anreihen.  In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  nur  die  erste  Haupt- 
frage erledigt;  das  allgemeine  Problem  erscheint  durch  ihre  Beantwortung 
als  im  Wesentli<Aen  gelöst.  Der  erste  Theil  bezieht  sich  auf  algebraische 
Flächen  überhaupt,  der  zweite  Theil  verbreitet  sich  Ober  die  Formen^ 
welche  die  allgemeinen  Resultate  für  den  besondem  Fall  der  Flächen 
zweiter  Ordnung  annehmen. 


I.  Theil. 
§  1.  Darleping  einer  fundamentalen  geometrisohen  Betrachtungsweis«. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  auf  geometrischem  Wege  gelingt  mit  Hilfe 
einer  Betrachtungsweise,  die  sich  im  Allgemeinen  folgendermassen  cht- 
rakterisiren  lässt.  Gewisse,  zunächst  in  der  Ebene  sich  abspielende  Be- 
wegungsvorgänge werden  als  Projectionen  räumlicher  Configuratiooen 
aufgefasst,  indem  man  den  Parameter  der  Bewegung  als  dritte 
Coordinate  deutet.  Diese  Auffassung  kann  als  eine  rein  geometrisdie 
bezeichnet  werden,  da  sie  sich  nur  auf  die  Grundsätze  der  Projectton 
stützt.  Die  weiterhin  verwerthete  Deutung  des  Parameters  einer 
räumlichen  Bewegung  als  vierte  Coordinate  im  Baume  von 
vier  Dimensionen  ist  dagegen  nur  eine  geometrische  Interpretation 
analytischer  Gleichungen. 

Durch  die  veränderte  Deutung  der  Gleichungen  können 
gewisse  Eliminationsresultate  sofort  überschaut  werden, 
weil  sie  nun  in  Gestalt  bekannter  algebraisch-geometrischer 
Sätze  sich  darbieten. 

Doch  wird  die  allgemeine  Auseinandersetzung  an  Verständlichkeit 
gewinnen  durch  Betrachtung  derjenigen  besonderen  Fälle,  welche  für  das 
Spätere  von  Wichtigkeit  sind. 

1.  Eine  Curve  C<">  n^^'  Ordnung  bewege  sich  in  der  Ebene  t  derart, 
dass  ihre  Punkte  parallele  gerade  Linien  beschreiben.     Jedes  Glied  Cr 
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der  80  entstehenden  Carvenschaar  kann  als  Besnltat  der  Parallelprojec- 
tion  eines  zu  c  parallelen  ebenen  Schnittes  tt  mit  einem  über  C(")  stehen- 
den Cjlinder  JT^"^  n^^  Ordnung  angesehen  werden;  man  braucht  nnr  in 
einer  in  der  Richtung  der  Bewegung  senkrecht  auf  e  stehenden  Ebene  1/ 
die  Erzeugende  des  Cjlinders  /*<")  und  die  Directriz  der  Projection  be- 
liebig, aber  yerschieden  von  einander  anzunehmen. 

In  der  Sprache  der  analytischen  Geometrie  heisst  dies:  Man  fasse 
in  der  Gleichung: 

velcbe  eine  Schaar  ebener  Cnrven  n***'  Ordnung  darstellt,  wenn  man  k 
die  Werthe  von  —00  bis  +00  ertheilt,  diesen  Parameter  als  2-Coordinate 
anf,  so  erhftlt  man  die  Gleichung: 

/^(«)(x,y,z)  =  0 
eines  Cylinders  n^^^  Ordnung. 

2.  Alle  ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Kegelschnitte  Ci^\  welche 
einen  festen  Kegelschnitt  E^^  in  der  Ebene  c  doppelt  berühren ,  können 
als  successive  Parallelprojectionen  aller  zur  Ebene  s  parallelen  Schnitte 
(i  mit  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  F^^^  betrachtet  werden.  Um  diese 
Projection  herzustellen ,  construire  man  über  A"^^)  einen  Cylinder  r^^\  lege 
durch  einen  beliebigen  der  Kegelschnitte  CP^  eine  Fläche  zweiter  Ord- 
nung, welche  JT^^  längs  eines  Kegelschnittes  berührt,  und  betrachte  nun 
als  Directrix  der  Projection  eine  Erzengende  des  Cjlinders  J^^^. 

Es  sei  ^/ow       \      /v 

die  Gleichung  des  festen  Kegelschnitts  K<^\  so  kann  man  die  Gleichung 
eines   doppeltberührenden   Kegelschnitts   CP^    immer    in    der   Form    an- 

nehmen:  f^'^ (x,  v)  -  [g (x,  y)Y  =  0 , 

worin  g{(Pfy)  =  0   die  Gleichung  der  Berührungssehne  darstellt.     Bildet 

man  nun  die  Gleichung: 

X«-2A^(a:,y)+[^(a?,y)P-/^^)(«,y)=0, 
80  Stellt  dieselbe,  wenn  man  dem  Parameter  A  alle  Werthe  von  —  oo  bis 
+  00  zuertheilt,  sämmtliche  den  Kegelschnitt  iT^^^  doppelt  berührende 
Kegelschnitte  dar,  welche  dem  CP^  ähnlich  sind  und  mit  ihm  ähnliche 
Lage  haben.  Fasst  man  hingegen  X  als  z-Coordinate  auf,  so  repräsen- 
tirt  die  Gleichung  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  und  setzt  man  z  con- 
stant,  so  erhält  man  die  Projection  eines  ebenen,  der  a:y- Ebene  paral- 
lelen Schnittes ,  also  einen  den  ir<^>  doppelt  berührenden  Kegelschnitt. 

3.  Eine  Fläche  F^"^  «*•'  Ordnung  bewege  sich  im  Baume  q  derart, 
dass  ihre  Punkte  parallele  gerade  Linien  beschreiben.  Die  Gleichung  der 
80  entstehenden  Flächenschaar  kann  in  der  Form  angenommen  werden: 

Z«ltaehzift  f.  Mathematik  a.  Physik  XXIX,  6.  ^3 
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worin  l  einen  Parameter  bedeutet,  dessen  snccessiven  Wertben  von  +od 
bis  —00  alle  Glieder  der  Flächenscbaar  entsprechen.  Man  kann  aber  X 
als  vierte  Coordinate  in  Bezug  anf  ein  vieraxiges  Coordinatensjstem  im 
Räume  von  vier  Dimensionen  deuten;   dann  stellt  die  obige  Gleichung: 

ein  Punktgebilde  n^^^  Ordnung  von  dreifacher  Unendlichkeit  dar.  Setzt 
man  in  dieser  Gleichung  l=^constans,  so  erhält  man  die  Gleichung  einer 
Fläche  der  Schaar  im  Räume  Qy  welche  als  Resultat  der  Parallelprojec- 
tion  eines  zu  q  parallelen  räumlichen  Schnittes  mit  dem  Gebilde  f^^>  (x^  y,  2,  /) 
=  0  angesehen  werden  darf;  die  Richtung  der  Projection  ist  diejenige 
der  f-Axe. 

4.  Auf  Grund  analytischer  Gleichungen  kann  man  die  Schaar  ähn- 
licher und  ähnlich  liegender  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  eine  solche 
F^^^  im  Räume  q  längs  Kegelschnitten  bertihren,  als  Resultate  der  Pro- 
jection aller  dem  Räume  q  parallelen  räumlichen  Schnitte  mit  einem 
Punktgebilde  zweiter  Ordnung  von  dreifacher  Unendlichkeit  im  Räume 
von  vier  Dimensionen  betrachten.     Ist  nämlich 

die  Gleichung  der  festen  Fläche  F^^)  zweiter  Ordnung,  und 

die  Gleichung  der  einen  Berührungskegelschnitt  enthaltenden  Ebene,  »o 
kann  die  Gleichung  der  in  diesem  Kegelschnitt  die  F^^^  berührenden 
Fläche  zweiter  Ordnung  immer  in  der  Form  angenommen  werden: 

AP'(*.y,«)-[«^(^,y,0]*=o. 

Bildet  man  nun  die  Gleichnng: 

fi -  2lg{x,  y,  t)  +  [g{x,  y,  z)]*  -  /^<«(*,  y,t)  =  0 
und  deutet  /  als  vierte  Coordinate  im  Räume  von  vier  Dimensionen,  so 
stellt  dieselbe  ein  dreifach -unendliches  Punktgebilde  dar,  und  setzt  man 
t  =  const, ,  so  erhält  man  eine  Fläche  der  Schaar  im  Räume  q, 

§  2.   Hilfssätie  über  reguläre  Dreiecke  und  regere  Tetraeder. 

Hilfssate  1.  Der  Ort  der  Mittelpunkte  sämmtlicher  regu- 
lären, einer  ebenen  Curve  n^^"^  Ordnung  eingeschriebenen 
Dreiecke  ist  eine  Curve  von  der  Ordnung 

3 

Es  sei  C^^^  die  in  der  Ebene  s  gegebene  Curve  n*^  Ordnung.  Ib^ 
/1  ein  reguläres,  der  C<">  eingeschriebenes  Dreieck  mit  den  Ecken  i^,  ^) 
C  und  dem  Mittelpunkte  Af^  und  dreht  man  die  Ebene  b  im  Punkte  M 
um  |jr  und  -Jt^,   so  dass  C<">  in  die  Lagen  C'<">  und  C"<">  übergeht,  so 
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flind  die  drei  Punkte  A^  B^  C  allen  drei  Curven  C<">,  C'<"),  C"<">  gemein- 
schaftlich. Umgekehrt:  Dreht  man  die  Ebene  c  in  einem  Punkte  M  um 
I»  und  ^ity  so  dass  Ct">  in  die  Lagen  C'<">  und  C"<">  übergeht,  und 
haben  dann  die  drei  Curven  einen  Punkt  A  gemeinsam,  so  haben  sie 
auch  noch  einen  zweiten  B  und  einen  dritten  C  gemeinsam  derart,  dass 
ABC  ein  reguläres  der  C^^^  eingeschriebenes  Dreieck  mit  dem  Mittel- 
punkte M  bilden.  Es  fragt  sich  nun,  wieviel  Punkte  Ulli  einer  willkär- 
lieh  angenommenen  geraden  Linie  ^  in  e  die  Eigenschaft  haben,  dass 
eine  zweimalige  Rotation  in  denselben,  wie  sie  eben  angegeben  wurde, 
eine  Coincidenz  dreier  Curvenpunkte  hervorruft? 

Ffihrt  man  die  erwähnte  Drehung  der  Ebene  e  successive  in  allen 
Punkten  der  Geraden  g  aus,  so  erhält  man  zwei  Schaaren  von  Curven 
n'«' Ordnung  C»  und  C"(")  mit  folgender  Eigenschaft:  Jedes  Glied  einer 
solchen  Curvenschaar  geht  aus  einem  beliebigen  dadurch  hervor,  dass  die 
Punkte  des  letzteren  sich  in  parallelen  geraden  Linien  fortbewegen ,  deren 
Bicbtnng  gegen  g  um  j^t,  resp.  \n  geneigt  ist. 

Jedem  Punkte  Mk  auf  g  gehört  eine  Curve  C'^^^  und  eine  C^'^"^  zu. 
Wir  finden  nun  die  auf  g  gelegenen  Mittelpunkte  regulärer  Dreiecke, 
wenn  wir  die  Schnittpunkte  der  C^")  mit  der  als  Ort  der  Schnittpunkte 
entsprechender  C'<")  und  C"<">  definirten  Curve  6  zu  regulären  Dreiecken 
zusammenfassen  und  deren  Mittelpunkte  aufsuchen.  Welches  ist  aber  die 
Ordnung  der  €?  Wir  verweisen  die  Lösung  dieser  Frage  in  den  Baum, 
indem  wir  die  beiden  Curvenschaaren  C'^"*^  und  C"^"^  als  Resultate  der 
Parallel projection  aller  zu  e  parallelen  Schnitte  e,-  mit  zwei  Über  ent. 
sprechenden  Curven  C>)  und  C^'^">  stehenden  Cjlindern  JT^"^  und  r"("> 
n^  Ordnung  betrachten.  Durch  Drehung  der  Ebene  c  im  Punkte  M^ 
der  Geraden  g  xim  \n  und  |jr  gehe  C"  über  in  C'^*^^  und  CJ'^"\  g  in  g'Q 
und  g'\'^  in  den  beiden  in  g'^  und  g\  senkrecht  auf  s  stehenden  Ebenen 
1}'  und  n"  nehme  man  nun  die  Erzeugenden  der  beiden  über  C'^^>  und 
C^'<"'  stehenden  Cjlinder  r'<"^  und  r"<"^  so  an,  dass  sie  gegen  g\  und 
g"^  resp.  gleiche  Neigung  haben;  die  Directrix  der  Projection  ist  dann 
die  den  Ebenen  r[  und  r{'  gemeinsame,  in  M^  senkrecht  auf  s  stehende 
Gerade  s^. 

Es  treffen  sich  nun  die  beiden  Cy linder  r'<">  und  r"<»>  w*«'  Ord- 
nung in  einer  Raumcurve  von  der  Ordnung  n^  deren  Projection  in  die 
Ebene  e  eine  ebene  Curve  €  von  derselben  Ordnung  ergiebt.  Betrachtet 
man  jetzt  die  n'  Schnittpunkte  der  ^(">  und  (S,  so  erkennt  man,  dass 
nicht  alle  zu  regulären  Dreiecken  gehören ,  nämlich  diejenigen  n  Punkte 
nicht,  in  welchen  C^")  von  g  geschnitten  wird  (und  welche  offenbar  zu 
^  S  gehören).     Es  kommen  also  im  Ganzen  nur  tfi  —  n  Punkte  in  Betracht, 

ffi  —^  it 
welche  zu  dreien  — ^ —   reguläre  der  C^">   eingeschriebene  Dreiecke  mit 
<> 

23» 
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den  Mittelpunkten  anf  p  liefern,   oder:  die  Ordnung  der  „MittelpnnktB- 

(„_i)„(„+i) 

—  I     W.  2.  D.  W. 
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ZusaUf.  Die  Mittelpnnktscurve  der  regulären  eingeschrie- 
benen Dreiecke  bat  überall  da  einen  Doppelpunkt,  wo  die 
ursprüngliche  Curve  einen  solchen  besitzt. 

Man  lege  die  Gerade  g  durch  den  Doppelpunkt  2>  der  Curve  C^^K 
Durch  Drehung  der  Ebene  c  im  Punkte  D  um  ^n  und  ^n  mag  C(">  in 
CJj^*>  und  C^^"^  übergehen ;  beide  Curven  seien  die  Basen  der  beiden  Cy- 
linder  2^^"^  und  Z^'*")  »**'"  Ordnung,  welche  wie  vorhin  erzeugt  sind.  Man 
sieht,  dass  die  durch  D  hervoi^erufenen  Doppelgeraden  d'  und  d"  dieser 
Cylinder  in  jenem  Punkte  sich  schneiden,  dass  ihre  Schnittcurve  der 
Ordnung  n\  und  mithin  auch  deren  Projection  €  in  e  im  Punkte  D  einen 
vierfachen  Punkt  besitzt.  Von  denn'  gemeinsamen  Punkten  der  C<"> 
und  der  €  sind  daher  ausser  den  n  — 2  Punkten  auf  p  noch  die  acht 
in  D  coincidirenden  gemeinsamen  Punkte  auszunehmen;  es  bleiben  mit- 
hin nur 

n8-(n-2)-8  =  n3-n-6 

Punkte  übrig,  deren  drei  immer  ein  reguläres  der  C^^^  eingeschriebenes 
Dreieck  liefern  mit  dem  Mittelpunkt  auf  g.  Auf  dieser  durch  D  gehen- 
den, willkürlich  gewählten  Geraden  liegen  demnach  nur  noch 

3 3~~  ^ 

Mittelpunkte,  oder  D  ist  für  die  Mittelpnnktscurve  ein  Doppelpunkt.  Die 
beiden  der  C<")  eingeschriebenen  regulären  Dreiecke,  welche  ihre  Mittel- 
punkte in  D  haben,  sind  Nulldreiecke. 

Hüfssatg  2.  Die  Spitzen  aller  regulären  Tetraeder,  deren 
Basisdreiecke  einer  ebenen  Curve  n^^'' Ordnung  eingeschrie- 
ben sind,  bilden  eine  Raumcurve  von  der  Ordnung 

2  3 

Der  Hilfssatz  1  lehrt  uns,  dass  die  Mittelpunkte  aller  regulären  einer 
C^">   eingeschriebenen   Dreiecke   auf  einer  Curve  Cjif  von   der   Ordnung 

^ liegen.     Ergänzen   wir  nun  jedes  dieser  Dreiecke  nach 

beiden  Seiten  der  Ebene  e  hin  zu  regulären  Tetraedern,  so  liegen  die 
Spitzen    sämmtlicher    so    entstandenen    Tetraeder    auf   dem   Cylinder  F 

von   der    Ordnung   ^^ ^— >    welcher  senkrecht  über   der  Mittel-a 

o 

punktscurve  Cm  steht,  und  bilden  eine  Raumcurve  Ä«,  welche  wir  auch 

„  Curve  der  Tetraederspitzen "  nennen  wollen.     Um  die  Ordnung  dieser 
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Rß  zu  bestimmen ,  suchen  wir  sie  darzustellen  als  Schnitt  zweier  Flftchen, 
deren  eine  der  erwähnte  Cylinder  F  ist.  Wie  werden  wir  die  zweite 
FUcbe  definiren,  so  dass  sie  noth wendig  die  gesuchte  Raumcurve  enthält? 

Man  construire  alle  regulären  Dreiecke,  von  denen  je  zwei  Ecken 
auf  C<">  liegen ,  und  ergänze  sie  nach  beiden  Seiten  der  Ebene  e  hin  zu 
regulären  Tetraedern.  Dann  erfüllen  die  Spitzen  der  letzteren  eine 
Fläche  F^  welche  noth wendig  die  Raumcurve  Rs  vollständig  enthält. 

Zunächst  macht  sich  nun  das  Bedürfniss  geltend,  die  Ordnung  der 
Fläche  F  zu  kennen.  Um  dieselbe  zu  finden,  nehmen  wir  eine  Gerade 
g'  im  Räume  willkürlich  an.  Ein  Punkt  Pi  derselben  wird  dann  Punkt 
der  Fläche  F,  d.  h.  Spitze  des  Tetraeders  der  oben  beschriebenen  Art 
sein,    wenn  der  Fusspunkt  Mi  des  von  ihm  auf  s  gefällten  Lothes   das 

Centram  eines  Kreises  i^i  mit  dem  Radius      '        ist,   auf  dessen  Peri- 

pherie  zwei  der  Schnittpunkte  mit  der  Curve  C^")  um  ^n  auseinander 
liegen.  Diese  Bedingung  lässt  sich  auch  noch  anders  aussprechen.  Dreht 
man  die  Ebene  s  in  allen  Fusspunkten  M  (welche  eine  Gerade  g  erfül- 
len) successive  um  ^tt,  so  dass  die  Curve  C^")  in  die  Lagen  C'^")  über- 

PM 
geht,  construirt  auch  den  zugehörigen  Kreis  K  mit  dem  Radius  -r=)   so 

V^ 
müssen  sich  die  beiden  entsprechenden  Curven  C^^"^  und  A'jt  auf  der  C^") 
schneiden,  soll  der  zugehörige  auf  g'  liegende  Punkt  Pu  ein  Punkt  der 
gesuchten  Fläche  F  sein.  Es  bilden  nun  die  Curven  C'^"^  eine  Scbaar, 
wie  sie  S.  352  unter  1,  die  Kreise  £  den  besondern  Fall  einer  Kegel- 
Bchnittschaar,  wie  sie  S.  353  unter  2  beschrieben  worden  ist.  Es  lassen 
sich  daher  die  C'<")  und  £C  als  Projectionen  ebener  zu  b  paralleler  Schnitte 
mit  einem  Cjlinder  J'^")  n^^*^  Ordnung  und  einem  Kegel  Ä^^^  zweiter 
Ordnung  ansehen,  deren  Schnittcurve  2n^^  Ordnung  in  die  Ebene  e  pro- 
jicirt  den  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Curven  C'^*^  und  Ä',  eine 
ebene  Curve  2n*^  Ordnung  liefert.  Da  dieselbe  C<">  in  2n*  Punkten 
schneidet,  zu  welchen  2n'  Dreiecke,  ebensoviel  Punkte  M  und  P  ge- 
hören, so  ist  die  Ordnung  der  Fläche  F  gleich  2/t^ 

Wie  schon  gezeigt,  muss  die  Curve  der  Tetraederspitzen  Rs  auf 
beiden  Flächen  F  und  F  zugleich  liegen,  also  deren  totaler  oder  par- 
tieller Schnitt  sein.  Eine  andere  Erzeugungs weise  der  Fläche  F  zeigt 
uns,  dass  der  Schnitt  derselben  mit  F  aus  zwei  getrennten  Raumcurven 
besteht,  von  denen  die  eine  einfach,  die  andere  dreifach  zu  zählen  ist; 
die  dreifache  Curve  ist  identisch  mit  Bs. 

Es  sei  Sk  eine  zur  Ebene  e  senkrechte  Gerade,  Mk  ihr  Schnittpunkt 
mit  dieser.  Ihre  Schnittpunkte  mit  F  erhält  man  einfach,  indem  man  s 
im  Punkte  Mk  um  ^n  dreht,  wodurch  C<")  in  C'^^^  tibergeführt  wird, 
sodann  die  n^  Schnittpunkte  5,-  (t  =  1,  2,  . ..  n^)  beider  Curven  bestimmt 
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and  von  M^  aus  endlich  auf  Sk  nach  beiden  Seiten  hin  die  2n*  Strecken 
MkS{.y2  abtrftgt. 

Es  sei  nnn  Sq  eine  Erzeugende  des  Cylinders  T,  ihr  Fnsspankt  M^ 
also  ein  Punkt  der  Mittelpnnktscnrve  Cm^  so  sind  drei  Strecken  M^Si  ein- 
ander gleich,  auf  Sq  fallen  also  von  den  2n^  Punkten  je  drei  in  zwei 
Punkten  zusammen.  Da  dies  sich  auf  jeder  Erzeugenden  des  Cylinders 
wiederholt,  so  erkennen  wir,  dass  in  der  That  die  Schnittcurve  von  F 
und  r" in  eine  einfache  und  in  eine  dreifache  Baumearve  zerfällt,  welch* 
letztere  allein  die  Curve  der  Tetraederspitzen  Rs  repräsentirt. 

Die  Ordnung   der  letzteren   ist  nun  sogleich  gefunden.     Eine  zu  e 

senkrechte,   übrigens   beliebige  Ebene  iy   enthält -^ Erzeu- 

gende  des  Cylinders  T,  und  —  da  auf  jeder  solchen  Erzeugenden 
2n'  — 6    einfache    und    zwei  dreifache  Punkte  der  Fläche  F  liegen   — 

(2n«-6)^^ \  ^Punkte  der  einfachen  und  2^^ \^  '  der 

dreifachen  Schnittcurve  von  /"und  T,  in  Summa  also  %rfi- ^ 

o 

Punkte,   d.  h.  genau  soviel,   als   eine   Ebene  mit  der  Schnittcurve   der 

beiden  Flächen  bezw.  von  der  Ordnung  2n*  und  ^ ^ gemein- 

o 

sam  haben  muss.  Daher  ist  die  Ordnung  der  einfachen  Carve  gleich 
(2n*— 6) —^ -y   die  Ordnung  der  dreifachen,  d.h.  der  Raum- 

curve  Ä5,    gleich  2^ '—^ »  w.  z.  b.  w. 

Zfisate.  Die  Raumcurve,  der  Ort  der  Spitzen  aller  regu- 
lären Tetraeder,  deren  Basisdreiecke  einer  ebenen  Curve 
C<")  n**'  Ordnung  eingeschrieben  sind,  hat  überall  da  einen 
vierfachen  Punkt,  wo  die  C(^^  einen  Doppelpunkt  besitzt. 

Es  sei  D  ein  Doppelpunkt  der  C<">;  aus  dem  Zusatz  zum  Hilfssatz 
1  ersehen  wir,  dass  in  D  die  Mittelpunkte  von  zwei  regulären,  der  C^"^ 
eingeschriebenen  Nulldreiecken  liegen.  Hieraus  geht  sofort  hervor,  dass 
in  diesem  Punkte  die  Spitzen  von  vier  Nulltetraedern  sich  vereinigen. 

§  3.   Die  regulären  Tetraeder,  welche  einer  algebraischen  Fläche 
eingeschrieben  sind. 

Wir  sind  nun  in  der  Lage,  die  erste  von  uns  aufgeworfene  Haupt- 
frage, sowie  eine  mit  ihr  eng  verknüpfte  in  zwei  Lehrsätzen  zu  beant- 
worten. 

Lehrsabs  L   Eine  willkürlich  angenommene  Ebene  enthält 

im  Allgemeinen  die  Seitenflächen  von  2n —^ regu- 
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Iflren  einer  allgemeinen  Fläche  n**'  Ordnung  eingeschriebe- 
nen Tetraedern. 

Der  Beweis  ist  sofort  gegeben.  Die  willkürlich  angenommene  Ebene 
f  schneidet  die  Fläche  f  ^"^  n**'  Ordnung  im  Allgemeinen  in  einer  Curve 
(;(•)  f^Uft  Ordnung  ohne  Doppelpunkte.  Nach  Hilfssatz  2  liegen  die  Spitzen 
aller  regulären  Tetraeder,  deren  Basen  der  C(">  eingeschrieben  sind,  auf 

der  Raumcurve  Rs  von   der  Ordnung  2« ^ »    welche  F'">  in 

2««^ '-— ''  Punkten,  den  Spitzen  regulärer  eingeschriebener  Te- 

«> 

traeder,  deren  Basen  in  der  Ebene  c  liegen,  trifft. 

Zusatz.    Jede  Tangentialebene  einer  Fläche  w*«»  Ordnung 

enthält  die  Seitenflächen  von  2rf- '—^ ^  —  4  regulären 

eingeschriebenen  Tetraedern. 

Bekanntlich  ist  die  Schnittcurve  einer  Tangentialebene  im  Beruh- 
ningspunkte  mit  einem  Doppelpunkte  versehen.  Aus  dem  Zusatz  zum 
Hilfssatz  2  wissen  wir  nun,  dass  die  Curve  der  Tetraederspitzen  Rg  im 
Doppelpunkte  der  ursprünglichen  ebenen  Curve  C<"^  einen  vierfachen 
Punkt  besitzt,  hier  also  die  Fläche  F(">  viermal  schneidet,  ohne  endliche 
Tetraeder  zu  liefern.  Daher  rouss  die  im  Lehrsatz  1  gefundene  Zahl  um 
4  vermindert  werden. 

Hiermit  ist  unser  Ziel  im  Wesentlichen  erreicht:  Wir  können  einer 
gegebenen  algebraischen  Oberfläche  beliebig  viel  reguläre  Tetraeder  ein- 
schreiben ,  sobald  wir  die  Schnittpunkte  dreier  bestimmt  definirten  Flächen 
darstellen  können. 

Der    eben    bewiesene  Lehrsatz    legt    uns    die   Frage   nahe,    welche 

Raumcurve   wohl   die  2w —r Spitzen    der  Tetraeder,    deren 

Basen  in  einer  Ebene  liegen,  auf  F^^^  beschreiben,  wenn  diese  Ebene 
parallel  mit  sich  selbst  fortbewegt  wird.  Zum  Zweck  der  Beantwortung 
dieser  Frage  beweisen  wir  zunächst  folgenden 

Hüfssat0.  Die  Spitzen  aller  regulären  Tetraeder,  deren 
Basisdreiecke  einer  Fläche  n^®' Ordnung  eingeschrieben  und 
einer  willkürlich  gewählten  Ebene  parallel  sind,   bilden  im 

Allgemeinen  eine  Fläche  von  der  Ordnung  2 ^ -• 

Die  Fläche,  von  welcher  in  obigem  Satze  die  Rede  ist,*  wird  gebil- 
det durch  die  Oesammtheit  der  „Curven  der  Tetraederspitzen",  welche 
zu  den  einzelnen  Schnittcurven  der  Fläche  F^")  mit  einer  Schaar  paral- 
leler Ebenen  gehört. 

Wir  wollen  diese  Fläche  0  nun  auf  eine  andere  Weise  erzeugen 
tind  aus  dieser  Erzeugung  ihre  Ordnung  herleiten.     Es  sei  s  die  feste 


360     Ueb.  die  einer  algebr.  Fläche  eingeschr.  regnl.  Tetraeder  etc. 

Ebene,  welcher  die  eingeschriebenen  Basisdreiecke  parallel  sein  sollen. 
Nimmt  man  eine  anr  Ebene  c  senkrechte  Gerade  s  an,  welche  F^^^  in  n 
Punkten  trifft,  und  dreht  man  nun  F^")  nm  s  als  Axe  um  ^tc  und  -^^ 
in  die  Lagen  F'<">  und  F"<"),  so  bilden  je  drei  der  n*  —  n  Schnittpunkte 
dieser  drei  Flächen ,  welche  nicht  auf  s  gelegen  sind ,  ein  reguläres  Dreieck, 
welches  F^")  eingeschrieben  und  dessen  Ebene  parallel  zu  $  ist.  Die  Spitzen 

der  2  — ^ —  regulären  Tetraeder,  zu  welchen  jene  Dreiecke  ergänzt  wer- 

den  können,  liegen  auf  s.  Man  nehme  nun  eine  Gerade  g  beliebig  im 
Räume  an;  ein  Punkt  P^  derselben  ist  dann  Punkt  der  Fläche  <^,  wenn 
der  Kreiskegel  A^^,  dessen  Spitze  in  P,-  liegt,  dessen  Axe  die  aus  Pi  nni 
i  gefällte  Senkrechte  Si  ist  und  dessen  Oeffnung  durch  drei  in  einem 
Punkte  zusammentreffende  Kanten  eines  regulären  Tetraeders  bestimmt  ist, 
durch  einen  Schnittpunkt  (und  folglich  auch  noch  durch  zwei  andere)  der 
drei  Flächen  F<">,  F^^''\  f]['<")  hindurchgeht,  von  denen  die  beiden  letzten  ans 
^(")  durch  Drehung  um  Si  als  Axe  um  |:t,  resp.  ^n  entstanden  sind. 

Lässt  man  nun  einen  Punkt  P  auf  g  yorwärtsschreiten  und  construirt 
ffir  jede  Lage  den  zugehörigen  Kegel  K  und  die  entsprechenden  Flächen 
F'(")  und  F"^^\  so  beschreibt  K  eine  Kegelschaar,  wie  sie  auf  Seite  354 
unter  4,  F'<">  und  F"<")  zwei  Flächenschaaren ,  wie  sie  S.  353  unter  3 
gekennzeichnet  wurden.  Die  Zahl,  welche  angiebt,  wie  oft  die  als  Ort 
der  Schnittpunkte  entsprechender  Flächen  F^^">,  Fj^^^^^  Kk  definirte  Raum- 
curve  R  die  F<«)  trifft,  ist  die  Ordnungszahl  der  Fläche  <1>. 

Den  Ausführungen  auf  S.  354  gemäss  betrachten  wir  die  drei  Flä- 
chenschaaren als  Resultate  der  Parallelprojection  räumlicher  Schnitte  mit 
drei  Punktgebilden  5'^"^  TS"^"^  Ä^*^  dreifacher  Unendlichkeit  im  Räume 
▼on  yier  Dimensionen ,  von  denen  die  ersten  beiden  ;t*^,  das  letzte  zweiter 
Ordnung  ist.  Diese  drei  Punktgebilde  haben  ein  einfach -unendliches 
Punktgebilde  der  Ordnung  2n^  miteinander  gemein,  dessen  Projection  in 
den  Raum  der  Fläche  F<">  die  Raumcurve  R  von  derselben  Ordnung  2ffl 
ergiebt.  Jedoch  nicht  alle  Schnittpunkte  der  R  mit  F^")  geben  zu  end* 
liehen  Tetraedern  Anlass,  deren  Basisdreiecke  der  F(*>  eingeschrieben 
sind  und  deren  Spitzen  auf  g  liegen.  In  den  n  Schnittpunkten  der  Ge- 
raden g  mit  der  Fläche  F(")  coincidiren  nämlich  je  zwei  der  2n^  Schnitt- 
punkte entsprechender  Flächen  F^("),  F^'<")  und  A'jt,  welche  der  Raum- 
curve R  angehören,  ohne  d|ss  diese  Schnittpunkte  endliche  Tetraeder 
liefern.  Daher  kommen  von  den  Irfi  Schnittpunkten  der  R  mit  der  F^") 
nur  2n'  — 2n  in  Betracht,  von  denen  je  drei  ein  reguläres  Dreieck  bilden, 
welches  seinerseits  einen  Punkt  der  Fläche  O  auf  der  Geraden  g  bestimmt. 

Es  liegen  demnach  auf  der  letztern  2 — 5 —  Punkte  der  Fläche  <^,  oder: 
die  Ordnung  derselben  ist  gleich  2 ^-~ 1  w.  z.  b.  w. 
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Zusatz.  Die  Fläche,  der  Ort  der  Spitzen  aller  regulären 
Tetraeder,  deren  Basisdreiecke  einer  allgemeinen  Fläche 
n^^'Ordnnng  eingeschrieben  und  einer  festen  Ebene  parallel 
sind,  besitzt  n(n  — 1)^  Doppelpunkte. 

An  eine  allgemeine  Fläche  n^^  Ordnung  lassen  sich  n(n  —  l)^  Be- 
rQhrungsebenen  legen,  welche  einer  festen  Ebene  c  parallel  sind.  In  den 
Berührungspunkten  derselben  haben  die  Schnittcurven  Doppelpunkte.  Es 
sei  p  eine  die  Fläche  F<">  in  der  Curve  C<")  mit  dem  Doppelpunkte  B 
schneidende  Tangentialebene.  Legt  man  durch  den  Punkt  B  eine  belie- 
bige Gerade  g^  so  gehört  derselben  eine  Raumcurve  R  von  der  Ordnung 
2n«  als  Ort  entsprechender  Flächen  F'<»\  /^"<»>,  K  zu,  deren  Schnitt- 
punkte mit  F^^^  zu  drei  je  einen  Punkt  der  Fläche  O  auf  g  bestimmen. 
Die  Raumcurve  R  hat  in  diesem  Falle ,  wo  g  durch  den  Berührungspunkt 
B  der  Ebene  /?  hindurchgeht,  in  B  acht  Punkte  mit  F^")  gemein.  Con- 
stniirt  man  nämlich  die  Flächen  FJJ")  und  F'^<''\  indem  man  F^^^  um  die 
Normale  n  in  ^  als  Rotationsaxe  um  \n  und  ^n  dreht,  ferner  den  Kegel 
Kb^  dessen  Spitze  in  B  gelegen  ist,  so  sind  die  Spuren  der  drei  Flächen 
/^2"\  ^i^"^  ^B  atif  F<")  drei  Raumcurren  mit  je  einem  Doppelpunkt  in  P. 
F<">  bat  demnach  in  B  acht  Punkte  mit  der  Raumcurve  R  gemeinsam,  in  den 
fibrigen  n  — 1  Schnittpunkten  der  g  mit  F^")  wie  gewöhnlich  je  zwei  Punkte. 
Daher  kommen  von  den  2w'  Schnittpunkten  der  R  mit  F^")  nur  2n*— 2(«-l) 
—  8  in  Betracht,  von  denen  je  drei  einen  Punkt  der  Fläche  <I>  auf  g  be- 
stimmen. Es  liegen  demnach  auf  dieser,  wie  auf  jeder  durch  ^  hindurch- 
gehenden Geraden   nur  noch  2 =  2^^ ^ 2  Punkte 

o  o 

der  Fläche  O^   oder:    der  Punkt  B  ist   ein  Doppelpunkt  der  Fläche  <P. 

Ist  F<")  allgemein  vorausgesetzt,  also  von  der  Classe  n(n  — 1)^  so  hat  0 

n(n  — 1)*  Doppelpunkte,  welche  auf  F<")  selbst  gelegen  sind. 

Lehrsaiz  2.  Die  Spitzen  aller  regulären,  einer  allgemeinen 

Fläche    n**'    Ordnung    eingeschriebenen    Tetraeder,     deren 

Basisdreiecke  einer  festen  Ebene  parallel  sind,  bilden  eine 

«                                      ,         ^     ,                Ä    (w  — l)n(n-}-l)        .  ,        ^.« 

Raumcurve    von    der   Ordnung    2w -^ mit    n(n  — 1)" 

Doppelpunkten. 

Die  Raumcurve  Ps^  von  welcher  in  diesem  Satze  die  Rede  ist,  ist 
der   Schnitt    der    Fläche    F<»)   «*«'    Ordnung    mit   O  von    der   Ordnung 

2 '—^ ^1    wie    aus    dem  letztbewiesenen   Hilfssatze  hervorgeht, 

d 

also  von  der  Ordnung  2w-  ^""   ^  -     F<»)  geht  dnrch  die  n(w  — 1)* 

Doppelpunkte  der  Fläche  <P  hindurch,  ohne  an  diesen  Stellen  Singula- 
ritäten zu  besitzen;  ihre  Schnittcurve  mit  O  hat  also  n(n  — 1)^  Doppel- 
punkte, w.  z.  b.  w. 
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Zusammenstellung  der  aufgestellten  und  bewiesenen  Sätze. 

1.  Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  regulären,  einer  ebenen  Curve 
n^^  Ordnung  eingeschriebenen  Dreiecke  ist  eine  Curve  von  der  Ordnung 

1'  welche  überall  da  einen  Doppelpunkt  hat,  wo  die  Grund- 

curve  einen  solchen  besitzt 

2.  Der  Ort  der-  Spitzen  aller  regulären  Tetraeder,  deren  Basisdreiecke 
einer   ebenen  Curve   n^^  Ordnung  eingeschrieben   sind,   ist  eine  Raum- 

curve  von  der  Ordnung  2 1  welche  überall  da  einen  vier- 
fachen Punkt  hat,  wo  die  Grundcurve  einen  Doppelpunkt  besitzt. 

3.  Eine   beliebige  Ebene  enthält  im  Allgemeinen   die  Seitenflächen 

von    2w 1    eine    Tangentialebene    die    Seitenflächen    von 

o 

(n  —  "W  n  (n  JL.  "W  ' 

2n- 4  regulären,  einer  allgemeinen  Fläche  «**"  Ordnung 

eingeschriebenen  Tetraedern. 

4.  Der  Ort  der  Spitzen  aller  regulären  TetraedeY,  deren  Basisdreiecke 
einer  allgemeinen  Fläche  n^  Ordnung  eingeschrieben  und  einer  belie- 
bigen  festen  Ebene   parallel  sind,  ist  im  Allgemeinen   eine  Fläche  von 

der  Ordnung  2 ^ mit  n(n  — 1)^  Doippelpunkten. 

5.  Der  Ort  der  Spitzen  aller  regulären,  einer  allgemeinen  Fläche 
n^'  Ordnung  eingeschriebenen  Tetraeder,  deren  Basisdreiecke  einer  be- 
liebigen festen  Ebene  parallel  sind ,  ist  eine  Raumcurve  von  der  Ordnung 

^    (n  —  l)n[n  +  l)      .       ,        ,^«  ^         ,        , 
2n^ o  ™>^  «(«  —  !)*  Doppelpunkten. 


IL  Theil. 


Die  im  I.  Theile  gewonnenen,  für  Flächen  beliebiger  Ordnung  gil- 
tigen ^ätze  liefern  unter  der  besondem  Annahme  n  =  2  ohne  Weiteres 
ebensoviele  Sätze  für  die  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  die  Verhältnisse  zu  untersuchen,  unter 
welchen  die  allgemeinen  Resultate  im  Fall  der  Flächen  zweiter  Ordnung 
Modificationen  erfahren.  Zu  diesem  Zwecke  haben  wir  zunächst  die  auf 
Curven  n^'  Ordnung  bezüglichen  Sätze  für  die  Kegelschnitte  zu  bilden 
und  die  besonderen  Formen,  welche  diese  Sätze  annehmen  können,  auf- 
zusuchen. 


Von  Dr.  C,  Hossfbld,  363 


§  1.  Hilfssätie  über  reguläre,  einem  Xegelschnitte  eingeschriebene 
Dreiecke*  und  die  ihnen  entsprechenden  regnlären  Tetraeder. 

1.  Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  regnlären,  einem  Kegel- 
ecbnitte  eingeschriebenen  Dreiecke  ist  wiederum  ein  Kegel- 
schnitt; derselbe  serfällt  in  ein  Geradenpaar,  sobald  der 
Grundkegelschnitt  in  ein  Geradeupaar  zerfällt,  und  sein 
Doppelpunkt  fällt  mit  demjenigen  des  Grundkegelschnittes 
zusammen. 

Dieser  Satz  ergieht  sich  unmittelbar  aus  dem  Hilfssatz  1  S.  354 
uebst  Zusatz  für  n  =  2. 

Wir  fQgen  noch  die  leicht  zu  verificirende  Bemerkung  hinzu,  dass, 
im  Falle  der  gegebene  Kegelschnitt  Ii  in  ein  reelles  (im  Endlichen  sich 
schneidendes)  paralleles  oder  imaginäres  Geradenpaar  mit  reellem  Schnitt- 
punkt zerfällt,  der  Mittelpunktskegelschnitt  A^jif  bezw.  in  ein  reelles, 
paralleles  oder  imaginäres  Geradenpaar  ausartet. 

2.  Zu  ähnlichen  Kegelschnitten  gehören  ähnliche  Mittel- 
punktscurven  der  regulären  eingeschriebenen  Dreiecke. 

Transformirt  man  nämlich  A"  in  einen  ähnlichen  Kegelschnitt  £C\  so 
geht  der  Mittelpunkt  M  eines  dem  ßC  eingeschriebenen  regulären  Dreiecks 
J  in  den  Mittelpunkt  M'  des  transformirten  regulären  Dreiecks  ^'  über, 
woraus  sich  der  Satz  ergieht. 

3.  Grundkftgelschnitt  und  Mittelpunktskegelschnitt  haben 
dasselbe  Centrum,  dieselben  Axenrichtungen  und  sind  von 
derselben  Gattung. 

Da   die  einem  Kegelschnitte  A'  eingeschriebenen  regulären  Dreiecke 
symmetrisch   zu  den  Axen   desselben   liegen,   so   ist  dies   auch   mit  den* 
Mittelpunkten    der  Fall,   woraus  die  ersten  beiden  Eigenschaften  folgen. 

Jede  Ellipse,  Parabel,  Hyperbel  kann  einem  Paare  imaginärer,  pa- 
ralleler, reeller,  im  Endlichen  sich  schneidender  Geraden  bezw.  ähnlich 
genannt  werden,  und  umgekehrt.  Nach  2  folgt  hieraus,  in  Verbindung 
mit  der  Bemerkung  zu  1,  die  dritte  Beziehung  zwischen  Grund-  und 
Mittelpunktsk  egelschnitt. 

AnmerJcung,  Die  Mittelpunktscurve  Ä'^v  eines  Kreises  reducirt  sich 
anf  einen  Punkt»  das  Centrum  desselben.  Für  eine  Hyperbel,  deren 
Asymptoten  einen  Winkel  von  30^  einschliessen ,  besteht  Ä'ju  aus  zwei 
reellen  oder  imaginären  Geraden,  je  nachdem  die  Hypei^el  im  Winkel- 
ranm  des   stumpfen   oder  spitzen  Winkels  der  Asymptoten  liegt  —  weil 


*  Eine  ausfahrliche  analytische  Behandlung  hat  dieser  Gegenstand  in  de? 
Inauguraldissertation  erfahren:  P.  Rudolph,  Die  Eigenschaften  der  einem  Kegel- 
schnitte ein-  und  umschriebenen  regulären  Dreiecke. 
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für  den  zerfallenden  Kegelscbnitt,  der  auB  zwei  einen  Winkel  von  30^ 
einscbliessenden  Geraden  gebildet  wird,  Km  in  die  Winkelbalbirende 
degenerirt.  Ist  K  eine  gleichseitige  Hyperbel,  so  füllt  Km  mit  K  völlig 
zusammen.  Es  geht  dies  daraus  herror,  dass  die  Cnrve  Km  eines  Paares 
rechtwinklig  aufeinander  stehender  Geraden  mit  diesem  identisch  ist  und 
der  Mittelpunkt  einer  vom  Scheitel  einer  gleichseitigen  Hyperbel  H  dieses 
eingeschriebenen  regulären  Dreiecks  auf  H  selbst  gelegen  ist. 

4.  Der  Ort  der  Spitzen  aller  regulären  Tetraeder,  deren 
Basisdreiecke  einem  Kegelschnitte  eingeschrieben  sind,  ist 
im  Allgemeinen  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  vom  Ge- 
schlecht 1;  sie  zerfällt  in  vier  gerade  Linien,  sobald  der 
Grundkegelschnitt  in  ein  Geradenpaar  zerfällt,  und  ver- 
einigt im  Doppelpunkt  des  letztern  diese  Linien. 

Dieser  Satz  ist  ^ie  besondere  Form  des  Hilfssatzes  2  S.  356  und  des 
Zusatzes  S.  358  für  n  =  2. 

5.  Die  Raumcurve  vierter  Ordnung,  der  Ort  der  Tetra- 
ederspitzen, liegt  symmetrisch  zur  Ebene  des  gegebenen 
Kegelschnittes  und  zu  den  beiden  über  seinen  Axen  senk* 
recht  zu  seiner  Ebene  stehenden  Ebenen.  Unter  den  vier 
durch  sie  hindurchgehenden  Kegeln  zweiter  Ordnung  sind 
daher  drei  Cylinder,  deren  Axen  die  Schnittlinien  der  drei 
Symmetrieebenen  sind;  die  Spitze  des  vierten  Kegels  liegt 
im  Mittelpunkte  des  Grundkegelschnittes. 

Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  K  eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten 
einen  Winkel  von  30^  einscbli essen,  so  zerfällt  der  eine  der  drei  Cylin- 
der in  ein  (reelles  oder  imaginäres)  Ebenenpaar,  die  zugehörige  BS^^  also 
in  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Kegelschnitte. 

•  Ist  K  eine  Parabel,  so  fallen  die  Axen  zweier  Cylinder  ins  Unend- 
liche und  auf  diese  selbst.  BS*"^  ist  dann  als  Schnitt  zweier  im  unend- 
lich-fernen Punkte  von  K  sich  berührenden  parabolischen  Cylinder  eine 
Raumcurve  vierter  Ordnung  vom  Geschlecht  0  mit  einem  Doppelpunkte  im 
unendlich -fernen  Punkte  von  K.  Für  den  Kreis  reducirt  sich  /^^^  auf 
zwei  in  der  im  Centrum  desselben  senkrecht  stehenden  Geraden  liegende 
Punkte. 

B.esteht  endlich  K  aus  zwei  einen  Winkel  von  30^  einscbliessenden 
Linien,  so  ist  R^^^  durch  zwei  Doppelgerade  repräsentirt. 

Hiermit  sind  alle  besonderen  Formen  erwähnt,  welche  die  auf  die 
Kegelschnitte  bezüglichen  Sätze  annehmen  können,  und  somit  alle  Vor- 
bereitungen für  die  Untersuchung  der  Flächen  zweiter  Ordnung  getroffen. 

Wir  beschränken  uns  im  Folgenden  meistens  auf  die  Angabe  der 
Resultate;  die  Verhältnisse  sind  so  einfach  und  leicht  zu  überschanen, 
dass  die  Beweise,  deren  Wiedergabe  die  Darstellung  sehr  breit  machen 
würde,  füglich  dem  Leser  überlassen  werden  können. 


Von  Dr.  C.  Hossfeld.  365 


§  2.   Die  regalären  Tetraeder»  welche  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
eingeschrieben  sind. 

I.  Eine  beliebige  Ebene  enthält  im  Allgemeinen  die 
Seitenflächen  von  acht,  eine  Tangentialebene  die  Seiten- 
flächen von  vier  regalären,  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
eingeschriebenen  Tetraedern. 

Eine  Kreisschnittebene  enthält  im  Allgemeinen  keine  Seitenfläche 
eines  regulären  eingeschriebenen  Tetraeders;  enthält  sie  eine,  so  enthält 
sie  unendlich  viele  congruente.  In  jeder  der  beiden  Kreisschnittebenen- 
Bcbaaren  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  ohne  Doppelpunkt  giebt  es  zwei, 
im  Ganzen  also  vier  Ebenen,  welche  die  Seitenflächen  von  unendlich 
vielen  regulären  eingeschriebenen  Tetraedern  enthalten.  Diese  vier  Ebe- 
nen reduciren  sich  auf  zwei  (im  Besondern  zusammenfallende),  wenn  die 
Fläche  Rotationsfläche  ist.  Von  den  Kreisschnittebenen  eines  Kegels 
zweiter  Ordnung  enthält  entweder  keine  oder  jede  unendlich  viele  Seiten- 
flächen regulärer  eingeschriebener  Tetraeder. 

Eine  Ebene,  welche  aus  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  eine  gleich- 
seitige Hyperbel  ausschneidet,  enthält  im  Allgemeinen  die  Seitenflächen 
von  vier  regulären  eingeschriebenen  Tetraedern. 

Eine  Ebene,  welche  eine  Parabel  herausschneidet,  enthält  sechs 
Seitenflächen  regulärer  eingeschriebener  Tetraeder. 

Die  Tetraeder,  deren  Seitenflächen  in  einer  Tangentialebene  liegen, 
sind  entweder  sämmtlich  reell  oder  sämmtlich  imaginär,  je  nachdem  die 
gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung  geradlinig  (aber  ohne  Doppelpunkt) 
oder  nicht  geradlinig  ist. 

Die  Zahl  der  Tetraeder,  deren  Seitenflächen  in  einer  Tangentialebene 
gelegen  sind,  reducirt  sich  auf  zwei,  sobald  die  Schnittcurve  der  Tangen- 
tialebene aus  zwei,  einen  Winkel  von  30^  einschliessenden  Geraden  besteht. 

Eine  durch  die  Spitze  eines  Kegels  zweiter  Ordnung  hindurchgebende 
Ebene  enthält  entweder  die  Seitenflächen  von  keinem,  oder  von  unend- 
lich vielen  regulären  eingeschriebenen  Tetraedern. 

Hüfssatz.  Der  Ort  der  Spitzen  aller  regulären  Tetraeder, 
deren  Basisdreiecke  einer  allgemeinen  Fläche  zweiter  Ord- 
nung eingeschrieben  und  einer  willkürlich  gewählten  Ebene 
parallel  sind,  ist  im  Allgemeinen  eine  Fläche  vierter  Ordnung 
mit  zwei  Doppelpunkten  und  einem  Doppelkegelschnitte. 

Es  folgt  dieser  Satz  aus  dem  Hilfssatz  auf  S.  359  für  n  =  2.  Doch 
sei  er  hier  besonders  bewiesen,  ohne  Hilfs Vorstellungen  aus  dem  Räume 
von  vier  Dimensionen  heranzuziehen.  Es  handelt  sich  nur  um  den  Be- 
weis, dass  die  Ordnungszahl  der  als  Ort  der  Schnittpunkte  entsprechen- 
der Flächen  /^<2>,  F'^^'^\  K^  definirten  Raumcurve  E  gleich  8  ist.  Nun 
bestimmen,   wie   man   leicht  sieht,   die   drei  Flächen  seh  aaren  F'^'^\  F''^^^ 
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und  K  auf  einer  beliebig  gewählten  Ebene  e  drei  Kegelschnittschaaren 
von  der  auf  S.  353  unter  2  beschriebenen  Art;  es  kommt  daher  achtmal 
vor,  dass  sich  drei  entsprechende  Curven  der  Schaaren  in  einem  Punkte 
treffen.  Im  Uebrigen  gelten  die  im  I.  Theile  angestellten  Betrachtangen 
und  Schlüsse  und  führen  zu  dem  im  Hilfssatse  ausgesprochenen  Resultate. 

Die  beiden  Doppelpunkte  der  Fläche  vierter  Ordnung  liegen  auf  der 
gegebenen  Fläche  zweiter  Ordnung  und  zwar  in  den  Berührungspunkten 
der  zur  festen  Ebene  parallelen  Tangentialebenen. 

Dass  die  Fläche  einen  Doppelkegelschnitt  enthält,  erkennt  man  durch 
folgende  Betrachtung:  Es  sei  5  die  Spitze  eines  Tetraeders,  dessen  Basis- 
dreieck J  der  gegebenen  F<^^  eingeschrieben  und  der  festen  Ebene  i 
parallel  ist;  dann  ist  der  Punkt  S\  welcher  auf  der  den  Mittelpunkt  M 
der  F^^^  mit  S  verbindenden  Geraden  gleichweit  nach  der  andern  Seite 
absteht,  ebenfalls  Spitze  eines  regulären  Tetraeders,  dessen  Basiadreieck 
^'  der  F(^^  eingeschrieben  und  der  gegebenen  festen  Ebene  s  parallel 
ist.  Construirt  man  nun  in  allen  zu  s.  parallelen  Ebenen  die  Dreiecke, 
welche  eine  der  Lage  des  Dreiecks  J  ähnliche  Lage  haben ,  und  ergänzt 
sie  nach  beiden  Seiten  der  Ebenen  hin  zu  regulären  Tetraedern ,  so  liegen 
die  Spitzen  S  derselben  und  die  ihnen  entsprechenden  S'  in  zwei  Kegel- 
schnitten zweier  verschiedenen,  durch  die  Berührungspunkte  B^  und  B^ 
der  zu  £  parallelen  Tangentialebenen  hindurchgehenden  Ebenen.  Es 
folgt  hieraus:  Jede  durch  die  Punkte  B^  und  B^  hindurchgehende  Ebene 
trifft  die  Fläche  vierter  Ordnung  in  zwei  Kegelschnitten.  Der  Ort  der 
von  B^  und  B^  verschiedenen  beiden  Schnittpunkte  derselben  ist  nothwen- 
dig  ein  Kegelschnitt,  für  die  Fläche  vierter  Ordnung  eine  Doppelcurve. 

Zusatz.  Für  den  Kegel  zweiter  Ordnung  artet  die  Fläche  vierter 
Ordnung,  welche  einer  beliebigen  Paralleleben enscb aar  entspricht,  in 
einen  Kegel  vierter  Ordnung  aus,  dessen  Spitze  mit  der  Spitze  des  ge- 
gebenen Kegels  coincidirt. 

Die  zu  einer  Schaar  paralleler  Kreisschnitte  gehörende  Fläche  vierter 
Ordnung  hat  sich  auf  einen  Kegelschnitt  oder  eine  Doppelgerade  redn- 
cirt,  je  nachdem  die  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung  eine  allgemeine 
oder  eine  Rotationsfläche  ist.  , 

Aus  vorstehendem  Hilfssatze  folgt  sofort: 

II.  Die  Spitzen  aller  regulären  ,  einer  allgemeinen  Fläche 
zweiter  Ordnung  eingeschriebenen  Tetraeder,  deren  Basis- 
dreiecke einer  festen  Ebene  parallel  sind,  bilden  eine  Raum- 
curve  achter  Ordnung  mit  sechs  Doppelpunkten. 

Zusatss.  Für  den  Kegel  zweiter  Ordnung  zerfällt  dies  Raumcurve  in 
acht  durch  die  Spitze  desselben  laufende  Gerade. 

Die  einer  Schaar  paralleler  Kreisschnittebenen  entsprechende  Raum- 
curve reducirt  sich  auf  vier  oder  zwei  Punkte,  je  nachdem  die  gegebene 
Fläche  eine  allgemeine  oder  eine  Rotationsfläche  ist. 


Von  Dr.  C.  Hosspeld.  367 

§  3.  Constmction  regnlärer,  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  ein- 
geschriebener Tetraeder. 

Die  Aufgabe,  die  in  einer  beliebigen  Ebene  gelegenen  Seitenflächen 
regulärer  eingeschriebener  Tetraeder  und  diese  somit  selbst  zu  con- 
fltmiren,  ist  im  Allgemeinen  eine  irreductible  Aufgabe  achten  Grades. 
Nur  für  einige  specielle  Schnitte  reducirt  sie  sich,  wie  wir  oben  gefun- 
den ,  auf  Aufgaben  sechsten  und  vierten  Grades.  Der  constructiven ,  und 
zwar  mit  dem  Lineal  allein  auszuführenden  Bestimmung  sind  nur  die  in 
den  Tangentialebenen  liegenden  Basisdreiecke  regulärer  Tetraeder  zu- 
gänglich. 

Handelt  es  sich  allein  darum,  beliebig  viel  reguläre  Tetraeder  einer 
Flache  zweiter  Ordnung  einzuschreiben,  so  stelle  man  sich  beliebfg  oft 
die  immer  veränderte  Aufgabe: 

Einer  Fläche  zweiter  Ordnung  ein  reguläres  Tetraeder 
einzuschreiben,  dessen  Lage  der  Lage  eines  gegebenen  ähn- 
lich ist. 

Es  seien  f^^  /,,  /'s,  f^  die  vier  Seitenflächen  des  gegebenen  regu- 
lären Tetraeders  T,  F^^^  die  gegebene  Fläche  zweiter  Ordnung.  Wir 
bringen  die  Ebene  von  f^  mit  F^'^^  zum  Schnitt  und,  wenn  letzterer  ima- 
ginär, eine  zu  /^  parallele  Ebene  c^;  das  Resultat  ist  der  Kegelschnitt  /f^; 
nun  construiren  wir  den  dem  K^  ähnlichen,  dem  Dreieck  in  f^  umschrie- 
benen Kegelschnitt  K\y  welcher  eindeutig  bestimmt  ist,  da  zu  seiner 
Constmction  fünf  Punkte  vorliegen.  In  derselben  Weise  verfahren  wir 
in  Bezug  auf  /,  und  f^^  und  erhalten  demgemäss  die  Kegelschnitte  K\ 
und  K\^  welche  mit  K\  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  F'^'^>  bestimmen, 
die  dem  Tetraeder  T  umschrieben  ist  und  von  welcher  beliebig  viel  ebene 
Schnitte  linear  construirt  werden  können.  Die  beiden  Flächen  F^'^^  und 
P*^)  sind  einander  ähnlich  und  in  ähnlicher  Lage  befindlich,  denn  sie 
haben  sechs  und  folglich  alle  Punkte  des  durch  F^*^^  auf  der  unendlich 
fernen  Ebene  bestimmten  Kegelschnittes  gemeinsam.  Ermittelt  man  nun 
das  Centrum  von  F'^^\  hierauf  die  Schnittpunkte  zweier  parallelen  Durch- 
messer von  F^^^  und  F'(^>  mit  diesen  Flächen,  so  hat  man  zwei  Paare 
entsprechender  Punkte  und  somit  das  Aehnlichkeitscentrum  C  als  Schnitt- 
punkt der  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte.  Von  C  aus  pro- 
jicire  man  nun   T  in  die  Fläche  F<^^  womit  die  Aufgabe  gelöst  ist. 

Es  geht  aus  dieser  Lösung  zugleich  der  interessante  Satz  hervor: 
In  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  lässt  sich  immer  ein  reelles 
und  nur  ein  reguläres  Tetraeder  einschreiben,  dessen  Lage 
der  Lage  eines  beliebig  gegebenen  Tetraeders  direct  ähn- 
lich ist. 

Jena,  den  5.  August  1884. 


Kleinere  Mittheilungen* 


XXIV.  Bemerkungen  über  die  projectivischen  Sätze  von  Sohlömilch. 
(Jahrg.  XVII  S.  380  dieser  Zeitschrift.) 

(ffierzu  Taf.  IX  Fig.  1-3.) 

Fig.  1  zeigt  in  Orthogonalprojection  ein  Fänfflach,  dessen  Grund- 
fläche, ein  Vierseit  (A\^^)y  in  der  Zeichenebene  liegt,  dessen  Spitze  (^) 
sich  in  beliebiger  Höhe  über  derselben  befindet.  Durch  die  Diagonale 
\FG\  des  Vierseits  ist  eine  Ebene  lP'GA\']  =  [i]  gelegt  und  deren  Schnitt 
(^yi...4  niit  den  Seitenflächen  des  Körpers  gezeichnet.  Wenn  man  die 
Punkte  {J^A\^  ^i^\%  -••)  verbindet,  so  schneiden  alle  diese  Geraden 
den  Strahl  \BE\  in  dem  Punkte  (^|),  welcher  {B)  harmonisch  zugeordnet 
ist  in  Bezug  auf  (^|,  i^'J,  wie  aus  der  Anschauung  des  Vierseits 
(^j  A^^^A\  . . .)  erhellt. 

Fig.  2  zeigt,  dass  diese  harmonische  Zuordnung  der  Punktreihe 
\BB^E'E"\  auch  dann  eintritt,  wenn  \ß]  und  (i5')  beliebig  angenommen 
sind  und  dass  infolge  dessen  das  Vierseit  {A'\^^  in  einer  Ebene  liegt, 
wie  der  zweite  angeführte  Satz  ausspricht.  Dieser  enthält  also  eine  Ver- 
allgemeinerung des  ersten.  Die  dualistische  Uebertragung  desselben  führt 
dagegen  auf  die  gleiche  Vorstellung  zurück,  indem  er  wohl  eine  Beziehung 
zwischen  Punkten  und  Ebenen  feststellt,  aber  nicht  eine  Beziehung  zwi- 
schen Punkten  unter  sich  einer  solchen  zwischen  Ebenen  unter  sich  zur 
Seite  steht. 

Aus  Fig.  2  erkennt  man  ferner,  dass  die  Diagonalen  \A\a\^  a'\  A'W 
in  einem  Punkte  {E'^  des  Strahles  \BE^\  zusammentreffen,  welcher  zu 
\BE^\  harmonisch  liegt  in  Bezug  auf  \BA^^  ^^sl*  Ebenso  müssen 
\A\A\^  A'\a'W  in  (£'s)  des  Strahles  \BE^\  sich  schneiden.  Die 
Schnittlinie  \E\EW  von  {E\^^  ^"i2s]  g®^*  dnrch  (Cj),  in  welchem 
[BE^E^y  E\^y  ^'123]  zusammentreffen. 

Nehmen  wir  in  dem  Vierflach  [^^i^s]  die  Grundfläche  als  [£'123])  ^'^ 
fällt  l^'^^'sl  ^°  die  Spurlinie  \e^\  der  harmonischen  \E"^  und  wird  Aze 
eines  harmonischen  Ebenen büschels  ^i[,B B^E\E"^.  Fig.  3  zeigt  den 
Punkt  {P)f  in  welchem  sich  die  harmonischen  Ebenen  [e^  E'\^  ^2  ^'2»  ^s^sl 
schneiden,  wenn  wir  auf  |^Ä\,  BE^^  BE^\  die  Projectionscentren  {B^B^B^ 
beliebig  annehmen.     Es  ergiebt  sich  dann  |cV'5P|=— 1. 
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Die  Lage  der  (^1,2,3)  in  \_B^^']  =  [ß'},  nach  welchen  die  Strahlen 
\S^P\  gerichtet  sind,  beweist,  dass  (P)  eine  zum  Pol  von  [ß"]  in  Bezug 
auf  das  Tetraeder  [BE'^^^']  projectivische  Punktreihe  auf  \Be\  beschreibt, 
wenn  [ß]  den  Ebenenbüschel  um  die  Spurlinie  \b\  durchläuft.  Die  beiden 
Punktreihen  sind  gleichlaufend,  so  lange  |6|  ausser  dem  Dreieck  {B'^^i) 
liegt;  dieselben  werden  gegenläufig,  wenn  \b\  die  Seiten  Ton  (E^^)  schnei- 
det; in  jedem  Falle  kann  {P)  zweimal  mit  dem  Pol  Ton  [ß]  zusammen- 
fallen, nämlich  dann,  wenn  [ß]  durch  die  Spitze  (B)  geht  und  wenn 
dieselbe  mit  [«']  identisch  ist. 

Schliesslich  mag  darauf  hingewiesen  werden,  dass  in  Fig.  2  das 
Vierseit  durch  einen  Kegelschnitt  ersetzt  werden  kann,  für  welclien  {Ej) 
Pol  und  l^s^^gl  die  entsprechende  Polare  ist.  Wir  erhalten  dadurch  ein 
Eegelpaar,  deren  Spitzen  (B^  B^)  sind  und  welche  sich  in  zwei  ebenen 
Curven  [B\  E"]  schneiden,  worauf  schon  Steiner  in  seinen  „Geome- 
trischen Betrachtungen ",  Bd.  1  Ton  Cr  eile's  Journal,  aufmerksam  machte. 

Zürich-Hottingen.  F.  Orabbbo. 


XXV.  Untersclieldungszeichen  der  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Die  Unterscheidungszeichen  der  Flächen  zweiter  Ordnung  gewinnt 
Scblömilch,  Anal.  Geometrie  des  Raumes  §  38,  aus  der  allgemeinen 
Gleichung  zweiten  Grades  durch  Specialisiren.  Es  sei  im  Folgenden 
gestattet,  zunächst  den  umgekehrten  Weg  einzuschlagen  und  aus  den 
ordinären  Artengleichungen  Bedingungen  zu  gewinnen,  welche  auch  für 
die  allgemeine  Gleichung  nothwendig  sind.  Dass  dieselben  gleichzeitig 
hinreichend  sind,  soll  dann  durch  die  Ton  Baltzer,  Leipz.  Berichte  1873, 
8.  538 ,  eingeführte  Zerlegung  bewiesen  werden.  Dabei  wird  eine  Aus- 
dehnung auf  die  singulären  Flächen  zweiter  Ordnung  gewonnen  werden. 

Flächen  zweiter  Ordnung  mit  nur  einfachen  Punkten 
werden  durch  eine  der  folgenden  sechs  Gleichungen  dargestellt,  und 
swar  im  schiefwinkligen  Coordinatensystem : 

ni)  $-$+£=0; 
VI)  rF+ir  +  t=o. 


X 


k* 


und  zwar  liefert  1)  eine  imaginäre  Fläche,  II)  ein  hyperbolisches  Hyper- 
boloid, III)  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  IV)  ein  Ellipsoid,  V)  ein 
elliptisches  Hyperboloid,  VI)  ein  elliptisches  Paraboloid. 

MtMbslft  t  Mftth«mfttik  u.  Physik  XXIX,  6-  24 
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Die  Determinante  vierten  Grades  der  Functionen  von  l|^|£  ist 
stets  von  Nnll  verschieden,  bei  den  ersten  drei  positiv,  bei  den 
letzten  drei  negativ.  Die  ersten  Unterdeterminanten  (an  der  lin- 
ken oberen  Ecke)  dritten  nnd  zweiten  Grades  sind  bei  I)  nnd  IV)  beide 
positiv,  bei  II)  und  V)  nicht  beide  positiv  [welches  variable  Glied  man 
auch  als  negativ  nimmt];  bei  III)  und  VI)  ist  die  ünterdeterminante 
dritten  Grades  null. 

Da  diese  sechs  Artengleichnngen  ans  der  allgemeinen  Gleicfauog 
zweiten  Grades  durch  lineare  Transformation  gewonnen  werden  können, 
so  unterscheiden  sich  die  Determinanten  der  allgemeinen  Gleichung  nnd 
der  Arfgleichung  nur  durch  das  Quadrat  der  Substitutionsdetermioante 
als  Factor,  wodurch  die  oben  gefundenen  Eigenschaften  [+9  — -,  0]  keine 
Aenderung  erleiden. 

Es  sei  die  Gleichung  der  Fl&che  zweiter  Ordnung 

w  =  «1 «  +  «^  y  +  «8  2  +  «i  =  0 , 
wobei 

Ui  =  ^  —  =  a^x  +  a^y  +  a^z  +  a^, 

«3  =  i  —  ==  q  a:  +  Cj  y  +  C3  J  +  c^ , 

Hier  ist  a,  =  6| ,  63  =  c^  u.  s.  w.     Die  obenerwähnten  Determinanten  sind 
dann 

«1  fl»  «8  ^4 

b,  6. 

rf,  d,  ^3  d^ 

und  die  aus  den  Artengleichungen  gewonnenen  Bedingungen  lauten: 

imaginäre  Fläche; 
hjperbol.  Paraboloid ; 

„         Hyperboloid ; 
Ellipsoid ; 

elliptisch.  Paraboloid; 
„         Hyperboloid. 


'1  ^%  ^9  *i 


=  (a  6  c  cf) , 


61  63  63 


=  (a6c), 


K  ^ 


=  (a6) 


(ab cd)  positiv,  (abc)  u.  {ab)  beide  positiv, 

„  (a  6  c)  =  0  [(a  b)  negativ] , 

„  „  {abc)  u.  {ab)  nicht  beide  positiv, 

{ab cd)  negativ,  (a6c)u.  (06)  beide  positiv, 

„  (abc)  =  0  [{ab)  positiv], 

„  „  {abc)  u.  (a6)  nicht  beide  positiv. 

Um  zu  zeigen,  dass  diese  Bedingungen  nicht  nur  nothwen- 
dig,  sondern  hinreichend  sind,  wollen  wir  u  in  Quadrate  linearer 
Functionen  von  x\y\z  zerlegen  und  zwar  zunächst  unter  der  Voraussetz- 
ung, dass  Ol  nicht  null  ist. 

«iW  =  [«1«?  +  a,y  +  «3^  +  «4?  +  («^)y*  +  2{ac)yz  +  2(ad)y 
^  +{a^c,)z^  +  2{a,d,)z  +  {a,dJ, 
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wobei  die  vorkommenden  Determinanten  zweiten  Oraden  folgende  Bedeu- 
tung haben: 


öl  «» 


(«l<^8)  = 


«1    «8 


«1^4  = 


d,    d. 


Ist  {ab)  nicht  null,   so  können  wir  nach' Mnitiplication  mit  dem- 
selben ein  weiteres  Quadrat  absondern: 

a^{ab)u^(ab)[aiX  +  a^y  +  a^z  +  a^Y+[{ab)y  +  {ac)z  +  {ad)Y 

+  a,[(abc)z^  +  2{abd)z  +  {a,b,d,)l 
wobei  wiederum  folgende  Abkürzungen  gelten: 


(a6d)  = 


6,   6g  63 
dl  d,  dj 


(ai&,d4)  = 


«1 

«» 

«4 

*. 

*. 

*4 

rfl 

«*. 

ä. 

Ist  auch  (a6c)  Ton  null  verschieden,  so  dürfen  wir  dasselbe  als 
Factor  hinzufügen  und  gewinnen  dadurch  die  erstrebte  Zerlegung: 


3) 


+  (abc)l{ab)y  +  {ac)z  +  {ad)y 
+  a^[{abe)z  +  {abd)y 
+  aj^{ab){abcd). 


Setzt  man 

i  —  a^x  +  a^y  +  üj^z  +  a^,  ri^  {ab)y  +  {ac)z  +  {ad),  t={abc)z  +  {abd) 
und  dividirt  unter  der  Voraussetzung,  dass  {ab cd)  von  Null  verschie- 
den ist,  durch  aj^{ab){abcd)y  so  wird 


i)^^u  = 


? 


+ 


+ 


+  1. 


{abcd)  ^  a^{abcd)\{abe)  a^{ab){abcd)  i{ab c)  {ab){abcd) 
Die  Gleichung  u  =  0  ist  demnach  unter  der  Voraussetzung,  dass 
keine  der  Determinanten  {abed)^  (^^0*  (^^)y  ^1  verschwindet,  stets  in 
die  Form  (4)  =  0  überführbar  und  diese  deckt  sich  unter  unseren  oben 
angefahrten  Bedingungen  mit  einer  der  Gleichungen  I),  II),  IV),  V). 
Die  Bedingungen  für  die  imaginäre  Fläche,  das  Ellipsoid 
Qüd  die  Hyperboloide  sind  demnach  nicht  nur  nothwendig, 
sondern  auch  hinreichend,  abgesehen  von  den  nur  vorläufigen  Ein- 
schränkungen für  a^  und  zum  Theil  {ab), 

Ist  (a6c):=0,  so  müssen  wir  bei  der  Gleichung  (2)  =  0  stehen  blei- 
ben  und  erbalten  in  der  That,  wenn  wir 

a,[{abd)z+{a^b^d^)]-=^t' 
setzen,  die  erwartete  Gleichung  des  Paraboloids 

(a6)?  +  i?«  +  {;'-0, 
welehes  je   nach  dem  Vorzeichen   von   {ab)  elliptisch  oder  hyperbolisch 
wird.    Gleichzeitig  erkennt  man,  dass  {ab)  und  {abcd)  in  diesem  Falle 
stets  entgegengesetzten  Zeichens  sind,  so  dass  die  Eenntniss  des  einen 
schon  hinreicht. 

24* 
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(abcd)^ 


r  [ojrfj  +  {ed)y  -  4a^dj^c^d^, 


Die  Bescbränkangen ,  welche  bei  der  AufstelluDg  von  1),  2),  3) 
nnd  4)  gemacht  sind,  sollen  nun  nach  ihrem  Werthe  geprüft  werden. 
Ob  a^  positiv  oder  negativ  genommen  wird,  ist  willkürlich  [vergl.  Schlö- 
milch  a.  a.  O.  S.  221];  auch  das  verschwindende  a^^  wird  bei  der  Yer- 
tauschbarkeit  von  x  mit  y  oder  z  etwas  wesentlich  Neues  nur  liefern, 
wenn  gleichzeitig 

^,^^  «1  =  0,      6,  =  0,       C3  =  0,       d,=:0, 

1^u:=a^xy  +  c^  aji  +  c,yz  +  rfi2J  +  d^y  +  d^z. 

Die  Determinante  vereinfacht  sich  dann  wesentlich  [Baltzer,  Det«,  §  5]: 

0    a,    Cj   tf| 
a^   0    c,    d^ 

(a6c)  =  2agCjC2, 
(a6)  =  — a,«. 
Will  man  keine  neue  Zerlegung  machen,  so  genügt  die  Substitution 
2a?  =  a?'+y',  2y  =  a?'— y'  mit  der  Determinante  —4^,  um  ein  u  zu  erhal- 
ten, dessen  erster  Coefficient  a\  nicht  verschwindet.     Die  neuen  Deter- 
minanten sind  dann 

{ab'e'd')  =  iiabcd),  {a'b'c)  =  \ü^c^c^,  {ab')  =  -^«8»; 
da  {ab)  hier  immer  negativ,  werden  wir  imaginäre  Flächen  und  Ellip- 
soide  nicht  erhalten;  ebenso  wenig  elliptische  Flächen,  da  {ab cd)  stets 
positiv.  Es  bleibt  ein  hyperbolisches  Hyperboloid  für  den  Fall, 
dass  Cj  und  Cg  und  selbstredend  a,  von  Null  verschieden  sind;  ein 
hyperbolisches  Paraboloid,  wenn  eines  derselben  null  ist. 

Man   kann  aber  auch  unter  der  Voraussetzung,   dass  a^  nicht  null 
ist,  die  Zerlegung  in  Quadrate  ohne  vorhergehende  Transformation  aus- 
führen.    Es  ist 
2ajW  =  4(a,a:  +  C8Z  +  d,)(fl,y  +  CiZ  +  d,)-4(c,«  +  rf,)(Ci2  +  rfi) 

=  [^^{^+y)  +  {c^  +  Ci)z  +  d^  +  d,]*^[a^{x^y)  +  {c^^c,)z  +  d^-'d^Y 

Ist  nun  Cj  oder  c^  null,  so  erhält  man  die  Gleichung  eines  hyperbo- 
lischen Paraboloids,  da  die  letzte  Klammer  linear  für  z  wird: 

Sind  C|  und  c^  beide  von  null  verschieden,  so  können  wir  fortfahren: 

und  erhalten  die  Gleichung  eines  hyperbolischen  Hyperboloids,  da  immer 
nur  zwei  Quadrate  eines  Zeichens  werden  können.  Die  für  a^  angenom- 
mene Beschränkung  beeinträchtigt  also  in  keiner  Weise  unsere  obigen 
Bedingungen;  dieselben  bleiben  nothwendig  und  sind  hin- 
reichend. 
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Ist  ferner  gegen  die  bei  2)  gemachte  Voraussetzung  (a&)  =  0,  so 
kann  an  seine  Stelle  (a^c^)^  {ac)  oder  eine  andere  Unterdeterminante  von 
{abc)  treten.     Ein  besonderer  Fall  wird  es  aber  sein,  wenn  gleichzeitig 

£k  Terschwinden  dann  nämlich  alle  Unterdeterminanten  zwei- 
ten Grades  von  (a6o),  dies  selbst  nnd  infolge  des  Verschwindens  aller 
Unterdeterminanten  zweiten  Grades  auch  {abd)y  (ßcd)^  (ficd)^  somit 
iabcd),  d.h.  es  ist  in  diesem  Falle  (a6c)  =  0,  {abcd)^0.  Die  Fläche 
zweiter  Ordnung  sowohl,  wie  der  Asymptotenkegel  sind  singulär. 
Die  Gleichung  1)  geht  dann  ttber  in  die  Form 

d.i.  die  Gleichung  eines  parabolischen  Cylinders,  für  den  wir  die 
notbwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  so  gefunden  haben. 
Ist  nun 

(a6)  =  0,     (ac)  =  0,     (a,C3)  =  0,     (fl(i)  =  0,     {a,d^)=^0, 
so  verschwinden   alle  Unterdeterminanten   zweiten  Grades  von 
(abc)  nnd  (abcd)^  welche  nicht  d^  enthalten,  und  {abe)  und  {abcd) 
selbst.    Die  Gleichung  1)  erscheint  in  der  Form 

d.h.:  die  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  reducibel  und  besteht  aus  zwei 
parallelen  Ebenen. 

(a6)  =  0,    {ac)  =  0,    (a,C3)==0,    (ö(0  =  0,    {a,d^)=-0,    {a,d;)^0 
sind  sechs  nothwendige  und  hinreichende  Bedingungen,  dass  die  Fläche 
zweiter  Ordnung  eine  Doppelebene  ist,  mit  der  Gleichung 

[(?!  ar  +  «2  y  +  flj  2  +  fl  J«  =  0. 
Dass  alle  anderen  Zerlegungen  in  diesem  Falle  zu  derselben  Gleichung 
f&hren,  liegt,  wie  das  Verschwinden  aller  Unterdeterminanten  von  (abc) 
bei  drei,  von  {abcd)  bei  sechs  Bedingungen,  an  dem  symmetrischen 
Aufbau  von  {abc)  und  (abcd). 

Die  bei  3)  gemachte  Voraussetzung,  dass  {abc)  von  Null  verschie* 
den  sein  sollte,  wird  hinfällig,  sobald  wir  die  Gleichung  eines  Parabo- 
loids  vor  uns  haben.  Zu  betonen  ist  hier,  dass  (abc)  gegenüber  den 
anderen  Subdeterminanten  eine  besondere  Stellung  einnimmt,  deren  geo- 
metrische Bedeutung  noch  betrachtet  werden  soll. 

Ist  nun 

(aftc)  =  0    und    (fl6rf)  =  0, 

«0  nimmt  die  Gleichung  2)  die  Form  an 

(a^)?  +  i?*  +  (fli&,d,)  =  0, 
d.  i.  die  Gleichung  eines  Cylinders,  elliptisch  bei  positivem  (a6), 
liyperbolisch  bei  negativem  (a6)  [vergl.  Schlömilch  a.  a.O.  §24]* 
Da  (<i6c)  =  0  und  (a6<f)  =  0,  sind  die  Subdeterminanten  (afr)|  (^c),  (6d) 
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proportionirt   und   es   yerHchwinden   infolge   dieser  zwei  Bedingungen 

alle  Subdeterminanten  dritten  Grades  von  {abcd),    welche  d^ 

nicht  enthalten,     {abcd)  ist  selbst  gleich  Null. 

Ist 

(afrc)  =  0,     (a6d)  =  0,     {a^b^d^)  =  0, 

so  geht  die  Gleichung  2)  über  in 

(ab)[a,x  +  a^y  +  a^z  +  a,']^  +  [(ab)y  +  {ac)z  +  {ad)Y^O, 
d.i.  die  Gleichung  zweier  Ebenen  mit  realer  endlich  ferner  Durch- 
schnittslinie. Die  Ebenen  selbst  sind  imaginär,  wenn  {ab)  positiv  ist. 
Zu  bemerken  ist,  dass  mit  (a6o),  (a6«f),  {a^b^d^)  alle  Subdetermi- 
nanten dritten  Grades  verschwinden,  wie  oben  bewiesen  ist  und 
wie  ersichtlich  gemacht  werden  kann,  wenn  man  setzt 

u  =  (ax  +  by  +  cz  +  d)  {ax  +  b'y  +  et  +  rf') , 
da  dann 


\%{abcd)=^ 


a   a 

a'   a 

h    b' 

b'    b 

e.    c 

c'    c 

d  d' 

d'  d 

%(abc): 


a    a 
b    b' 

r 

c   c 


a    a 
b'    b 


4(«6)  = 


b   b' 


b'  b 


(«60», 

wo  {abcdf)^  (abc)  und  alle  anderen  Determinanten  höheren  als  zweiten 
Grades  als  Producte  schmaler  Determinanten  verschwinden.  Da  die 
Fläche  zweiten  Grades  neun,  die  zwei  Ebenen  sechs  unabhängige  Coeffi- 
cienten  enthalten,  so  sind  drei  Bedingungen  nothwendig  und 
hinreichend,  dass  die  Fläche  zweiter  Ordnung  aus  zwei  sich  schnei- 
denden Ebenen  besteht. 

Ist  {abc)  nicht  null,  so  wird  die  Gleichung  3)  noch  eine  Besonder- 
heit bieten  für  den  Fall 

(a6crf)  =  0; 
sie  geht  dann  über  in 

(a6)(a6c)fi«  +  (a6c)T?^  +  «if«  =  0, 
d.  i.  die  Gleichung  eines  Kegels  mit  dem  Centrum  |  =  0|i?  =  OlJ=^i 
welches  real  ist,  während  der  Kegel  selbst  imaginär  sein  kann  (vergL 
Schi ö milch  a.  a.  0.  S.  222],  was  eintritt  für  den  Fall,  dass  {ab)  und 
{abc)  beide  positiv  sind.  Andernfalls  ist  es  ein  realer  Kegel, 
der  je  nach  der  Stellung  der  schneidenden  Ebene  in  einer  Ellipse,  Hyper- 
bel oder  Parabel  geschnitten  wird  [Baltzer,  Anal.  Geom.,  §  53]- 

Hiermit  sind  sämmtliche  ordinäre  und  singulare  Flächen  zweiter 
Ordnung  erledigt.  Ehe  die  Bedingungen  zusammengestellt  werden,  soll 
noch  ein  Blick  auf  die  geometrische  Bedeutung  der  Determinan- 
ten (abcd)  und  {abc)  geworfen  werden,  der  ihren  Einfluss  auf  die  Ge- 
stalt der  Fläche  zweiter  Ordnung  erklärt. 

{abcd)  ist  die  Hesse^sche  Determinante  von  u,  welche  für  die 
Krümmung  der  Fläche  entscheidend  ist.  Da  dieselbe  constant,  ist  socfa 
die  Krümmung  der  Fläche  popst^ot,  nnd   zwar  enthält   die  Fläche  nv' 
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elliptische  Punkte  bei  negativer  Determinante,  da  die  Krümmung  dann 
positiv;  nur  hyperbolische  Punkte  bei  positiver  Determinante;  (a6c^)  =  0 
macht  die  Krümmung  unendlich,  die  Fläche  geradlinig  zu  einem  Kegel, 
Cylinder,  Ebenenpaar  oder  Doppelebene  [vergl.  Baltzer  a.  a.  0.  §  59). 
Die  Determinante  {abc)  ist  die  Determinante  der  quadratischen 
Form  von  x|2^|z.     Es  sei 

wobei 

r,  =  fljo:  +  a^y  +  a^z,     v^  =  b^x  +  b^y  +  b^z,     v^z=c^x  +  c^y  +  c^z\ 

dann  ist  r  =  0  die  Gleichung  eines  Kegels  mit  dem  Centrum  0|0|0  und 
der  unendlich  fernen  Geraden  der  Fläche  ti  =  0.  Dieser  Entschei- 
dangskegel,  dessen  Kanten  denen  des  Asjmptotenkegels  parallel  sind, 
gestattet  nun,  die  unendlich  ferne  Linie  der  Fläche  zu  bestimmen 
und  daraus  auf  die  Art  derselben  zu  schliessen. 

Wir  wenden  die  entsprechende  Zerlegung  wie  oben  an  und  erhalten 
unter  den  Voraussetzungen  a^  positiv  und  {ab)  nicht  null: 

V)  a^v^\a^x  +  afy'{-n^z  +  a^^'^{ab)y^  +  2{ae)yz  +  {a^c^z\ 

2')  a^{ab)v  =  {ab)[a^x  +  a^y  +  a^z  +  a^Y  +  [(«^)y  +  {ac)z]^  +  a^{abc)zK 

Sind  nun  {ab)  und  {abc)  beide  positiv,  so  ist  der  Kegel  und  die 
unendlich  ferne  Linie  imaginär.  Die  Fläche  ist  dann  imaginär,  oder  ein 
Ellipsoid  oder  ein  imaginärer  Kegel  mit  realem  Centrum. 

Sind  {ab)  und  (abc)  von  Null  verschieden,  aber  nicht  beide  positiv, 
so  ist  der  Entscheidungskegel  ein  realer  Kegel,  die  unendlich  ferne  Linie 
ein  realer  Kegelschnitt  und  die  Fläche  kann  demnach  ein  Hyperboloid 
oder  ein  realer  Kegel  sein. 

Ist  (a6c)  =  0,  so  ist  der  Kegel  reducibel  und  besteht  aus  zwei  Ebe- 
nen, die  unendlich  ferne  Gerade  also  aus  zwei  Geraden.  Ist  {ab)  posi- 
tiv, so  sind  diese  Geraden  imaginär,  ihr  Durchschnittspunkt  real  und  die 
Fläche  ist  ein  elliptisches  Paraboloid  oder  ein  elliptischer  Cylinder,  öder 
sie  besteht  ans  zwei  imaginären  Ebenen  einer  realen  Geraden. 

Ist  neben  (a6c)  =  0,  {ab)  negativ,  so  sind  die  unendlich  fernen  Ge- 
raden real  und  die  Fläche  ist  ein  hyperbolisches  Paraboloid  oder  ein 
hyperbolischer  Cylinder,  oder  besteht  aus  zwei  realen  Ebenen. 

Ist  (a6)  =  0,  so  kann  die  Gleichung  1)  benutzt  werden  und  liefert 
nur  Besonderheiten ,  wenn  daneben  (aü)  =  0,  {<iiC^  =  Q\  dann  muss  sie 
&ber  an  Stelle  von  2')  treten.  Der  Kegel  ist  dann  höchst  reducibel  und 
besteht  aus  einer  Doppelebene,  die  unendlich  ferne  Gerade  aus  einer 
l^oppelgeraden  und  die  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  ein  parabolischer 
Cylinder  oder  besteht  aus  zwei  parallelen  Ebenen,  welche  endlich  auch 
zasammen fallen  können. 

Damit  ist  die  geometrische  Erklärung  der  Bedingungen,  soweit  sie 
aus  dem  Entscheidnngskegel  entnommen  werden  konnte,  geliefert.     Das 
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gewonnene  Resultat   ist   folgendes,   giltig  für  schiefwinklige  wie  recht- 
winklige Coordinatensysteme : 

Ist  u  =  0  die  Gleichung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  in  welcher 
x^  einen  positiven  Coefficienten  hat,  und  ist  {ah cd)  die  aus  den  zweiten 
Ableitungen  [hier  Coefficienten]  gebildete  Hesse'sche  Determinante, 
(a6o),  {ab)  u.  s.  w.  entsprechende  Subdeterminanten,  so  sind  die  noth* 
wendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  fttr  die  15  Arten 
der  Flächen  zweiter  Ordnung  folgende: 

A.  {ah cd)  positiv:  die  Fläche  ist  hyperbolisch; 

B.  {ah cd)  negativ:  die  Fläche  ist  elliptisch; 

C.  (a&cd)  =  0:  die  Fläche  ist  singulär. 
(a&«)  und  {ah)  beide  positiv: 

I)  A.  die  Fläche  hat  nur  imaginäre  Punkte, 
IV)  B.  Ellipsoid, 

YII)  C.  ein  imaginärer  Kegel  mit  realem  Centrum. 
{ahc)  und  {ah)  von  Null  verschieden,  aber  nicht  beide  positiv: 

II)  A.  hyperbolisches  Hyperboloid,  » 
V)  B.  elliptisches  Hyperboloid, 

VIII)  C.  realer  [elliptischer]  Kegel. 
(aftc)=Or  «)  {ah)  negativ,   ß)  {ah)  positiv; 

III)  a)  hyperbolisches  Paraboloid, 
VI)  ß)  elliptisches  Paraboloid. 

(a6c)==0,  {ahd)z=:0: 

IX)  a)  hyperbolischer  C^linder, 
X)  ß)  elliptischer  Cylinder. 
(ö5c)  =  0,    (add)  =  0,    {a^h^d^)=^0: 

XII)  a)  zwei  reale  Ebenen  einer  Geraden, 
XIII)  ß)  zwei  imaginäre  Ebenen  einer  realen  Geraden. 
(a6)  =  0,    («c)  =  0,    («1^3)  =  0: 

XI)  parabolischer  Cylinder. 
(fl6)  =  0,    (ac)  =  0,    (ad)  =  0,    {a,c^)=^0,   Krf,)  =  0: 

XIV)  zwei  parallele  Ebenen. 
(a6)  =  0,    (ac)  =  0,    (ad)  =  0,    {a,c^)^0,    {aid^)^0,   K</,)  =  0: 
XV)  eine  Doppelebene. 

Berlin,  Jali  1884.  A.  Thabb. 


XXVL  Bemerkung  ttber  den  Ellipsenquadranten. 

Bezeichnet  CA  =  a  die  grosse,  CB  =  h  die  kleine  Halbaxe,  y  die 
Amplitude  des  Fagn an o 'sehen  Punktes />,  und  ^  die  Quadrantenlänge, 
80  ist  bekanntlich 


arc 
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BD=^  jyä^  cos*<p  +  b*sin^<p,d<p^     iany^j/  -  » 


arc  BD^  arcJD  =  a—-by 
arcBD  +  arcJD=     E. 
Aas  deo  beiden  letzten  Gleichungen  folgt  E=2  arc  B  0-^0  + b^  d.i. 

y 


0 
lllitteist  der  Substitution 

tan 
ergiebt  sich  weiter 


Ä  ==  2  /  j/a^ cos^ (p  +  b^ 8in^q>  .dq)  —  a-\-b, 

-.A 

(pssstany.t=  y  -r*t 

1        


0 
und  durch  th eilweise  Integration 


1)  E=a  +  b--2ab  f  ^  ^ dt ^^ 

J  j/{a  +  bl*){b  + 


al^) 
Ö 

Wegen  a*+b^>2ab  ist  der  Badicand 

{a  +  b{^{b  +  afi)  =  ab  +  {a*+b^fl  +  abt^>ab{l  +  ty, 

daher 

1 
, /»#«  dt 

2)  E>a  +  b^2y^bjj-^', 

0 
andererseits  folgt  aus  1),  wenn  der  Satz  /a^<i («  +  /?)  für  a  =  a  +  bt^ 

und  ß=b  +  a(^  benutzt  wird , 

1 

3)  E<a  +  b^—J—^. 

0 
Nach  Ausführung  der  auf  t  bezüglichen  Integration  ergiebt  sich  das  nicht 
^ble  Resultat 

vorin  g  das  geometrische,  h  das  harmonische  Mittel  zwischen  den  Halb- 
axen  bedeutet. 

Den  Oenauigkeitsgrad  der  Ungleichungen  4)  zeigt  die  nachstehende 
Tabelle,  worin  a  =  l  und  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist. 
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b 

E, 

d. 

E 

dk 

Eh 

0,0 

1,000 

+  0,000 

1,000 

-0,000 

1,000 

0,1 

0,964 

0,062 

1,016 

0,006 

1,0221 

0,2 

1,008 

0,043 

1,051 

0,006 

1,057 

0,3 

1,065 

0,031 

1,096 

0,006 

1,102 

0.4 

1,129 

0,022 

1,151 

0,004 

1,165 

0,6 

1,197 

0,014 

1,211 

0,003 

1,214 

0,6 

1,268 

0,008 

1,276 

0,002 

1,278 

0,7 

1,341 

0,005 

1,346 

0,001 

1,347 

0,8 

1,416 

0,002 

1,418 

0,000 

1,418 

0,9 

1,493 

0,000 

1,493 

0,000 

1,493 

1,0 

1,671 

• 

0,000 

1,571 

0,000 

1,671 

Wie  mau  sieht,  differirt  Eu  wenig  von  E^  so  lange  6^0,1  i^t;  bei 
nicht  sehr  excentrischeo  Ellipsen  darf  also  näherangsweise 


5) 


?==a  +  6- 


a  +  b 


gesetzt  werden,  was  für  viele  praktische  Anwendungen  ausreicht.  Unter 
den  verschiedenen  Formeln,  welche  eine  gleiche  Annäherung  gewähren, 
dürfte  sich  die  obige  durch  ihre  grosse  Einfachheit  auszeichnen. 

SCHLÖmLClI. 


XZVn.  Ueber  die  cubisohe  Parabel  mit  Directriz. 

Wie  die  ebene  Parabel  eine  Directriz  hat,  auf  welcher  die  Schnitt- 
punkte von  je  zwei  rectangulären  Tangenten  liegen,  so  giebt  es  auch 
eine  specielle  cubische  Parabel  mit  (geradliniger)  Directrix,  auf  welcher 
die  Schnittpunkte   von  je  drei   rectangulären  Schmiegungsebenen  liegen. 

In  Schröter 's  Theorie  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  steht  der 
Satz: 

„Wenn   man  von  einem  beliebig  gewählten  festen  Punkte  O  Paral- ' 
lelen   zieht  zu  sämmtlichen  Tangenten  einer  cubischen  Parabel  und  Pa- 
rallelebenen legt  zu  sämmtlichen  Schmiegungsebenen  derselben,  so  bilden 
jene  Strahlen   einen  Kegel   zweiten  Grades   und   diese  Ebenen   sind  die 
Berührnngsebenen  desselben  Kegels.'^ 

Lasaen  sich  nun  an  diesen  Kegel  drei  rectanguläre  Tangentialebenen 
legen,  so  giebt  es  noch  unendlich  viele  solche  Tripel  von  rectangulären 
Tangentialebenen,  deren  Kanten  auf  einem  zweiten,  gleichseitigen  Kegel 
liegen.     Hieraus  folgt  der  Satz: 

Hat  eine  cubische  Parabel  Ein  Tripel  oder  Trieder  von 
rectangulären  Schmiegungsebenen,  so  hat  sie  unendlich  viele 
solche  Trieder. 
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Es  sei  0  die  Spitze  eines  rectangnlären  Trieders,  dessen  Kanten 
die  X'^  y-y  z-Aze  genannt  werden  sollen.  Alle  übrigen  Schmiegungs- 
ebenen  schneiden  die  drei  Ebenen  dieses  Trieders  je  in  den  Tangenten 
einer  Parabel,  z.  B.  die  o:^- Ebene  in  der  Parabel  P,  Ist  also  0'  die 
Spitze  eines  zweiten  Trieders,  so  bilden  dessen  Durchschnitte  mit  der 
xy- Ebene  ein  Dreieck  ABC^  dessen  Seiten  P  berühren  und  dessen  Höben- 
dnrcbscbnitt  H  somit  anf  der  Directrix  von  P  liegt ,  welche  durch  0  geht, 
weil  P  die  o;-  und  die  ^-Axe  berührt.  Nun  ist  H  die  Projection  von  (/ 
auf  der  o;^ -Ebene,  also  liegen  die  Spitzen  sfimmtlicher  Trieder,  0',  0'\  ..., 
anf  einer  durch  OB  und  die  z-Axe  gehenden  Ebene,  weil  ihre  Projec- 
tiouen  E\  H"  u.  s.  f.  auf  der  Directrix  OH  liegen.  Ebenso  beweist  man, 
dass  die  Triederspitzen  0\  6)",...  auf  einer  durch  die  ^-Axe  und  die 
Directrix  der  Parabel  in  der  rcz- Ebene,  und  endlich  auf  einer  dritten, 
durch  die  a?-Axe  und  durch  die  Directrix  der  Parabel  in  der  yc-Ebene 
gehenden  Ebene,  also  auf  einer  durch  0  gehenden  Geraden  liegen, 
d.b.: 

Die  Spitzen  sämmtlicher  rectangnlären  Trieder  von 
Schmiegungsebenen  der  cubischen  Parabel  liegen  auf  einer 
Geraden. 

Diese  Gerade  kann  man  also  die  Directrix  der  cubischen  Parabel 
nennen.     Aus  dem  Gesagten  geht  weiter  unmittelbar  hervor: 

Die  Projection  der  Directrix  einer  cubischen  Parabel 
auf  irgend  einer  Schmiegungsebene  ist  die  Directrix  der  in 
dieser  Ebene  enthaltenen  Parabel. 

Der  um  das  Dreieck  ^  ^  (7  beschriebene  Kreis  geht  durch  den  Brenn- 
punkt der  Parabel  in  der  a;y- Ebene;  ein  zweites  Trieder  O'  schneidet 
diese  Ebene  in  einem  andern  Dreieck  a'B'C\  dessen  Umkreis  ebenfalls 
durch  den  Brennpunkt  geht  u.  s.  f.,  oder: 

Bei  einer  cubischen  Parabel  mit  Directrix  wird  jede 
Schmiegungsebene  von  allen  rectangnlären  Triedern  in 
Dreiecken  geschnitten,  deren  Umkreise  durch  denselben 
Punkt  gehen,  nämlich  durch  den  Brennpunkt  der  dieser 
Schmiegungsebene  entsprechen  den  Parabel,  und  deren 
Höhendurchschnitte  auf  einer  Geraden,  der  Directrix  dieser 
Parabel,  liegen. 

Für  die  cubische  Parabel  mit  Directrix  giebt  es  zwei  specielle  Bei- 
spiele; das  erste  ist  in  dem  Satze  enthalten  (s«  den  Aufsatz  über  die 
Erömmung  der  Flächen,  diese  Zeitschr.  Bd.  XXIX  S.  129): 

„Die  Mittelpunkte  0  aller  EUipsoide  (oder  centrischen  Flächen 
zweiten  Grades),  welche  irgend  eine  Fläche  in  einem  Punkte  S  in  dritter 
Ordnung  berühren,  liegen  auf  einer  bestimmten,  durch  5  gebenden  Ge- 
raden SO,  und  ihre  Hauptebenen  sind  die  Schmiegungsebenen  einer 
cubischen  Parabel,  deren  Directrix  SO  ist. 
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Das  zweite  Beispiel  erhält  man  dnrch  die  Normalenregelflächen, 
deren  Basis  ein  ebener  Schnitt  des  Ellipsoids  ist.     Es  sei  nftmlich 

die  Gleichung  des  Ellipsoids.  In  dem  Punkte  iS  oder  (|,  17,  i)  desselben 
ziehe  man  die  Normale  und  bestimme  auf  ihr  einen  Punkt  il/(a?,  y,  z) 
durch  die  Relationen 

V        i(n-!4)=-.  .(>+^>».  t(>+7>- 

(m  ist  ein  Parameter,  welcher  die  Lage  Ton  M  auf  der  Normale  durch 
die  Gleichung  bestimmt  nfi=  SM,p^  wo  p  der  Abstand  der  Tangential- 
ebene in  S  vom  Mittelpunkte  ist),  so  erhält  man  aus  1)  und  2) 

Für  einen  bestimmten  Werth  von  m  ist  3)  die  Gleichung  eines  El- 
lipsoids, auf  welchem  der  Punkt  M  liegt;  durch  Veränderung  des  Para* 
meters  m  erhält  man  eine  Reihe  von  EUipsoiden,  welche  ich  Sjstem- 
ellipsoide  nenne,  denn  die  Durchschnittspnnkte  jeder  Normale  von  1) 
mit  ihnen  bilden  ein  affin -veränderliches  System. 

Ist  nun  y  . 

*■>  7+5+1=' 

irgend  eine  Ebene,  welche  1)  in  der  Ellipse  E  schneidet,  so  sind 


^(■+5')  K'+S)  K'+S) 


die  dieser  Ebene  entsprechenden  Sjstemebenen ,  wovon  jede  das  einem 
bestimmten  Parameter  m  entsprechende  Systemellipsoid  in  einer  Ebene 
schneidet;  alle  diese  Ellipsen  liegen  auf  der  Regelfläche,  welche  von  den 
Normalen  von  1)  gebildet  wird,  deren  Fusspunkte  auf  dem  umfang  von 
E  liegen.     Man  setze  nun 

6)  .(.+^)  =  ^.    *('+9')  =  ^.    <'  +  ?)  =  ^. 

SO  erhält  man  durch  Elimination  von  m 

_I L_=i 


B- 


6»  c* 


7)  2  X       _ 

X  Y 


A s —      B- 


6» 
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Dies  sind  die  Gleichungen  von  drei  Parabeln  in  Tangentialcoordinaten, 
wovon  jede  zwei  Axen  berührt;  also  berühren  alle  Systemebenen  5)  di^se 
drei  Parabeln,  somit  osculiren  sie  eine  cnbische  Parabel,  deren  Directrix 
sich  in  den  Directricen  der  (ebenen^  Parabeln  7)  projicirt.  Diese  Direc- 
tricen  entsprechen  den  Gleichungen  (in  Cartesischen  Coordinaten) : 

g  y_^c^^     ±^±^     ^^^f^ 

Dieselben  Relationen  stellen  aber  auch  die  Projectionen  der  Geraden  vor, 
welche  den  Mittelpunkt  0  des  Ellipsoids  1)  mit  dem  Pol  von  B  ver- 
bindet.    D.  h. : 

Die  Normalenregelf l&chen,  deren  Basis  ein  ebener 
Schnitt  E  eines  Ellipsoids  (oder  Hyperboloids)  ist,  werden 
von  den  Schmiegungsebenen  einer  cubischen  Parabel  in  El- 
lipsen geschnitten,  deren  Directrix  die  vom  Mittelpunkt 
nach  dem  Pol  von  E  gezogene  Gerade  ist. 

Bewegt  sich  die  Ebene  5)  parallel  mit  sich  selbst,  so  wird  sie  end- 
lich Tangentialebene  des  Ellipsoids  1)  im  Punkte  S.  Die  Directricen  8) 
der  drei  Parabeln  und  somit  auch  die  Directrix  der  cubischen  Parabel 
bleiben  unveränderlich.  Die  Systemebenen  5)  bewegen  sich  ebenfalls 
parallel  mit  sich  selbst  und  berühren  im  Grenzfalle  jede  ihr  Systemellip- 
soid,  woraus  folgt: 

Jede  Normale  eines  Ellipsoids  schneidet  sämmtliche 
Systemellipsoide  in  Punkten,  deren  Tangentialebenen 
Schmiegungsebenen  einer  cubischen  Parabel  sind  und  deren 
Directrix  der  nach  dem  Fusspunkt  der  Normale  gehende 
Halbmesser  ist. 

Die  Normale  eines  Ellipsoids  lässt  sich  also  in  doppelter  Weise  auf- 
fassen, entweder  als  Gerade  oder  als  unendlich  dünnes  Normalenbüudel ; 
und  dann  gehört  zu  ihr  eine  cubische  Parabel  mit  Directrix,  die  sich 
nach  dem  Obigen  leicht  construiren  lässt.  Es  sind  jedoch  drei  specielle 
Fälle  zu  berücksichtigen: 

1.  Die  Normale  fällt  mit  einer  Axe  zusammen ,  dann  stehen  die 
Systemebenen  senkrecht  auf  derselben.  Das  Normaleubündel 
ist  das  sogenannte  Stürmische  Konoid  (Compt.  rend.  1845;  ur- 
sprünglich von  Hamilton  entdeckt  Irish  Ac.  t.  15); 

2.  die  Normale  liegt  in  einer  Hauptebene  des  Ellipsoids,  die  System- 
'  ebenen  berühren  einen  parabolischen  Cylinder; 

3.  im  allgemeinen  Falle  osculiren  die  Systemebenen  eine  cubische 
Parabel  mit  Directrix. 

Reutlingen,  Januar  1884.  Dr.  0.  Böklbn. 
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XX Vm   Nachtrag  znr  Abhandlung:  »»TJeber  die  Krttmmnngsmittel- 
pnnkte  der  Polbahnen '^ 

(Diese  Zeitschrift,  Bd.  XXIX  S.  212  flg.) 

(Hierza  Taf.  IX  Fig.  4  u.  Ö.) 

Die  Constrnction  der  Krümmungsmittelpunkte  der  Polbahnen,  welche 
ich  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  XXIX  S.  218  gegeben  habe,  läset  eine  Ab- 
änderung zn,  welche  im  Folgenden  mitgetheilt  werden  soll.  Zn  dieser 
modificirten  Construction  gelangen  wir  durch  Benutzung  eines  einfachen 
planimetrischen  Satzes,  auf  den  meines  Wissens  bisher  noch  nicht  auf- 
merksam gemacht  worden  ist;  die  Ableitung  desselben  mag  daher  hier 
Platz  finden. 

Ziehen  wir  in  dem  Paralleltrapez  A^A^B^B^  (Fig.  4  Taf.  IX)  durch 
den  Schnittpunkt  C^  der  beiden  Diagonalen  eine  Parallele  zn  A^A^^  be- 
ziehentlich B^  ^2,  dann  ist  der  reciproke  Werth  der  Strecke 
CqC^=zCqC^  gleich  der  Summe  der  reciproken  Werthe  der 
Strecken  A^A^  und  B^^B^.  Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieses 
Satzes  ergiebt  sich  sofort,  wenn  man  beachtet,  dass 

AAj^C^CqO^AA^B^B^   und   A  B^C^C^oj  AB^A^A^. 
Denn  es  ist  demzufolge 


"blk..      R  r^F-F.A^ 


^1^1  — ^0^1*=='         ^1^1  =^0^1     ——- 

und  durch  Addition  beider  Relationen  erhält  man 
also,  wie  behauptet, 

-L  =  -1_+_L.  • 

Cq  Cj       Ay  A^       B^  B^ 

Legt  man  durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  nicht  parallelen  Seiten 
des  Trapezes  einen  Parallelstrabi  zu  A^A^  bez.  ^,^2»  ®^  ^^^^  letzterer 
von  den  beiden  Diagonalen  in  zwei  Punkten  getroffen,  deren  Entfernung 
durch  den  Schnittpunkt  der  nichtparallelen  Seiten  des  Trapezes  in  zwei 
gleiche  Tbeile  zerlegt  wird;  es  lässt  sich  ganz  analog  dem  Vorhergehen- 
den nachweisen,  dass  der  reciproke  Werth  eines  solchen  Theiles  gleich 
der   Differenz   der   reciproken   Werthe    der  Strecken  B^B^   und  A^A^  ist. 

Was  nun  den  eigentlichen  Gegenstand  dieser  Mittheilung  anlangt, 
so  bemerken  wir,  dass  wir  die  in  der  citirten  Abhandlung  erhaltenen 
Resultate  als  bekannt  voraussetzen  und  deshalb  die  gleichen  Bezeich- 
nungen wie  früher  benutzen.  Auf  S.  218  wurde  gezeigt,  dass  auf  dem 
durch  das  Momeutancentrum  M  gehenden  Strahle  MG^  Streicher  zu  DD^ 
bez.  EEq  parallel  ist  (Fig.  5),  ein  Punkt  H  existirt,  dessen  Verbindung»- 
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Btrahlen  mit  D  und  E  die  Polbahnnormale  M  D^  in  den  beiden  Krüm- 
mnngsmittelpunkten  Kp  and  K„  der  Polbahnen  schneiden.  Dieser  Punkt 
H  lässt  sich  unter  Verwendung  des  oben  angeführten  Satzes  direct  finden, 
d.  h.  ohne  Zuhilfenahme  der  Punkte  G  und  /.  Beachten  wir  nftmlich, 
dass 

ist,  80  folgt 

MKp :  MH  =  Kj,Dq'.DD^  =  MD^  -  M k\ :  DD^-, 

setzen  wir  hierin  der  früher  eingeführten  Bezeichnung  gem&ss  M^p  =  gp^ 
so  ergiebt  sich  demnach 

1     _     MD^  l 


Anf  S.  220   fanden  wir  nun  für  —  den  Ausdruck 


i^iwD'^m)''''^''''''''^ 


welcher    unter    Berücksichtigung    des    Umstandes,    dass    q>^^=^  L  D^M D^^ 
^^  —  LDqMD^  =  LI>q^MD  ist,  auch  in  der  Form 

.  2    ^    . 


geschrieben   werden   kann.     Letzteren  Werth   in   den  Ausdruck  für  -— - 
eingesetzt,  giebt 

1         1    ^     mFo 


wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  MDDq  und  MEEq  erhält  man 
schliesslich 

J.  =  -i-+J-. 
MH      DD^^EE^ 

Ziehen  wir  nun  durch  den  Schnittpunkt  S^  der  Diagonalen  des  Parallel- 
trapezes DEE^Dq  eine  Parallele  zu  DD^  bez.  EEq,  welche  DE  in  S  treffen 
mag,  so  ist  auf  Grund  des  vorher  bewiesenen  Satzes 

wir  erkennen  somit,  dass  MH^=SSq  ist.  Da  aber  MH  parallel  zu  DDq 
gezogen  wurde,  so  finden  wir  //  direct,  indem  wir  von  dem 
Schnittpunkte  S^  der  Diagonalen  des  Paralleltrapezes  DD^E^E 
ein  Perpendikel  auf  MN  fällen;  letzteres  trifft  den  durch  M 
parallel  zu  DDq  gelegten  Strahl  in  dem  gesuchten  Punkte  H. 

Zürich,  October  1884.  M.  Grübler. 
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XXTX.  Notiz  ttber  die  Lambert*8che  Beihe. 

Allem  Anschein  nach  ist  bisher  unbemerkt  geblieben»  dass  sich  die 
Lambert^sche  Keihe  in  ein  bestimmtes  Integral  umsetzen  lässt,  welches 
die  elliptische  Function  $in*amu  enthält.  Multiplicirt  man  nämlich  die 
bekannte  Gleichung 

stn^am  —  ^-^^^^^^2,lir^n^osnx,     («  =  1,2.3,...) 

mit  /(l  — 2gcoÄa;  +  ^*)  da:,  integrirt  zwischen  den  Grenzen  a?=0,  x  =  n 
und  benutzt  die  bekannten  Formeln 

I  l(l'—2qeosx  +  q^)dx  =  0,      /  l{l'--2q  cosx  +  q*)  cosnx  äx:= ^> 

0  0 

80  erhält  man 

9 

Kx 


0 


/(l-2^co*a:  +  5r«)m«iim-^da;  =  -^2jZ^ 


Die   auf   der  rechten  Seite   stehende  Reihe   geht   in   die  Lambcrt'scbe 
Beihe  über,  wenn  q  durch  ]/q  ersetzt  wird.  Schlömilch 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


Die   arabische  Tradition    der  Elemente  Euklid's. 

Von 

JoH.  Ludwig  Heiberg 

in  Kope&hagen. 


Hierzu  Taf.  III  Fig.  4—6. 


L  Es  ist  bekannt,  mit  welchem  Eifer  die  Araber  die  griechische  Fach- 
wissenschaft aufnahmen ;  so  giebt  es  kaum  ein  einigermassen  bedeutendes 
Werk  eines  griechischen  Mathematikers,  das  nicht  von  ihnen  ins  Ära. 
bische  übersetzt  nnd  commentirt  worden  wäre.  Aber  von  all*  dem  Reich- 
thnm  ist  nur  sehr  wenig  gedruckt  iind  noch  wenigeres  in  solcher  Weise, 
dass  es  auch  dem  Nichtorientalisten  zugänglich  wäre.  Was  bekannt  ge- 
macht worden,  ist  sehr  dazu  geeignet,  zu  zeigen,  welch*  ein  ergiebiges 
Feld  hier  noch  brach  liegt.  Es  muss  daher  die  sorgfältige  und  anregende 
Abhandlung  von  Herrn  Dr.  Elamroth  „üeber  den  arabischen  Euklid*' 
(Zeitschrift  der  deutschen  morgenländischen  Gesellschaft  XXXV,  1881, 
S,  270  —  326)  von  allen  Denen  mit  Freude  begrösst  werden ,  die  sich  mit 
der  Geschichte  der  Mathematik  beschäftigen.  Dies  ist  um  so  mehr  der 
Fall,  als  der  Verfasser  S.  326  zu  dem  Resultat  gelangt,  dass  26  Sätze 
nebst  mehreren  Definitionen ,  Scholien  und  Corollarien  im  griechischen 
Euklid  unecht  seien,  und  dass  viele  Sätze,  besonders  im  stereometrischen 
Theile,  ursprünglich  weit  einfachere  Beweise  hätten.  Ein  so  durchgrei- 
fendes Resultat  berechtigt  den  Verfasser  zu  der  Forderung,  ein  künftiger 
Heransgeber  Euklid^s  müsse  sich  auf  die  eine  oder  andere  Weise  mit  der 
arabischen  Tradition  abfinden.  Das  werde  ich  meinerseits  hier  versuchen, 
da  in  der  Gesammtausgabe  der  Werke  Euklid^s,  die  Herr  Prof.  H.  Menge 
in  Mainz  und  ich  unternommen  haben,  die  Elemente  mir  zugefallen  sind. 

Zuerst  werden  wir  von  Herrn  Klamroth  darüber  belehrt,  dass  die 
herrschende  Ansicht,  als  ob  Camp  an  us  die  arabische  Uebersetzung  ziem- 
lich treu  wiedergebe,  irrig  ist.  Von  den  Elementen  hatten  die  Araber  zwei 
Uebersetzungen ,  die  des  Hajjaj  (c.  800)  und  des  Ishak  ben  Hündin 
(c.  900).     Von  der  ersten  besitzen  wir  die  Bücher  I — VI  allein  im  Cod. 

Hlct-Ut  Abthlg.  d.  Zeltsohr.  f.  M*th.  n.  Fhjs.  XXIX,  1 .  1 


2  Historisch  -  literarische  Abtheilung. 

Leidensis  965  (geschr.  im  J.  1144/45)  und  XI  — XIII  vielleicht  im  Cod. 
Haun.  81  (Saec.  XIII),  die  zweite,  von  Thabit  ben  Korra  verbessert, 
giebt  Bodl.  279  (geschr.  1238)  vollständig  (Lib.  I  -  XIII),  während  Haun. 
81  nur  V — X  enthält;  die  nichteuklidischen  Bücher  XIV  und  XV,  von 
Kosta  ben  Luca  übersetzt,  sind  im  Bodl.  279  und  Haun.  81  enthalten. 
Die  drei  genannten  Handschriften  haben  Herrn  Klamroth  vorgelegen, 
und  er  hat  gefunden,  dass  die  lateinische  Uebersetzung  des  Campanus 
weder  mit  der  einen,  noch  mit  der  andern  der  echten  arabischen  üeber- 
setzungen  stimmt. 

Der  Verf.  berührt  bei  dieser  Gelegenheit  auch  die  neuerdings  viel- 
fach behandelte  Frage  über  das  Verhältniss  zwischen  Adelhard  von 
Bath  und  Camp  an  us,  aber  seine  Bemerkungen  hierüber  wollen  wir  hier 
nicht  näher  berücksichtigen.  Hier  ist  uns  nur  das  wichtig,  dass  er,  den 
Campanus  betreffend,  zu  dem  Dilemma  kommt  (S.  274):  entweder  hat 
Adelhard-Campanus  selbst  Veränderungen  und  namentlich  Zusätze 
gemacht,  oder  er  benutzte  eine  jetzt  verschollene  arabische  Recension 
der  Elemente.  Jedenfalls  gilt,  was  ich  in  meinen  ,, Studien  über  Euklid*' 
Cap.  I  über  den  Werth  der  arabischen  üeberlieferung  für  die  Textkritik 
der  atoixtla  gesagt,  fortan  nur  für  Campanus,  nicht  für  die  ursprüng- 
lichen arabischen  Uebersetzungen.  Für  diese  muss  die  Untersuchung  von 
vorn  angefangen  werden. 

Der  Verf.  zeigt  nun  an  Beispielen  S.  311  flgg.»  dass  Hajjaj^s  lieber- 
Setzung  rücksichtlich  der  Treue  weit  hinter  Isbak  zurückbleibt,  indem 
Hajjaj  eher  „ein  bequemes  Schulbuches  als  „ein  treues  Abbild  des 
Originals"  geben  wollte.  Sonderbar  ist  es,  dass  die  Bücher  XI — XIII 
im  Haun.  81,  die  nach  der  Subscription  der  Hajjaj 'sehen  Uebersetzung 
angehören,  sehr  wenig  von  der  Uebersetzung  des  Is hak  abweichen.  Ob 
der  Verf.  mit  seiner  Vermuthung  S.  304  —  305  hierüber  das  Richtige  trifft, 
lasse  ich  dahin  gestellt. 

Diese  beiden  Uebersetzungen  sind  noch  ungedruckt,  und  wir  erfahren 
überhaupt  erst  durch  diese  Arbeit  Klamroth *8  Näheres  über  ihre  Be- 
schaffenheit. Gedruckt  sind  nur  die  XIII  (in  einigen  Exemplaren  gar 
nur  XII)  Bücher  in  der  Bearbeitung  des  Nasireddin  Tusi  (Bomae 
1594).  Diese  XIII  Bücher  enthalten  452  Sätze.  Rechnet  man  dazu  für 
die  zwei  letzten  Bücher  nach  Codd.  Pariss.  1129  u.  1216,  die  einen  Aus- 
zug der  vollständigen  Bearbeitung  Nasireddin ^s  bieten,  16  Sätze,  so 
ergiebt  sich  für  Nasireddin  die  Gesammtzahl  von  468  Sätzen,  die  von 
Haji  Khalfal  S.  383  für  Hajjaj *s  Uebersetzung  bezeugt  ist.  Klam- 
roth schliesst  hieraus,  dass  Tusi  die  Uebersetzung  des  Hajjaj  zu 
Grunde  legte.  Es  scheint  mir  aber  sehr  zweifelhaft,  ob  wir  aus  Tosi 
durchaus  auf  den  Bestand  der  Sätze  bei  Hajjaj  schliessen  dürfen.  An 
der  einzigen  Stelle  nämlich,  wo  sichere  Controle  möglich  ist,  scheint 
keine  Uebereinstimmung  zu  sein.     Denn  bei  Tusi  fehlt  VI,   12  (S.  27/ 
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steht  anrichtig  VII,  12),  während  er  bei  Hajjaj  (Cod.  Leid.)  da  ist, 
wenigstens  wenn  es  erlaubt  ist,  ans  dem  Schweigen  Klamroth^s  einen 
Schlass  zu  ziehen.  Umgekehrt  fehlt  im  Leid,  dem  L  und  III.  Buche  je 
ein  Satz  (S.  273),  was  bei  Tusi  nicht  der  Fall  ist.  Auch  führen  Tusi's 
Worte  bei  Haji  Ehalfa  I  S.  383  eher  darauf,  dass  Tusi  aus  beiden 
Uebersetzungen  mit  Ausscheidung  der  unechten  Zusätze  sich  seine  Ke- 
eension  gebildet  {dicit  se,  quae  de  archelypo  in  editionibus  Jaudalis  inve- 
niantur,  ab  üs  separasse,  quae  accesserint).  Bis  also  weitere  Forschungen 
das  Verhältniss  des  Tusi  zu  Hajjaj  feststellen,  wissen  wir  über  Hajjaj 
Nichts,  als  was  der  Leidensis  giebt;  namentlich  ist  es  nicht  sicher,  dass 
Hajjaj  wie  Tusi  X,  28  —  29  wegliess. 

Ishak's  Uebersetzung  enthält  478  Sätze  (vergl.  Haji  Rhalfa  I 
8.383),  indem  hier  VI,  12;  X,  28  —  29  nicht  wie  bei  Tusi  fehlen  und 
XIII,  1 — 3  sechs  Sätze  bilden;  dazu  hat  Ishak  noch  vier  Sätze,  die 
weder  der  griechische  Text,  noch  Tusi  kennen  (übersetzt  bei  Klamroth 
8.  278  flgg.).  Dass  diese  vier  Sätze  unecht  sind ,  ist  gar  nicht  zu  be- 
zweifeln. Warum  Klamroth  S.  279  „überzeugt  ist,  dass  sie  von  Ishak 
in  seiner  griechischen  Vorlage  vorgefunden  wurden**,  sehe  ich  nicht  ein. 

Von  den  bisher  genannten  Abweichungen  abgesehen,  stimmen  Hajjaj 
(so  weit  wir  ihn  kennen),  Ishak  und  Nasireddin  vollständig  überein 
und  ihr  Euklid  weicht  vielfach  von  unserem  griechischen  ab.  Da  nun 
die  arabische  Tradition  bis  ins  VIII.  Jahrhundert  hinaufreicht  und  unsere 
ältesten  Handschriften  dem  IX.  angehören,  verlangt  Klamroth  „aus 
historischen  Gründen**  (S.  280),  man  solle  dem  arabischen  Euklid  mehr 
Glauben  schenken  als  dem  griechischen  der  Handschriften.  Man  könnte 
hier  sofort  einwenden  wollen,  dass  Cod.  Vatican.  6r.  190  allem  Anschein 
nach  eine  vortheonische  Recension  enthält  (Studien  über  Euklid,  Seite 
177 flgg.);  wo  sie  also  mit  den  Theonischen  Handschriften  stimmt,  müsse 
man  annehmen,  dass  wir  den  Text  hätten,  wie  ihn  Theon  im  IV.  Jahrh. 
las.  Aber  dieser  Umstand  allein  vermag  nicht  die  Ansicht  Klamroth^s 
zu  erschüttern.  Wenn  sonst  Nichts  gegen  ihn  einzuwenden  wäre,  müssten 
wir  eher  die  Integrität  der  Redaction  im  Vatic.  190  aufgeben,  und  die 
Meinung  annehmen,  wofür  auch  sonst  Einiges  sprechen  könnte,  dass  die 
vortheonische  Redaction  im  Vatic.  190  durch  Einmischung  der  Theo- 
nischen Vulgata  contaminirt  sei. 

Wenn  man  den  Verf.  auf's  Wort  nehmen  wollte  (S.  280:  „sofern 
mich  keine  griechische  Handschrift  der  Elemente  widerlegt,  die  bis  ins 
VIII.  Jahrhundert  hinaufreicht**),  wäre  freilich  die  Widerlegung  sehr 
leicht.  Denn  es  giebt  eben  eine  solche  griechische  Handschrift,  den 
Palimpsest  in  British  Museum  (Add.  17211)  aus  dem  VII.  oder  Anfang 
des  VIIF.  Jahrhunderts  (Wright:  Catalogue  of  Syriac  ms.  in  the  Br.  M. 
11,  S.  549).  Ich  habe  die  fünf  werth vollen  Blätter  im  Sommer  1882  col- 
lationirt  und  werde  nächstens  meine  Lesung  vollständig  mittheilen.    Hier 
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will  ich  nur  das  für  die  vorliegende  Frage  Wichtige  vorgreifend  in  aller 
Kürze  geben.  Von  X,  17,  der  im  Arabischen  fehlt,  finden  sich  im 
Falimpsest  zwei  Fragmente  (ed.  Angnet  II,  S.  18,  23—30  nnd  S.  19,  5 
bis  zum  Schlnss).  X,  82  hat  im  Falimpsest  die  Nummer  na  (81);  un- 
möglich können  also  im  Falimpsest,  wie  im  Arabischen,  vorher  acht  Sätze 
gefehlt  haben;  auch  in  den  übrigen  griechischen  Handschriften  ist  der 
Satz  öfters  als  81  numerirt.  Von  X,  113  — 114,  die  im  Arabischen  fehlen, 
hat  der  Falimpsest  Folgendes  erhalten:  August  II,  S.  139,  1  bis  zam 
Schluss  und  X,  114  (als  giy)  bis  S.140,  20.  XIII,  14  ist  als  c^  nume- 
rirt (ohne  Zweifel  waren  die  analytischen  Beweise  für  Fropp.  1  —  5  be- 
sonders numerirt);  bei  den  Arabern  ist  er  Frop.  8.  Noch  wichtiger  ist 
es  aber,  dass  der  Falimpsest  auch  in  den  Lesarten  ziemlich  mit  unseren 
Handschriften  stimmt;  namentlich  ist  die  Aehnlichheit  mit  dem  alten 
Bodleianus  überraschend.  Aber  selbst  wenn  wir  diesen  positiven  Beweis 
nicht  hätten,  könnten  wir  mit  Gewissheit  behaupten,  dass  unsere  Hand- 
schriften, worunter  mehrere  aus  dem  IX. —X.  Jahrb.  sind  und  in  wesent- 
lichen Funkten  übereinstimmen ,  ebne  nach  demselben  Original  abgeschrie- 
ben SU  sein,  eine  Kedaction  repräsentiren ,  die  an  Alter  der  arabischen 
fast  gleich  kommt.  Aber  wenn  auch  die  „historischen  Gründe*'  Klam- 
roth*s  somit  wegfallen,  scheint  mir  die  Frage  doch  noch  nicht  erledigt, 
da  der  Zeitunterschied  zwischen  dem  Falimpsest  und  der  ältesten  arabi- 
schen Uebersetzung  so  gering  ist  (etwa  1  Jahrhundert)« 

.  Bekanntlich  können  wir  aber  stellenweise  die  griechische  Ueberlieferung 
weit  höher  hinauf  verfolgen  durch  Citate  bei  älteren  Schriftstellern,  und 
einige  dieser  Citate  widersprechen  bestimmt  der  arabischen  Tradition.  Da 
die  Abweichungen  in  den  späteren  Büchern  am  häufigsten  sind,  wo  die 
Citate  am  spärlichsten  vorkommen  (besonders  das  X.  Buch  wird  äusserst 
selten  citirt),  kann  die  Zahl  der  Beweisstellen  nicht  gross  sein.  Wenn 
aber  die  Glaubwürdigkeit  der  arabischen  Ueberlieferung  auch  nur  an  einer 
Stelle  ernstlich  erschüttert  ist,  so  gewinnen  die  angeführten  relativen 
Gründe  einen  erhöhten  Werth,  und  das  Eine  mit  dem  Andern  befestigt 
die  Auctorität  der  griechischen  Handschriften. 

Zuerst  hebe  ich  hervor,  dass  wenigstens  die  zwei  der  von  Tusi  weg- 
gelassenen Sätze  unmöglich  unecht  sein  können,  wieRiamroth  geneigt 
ist  zu  glauben  (S.  280).  Denn  VI,  23  wird  von  Eutokius  zu  Apol- 
lonius  S.  32  mit  dieser  Nummer  citirt;  also  kann  VI,  12  nicht  gefehlt 
haben,  wenn  nicht  ein  gar  sonderbarer  Zufall  obwaltet.  Und  X,  29  iBt 
fast  wörtlich  von  Froklns  S.  205, 10  angeführt,  und  zwar  als  im  X.  Buche 
befindlich.  Da  diese  Citate  200  —  300  Jahre  älter  sind  als  die  arabische 
Uebersetzung,  verdienen  sie  doch  wohl  entschieden  den  Vorzug.  Weil 
aber  die  genannten  drei  Sätze  bei  Ishak  gefunden  werden,  konnte  man 
meinen,  dass  Tusi  hier  in  seinem  Streben,  den  Text  zu  reinigen,  za 
weit  gegangen  sei  und  die  Sätze  ohne  Stütze  der  Ueberlieferung  gestrichen 
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habe.  Aber  die  angeführte  Stelle  ans  Eutokius  (zu  Apollon.  S.  32) 
spricht  aach  gegen  die  Tradition  bei  Ishak;  denn  bei  ihm  ist  VI,  23  als 
VI,  25  nnmerirt.  Ebenso  citirt  Simplicius  in  Aristot.  phys.  Fol.  114b 
VI,  10  mit  dieser  Nummer  (vergl.  Studien  üb.  Eukl.  S.  206),  während  der 
Satz  bei  Ishak  VI,  13  ist.  Endlich  führt  Pappus  die  Sätze  XIII,  2, 
4,  16  mit  diesen  Nummern  an  (V,  S.  430,27;  420,7;  424,7);  bei  Ishak 
ist  dagegen  XIII,  2  in  XIII,  3  und  4  getheilt,  XIII,  4  ist  XIII,  8,  und 
XIII,  16  ist  als  XIII,  19  numerii-t.  Zu  Gunsten  der  Araber  könnte 
man  geltend  machen  wollen,  dass  Eutokius  in  Apollon.  S.  44  III,  15 
statt  III,  16  citirt;  denn  bei  den  Arabern  bilden  III,  11+12  nur  einen 
Satz;  hier  scheint  aber 'bei  Eutokius  nur  ein  zufälliger  Fehler  vorzu- 
liegen, da  der  etwas  ältere  Simplicius  in  Aristot.  phys.  fol.  14a  Eiern. 
III,  33  mit  dieser  Nummer  citirt. 

Bei  der  angefochtenen  Echtheit  der  Heronischen  Definitionen  (vergl. 
jedoch  Stud.  üb.  Eukl.  S.  192)  will  ich  kein  grosses  Gewicht  darauflegen, 
dass  Heron  öfters  mit  unseren  Handschriften  gegen  die  Araber  stimmt; 

V  Def.  12  —  13,  die  bei  den  Arabern  vertauscht  sind,  stehen  bei  ihm  in  dieser 
Ordnung  (DefiF.  126  —  127,  6);  XI  Def.  21—22  stehen  bei  den  Arabern 
vor  Def.  18  und  11,  während  Heron  diese  vier  Definitionen  in  der  rich- 
tigen Ordnung  hat,  doch  an  verschiedenen  Stellen  (Def.  24;  84,  2;  96); 
XI  Def.  23  und  25  —  29  stehen  so  bei  Heron  (Def.  96;  100—104), 
fehlen  aber  bei  den  Arabern.  Umgekehrt  darf  aber  ebenso  wenig  daraus 
auf  Oeberein Stimmung  zwischen  Heron*s  Handschriften  von  Euklid 
und  denen  der  Araber  geschlossen  werden,  dass  XI  Def.  5 — 7  bei 
Heron  (XI  Def.  4  und  8  sind  bei  ihm  Def.  115,  2  vereinigt)  wie  bei  den 
Arabern  fehlen;  denn  Heron  lässt  auch  XI  Def.  16,  19  —  20  weg. 

Dagegen  ist  es  von  grosser  Bedeutung,  dass,  wenn  die  Angabe 
Klamroth's  S.  315  vollständig  ist,  von  den  im  Griechischen  vorhande- 
nen Corollarien  nur  VI,  8;  VIII,  2  und  X,  3  auch  im  Arabischen  ent- 
halten sind ,  da  wir  doch  mehrere  der  übrigen  schon  im  III.  und  V.  Jahr- 
Imndert  nachweisen  können.     So  ist  das  Corollar  XIII,  17  von  Pappus 

V  S.  436,  5  angeführt,  II,  4  und  III,  1  von  Proklus  S.  304,  2figg., 
das  oiach  VII,  2  von  demselben  S.  303,  22;  IV,  15  von  Simplicius 
10  Aristot.  phys.  fol  15.     I,   15  kennt  schon  Proklus  S.  301. 

Endlich  können  auch  innere  Gründe  gegen  die  Glaubwürdigkeit  der 
arabischen  Ueberlieferung  hervorgehoben  werden.  Denn  wenn  es  auch 
unerlaubt  ist,  aus  einer  vorgefassten  Ansicht  von  dem  Ingenium  eines 
alten  Verfassers  argumentiren  zu  wollen,  das  und  das  habe  er  nicht 
schreiben  oder  weglassen  können,  so  kann  doch  bei  einem  mathematischen 
Schriftsteller,  wie  Euklid,  mit  einiger  Sicherheit  geschlossen  werden,  dass 
Sätze,  die  häufig  verwendet  werden,  nicht  ursprünglich  haben  fehlen 
können.  Nun  werden  X,  13 — 14,  die  die  Araber  weglassen,  im  Ver- 
laufe des  X.  Buches  sehr  häufig  angewandt  (X,  19,  22,  23,  24,  27  u.  s.  w.). 
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ebenso  X,  17,  die  auch  im  arabischen  Text  fehlt  (X,  19,  27,  37).  Anch 
XII,  6  und  XII,  13  sind  beziehungsweise  für  den  griechischen  Beweis 
für  XII,  11  und  XII,*  15  unentbehrlich;  wie  wird  der  Beweis  bei  den 
Arabern  zu  Stande  gebracht,  denen  jene  zwei  Sätze  fehlen? 

Wenn  man  dies  Alles  zusammennimmt,  wird  man,  wie  ich  glaube, 
zugeben  müssen,  dass  die  arabische  Tradition  nicht  nur  nicht  der  der 
griechischen  Codices  vor  der  Hand  vorzuziehen  ist,  sondern  sogar  bedeu- 
tend hinter  ihr  zurückbleibt  und  als  mutilirt  zu  betrachten  ist.  Dadurch 
ist  ja  aber  die  Möglichkeit  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  den  Arabern 
vorliegenden  griechischen  Handschriften  dennoch  stellenweise  den  nnsrigen 
gegenüber  Ursprünglicheres  bieten  können.  Di'e  Frage  muss  also  mehr 
im  Einzelnen  erörtert  werden. 

n.  Es  dringt  sich  also  die  Frage  auf,  ob  die  Araber  ganz  auB  freier 
Hand  die  ihnen  vorliegenden  griechischen  Handschriften  mutilirt  und 
umgestaltet  haben,  oder  aber  ob  die  ihnen  zugekommenen  Handschriften 
schon  von  dem  in  unseren  gewöhnlichen  Handschriften  überlieferten  Texte 
abwichen.  Das  Letztere  muss  unbedingt  bejaht  werden;  denn  es  giebt 
(bisher  unbeachtete)  griechische  Handschriften,  die  in  gewissen  Stücken 
mit  den  arabischen  Uebersetzungen  so  genau  übereinstimmen,  dass  wir 
nothwendig  annehmen  müssen,  dass  Codices  dieser  Classe  von  den  ara- 
bischen Uebersetzern  benutzt  wurden.  Die  Biblioteca  communale  in  Bo- 
logna besitzt  unter  ihren  wenigen  griechischen  Handschriften  einen  schönen 
Euklid  aus  dem  XI.  Saec.  (Nr.  18—19,  2  Voll.).  Ich  hatte  einen  Theil 
der  Handschrift  in  Bologna  collationirt,  wurde  aber  erst  in  Florenz  auf 
ihre  besondere  Bedeutung  aufmerksam,  und  konnte  dann,  Dank  der 
Liberalität  der  Bibliothekverwaltung,  durch  Vermittelung  des  zuvorkom- 
menden Bibliothekars  der  Laurenziana  den  Codex  noch  auf  einige  Tage 
in  dieser  Bibliothek  benutzen.  Zu  einer  vollständigen  CoUation  reichte 
die  Zeit  aber  nicht  aus.  Was  ich  notirt  habe,  werde  ich  hier  veröffent- 
lichen, indem  ich  hoffe,  später  einmal  meine  Mittheilungen  vervollstän- 
digen zu  können. 

Die  Handschrift  enthält  zuerst  sämmtliche  ngoracttg  der  XIII 
Bücher  der  Elemente  und  der  Data  (93  Propp.);  dann  n^ooL^w  r^( 
ysi»fittiflag  (=  Variae  collectiones  15 — 68  bei  Hultsch,  Heron  S.  252 
bis  274;  vergl.  Wachsmuth,  Rhein.  Mus.  1874  S.  317  flgg.);  dann  Eiern. 
I— XIII;  doch  fehlt  von  XIII,  18  der  Schluss  (von  S.  427,  29  ed.  Greg, 
an);  am  Bande  steht  Xun,  gwXX.  ig*  Endlich  folgen  die  Data,  aber  am 
Anfang  defect  {XbIxbi  ij  aQXf}  mg.)  un4  nur  bis  Prep.  88  Greg.  (=3  86 
Cod.)  reichend.  In  den  Datis  findet  sich  eine  sehr  sonderbare  Blätter^ 
Versetzung,  indem  Prop.  33  extr.,  33  SXXmg^  34  init.  und  Prop.  43,  44 
init.  ihre  Stellen  vertauscht  haben.  Nun  finden  wir  in  Laurentianus  28, 1 
Saec.  XIV  genau  dieselbe  Umstellung,  und  auch  sonst  stimmt  diese  Hds«! 
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die  einst  dem  Demetrius  Cydonins  gehörte,*  in  diesem  Theile**  der- 
gestalt mit  Bonon.  überein ,  dass  sie  notbwenig  als  eine  Copie  darnach 
betrachtet  werden  muss.***  Ich  citire  daber  im  Folgenden  diese  beiden 
Handschriften  als  eine,  ohne  die  kleinen,  wenig  bedeutenden  Varianten 
za  berücksichtigen. 

In  den  IX  ersten  Büchern  stimmen  Zahl  nnd  Ordnnng  der  Sätze 
ganz  mit  der  gewöhnlichen  überein.  Ich  habe  nur  das  erste  Buch  toH- 
ständig  collationirt,  und  daraus  ergiebt  sich,  dass  Bonon.  ein  recht  guter 
Vertreter  der  Theonischen  Handschriftenclasse  ist.  Am  Schlüsse  des 
X.  Buches  sind  einige  bemerkenswertbe  Abweichungen.  X,  116  Cod.  ist 
X,  116  ed.  August  (II  S.  143)  mit  dem  Skki&g;  dann  folgt  als  ^i£  August 
If  S.  296  mit  dem  SXXwg  (August  II  S.  297),  dann  ohne  Nummer  August 
II  S.  297 — 298.  Am  Rande  steht  bei  diesen  Sätzen  mit  erster  Hand^ 
August  II  S.  295  Nr.  37  mit  der  Bemerkung  (man.  1) :  iatiov^  ort  tj 
toiJtov  tov  &$toQf{iiatog  ngoraaig  tf  avrrj  iüTi  ry  tov  ^g,  od'sv  aal  iv  rolg 
?(?©  nagakikiinjai  ^  9/  ÖE  TiaTaygaipTJ  kccI  to  <y%ijf*a  ov  td  avtd  bIciV  yi" 
ygamai  öe  iv  aXlco  xori  gi^'  Öio  %cci  rjfiug  xovto  nagotTB^eUafiev.  Dann 
folgt,  ebenso  am  Rande  mau.  1 ,  August  II  S.  295  Nr.  38  mit  der  Notiz: 
dGavzcag  xol  tovtov  tov  ^sagrifiCCTog  rj  itgoxaGig  t]  ctvxt]  icTi  t^  tov  ()f, 
otJ  pi]v  ij  xatayQag)ri  xal  to  oxrifia  ixsivG)  td  avtd  siciv*  h'att  öh  iv  itego) 
7m\  girj'  Öio  XDfl  ijfiiv  nagayiygantai ,  eha  to  Svöov  gi^  iv  imLvtp  i<st\  gt& 
xal  e^rjg  td  AotJra. 

Mit  dem  XI.  Buche  fangen  die  Differenzen  an,  die  uns  hier  beschäf- 
tigen sollen. 

Um  nun  die  Uebereinstimmung  zwischen  Bonon.  und  den  Arabern 
iVL  constatiren,  stelle  ich  zunächst  neben  den  betreffenden  Satz  des 
Bonon.  (XII,  6  =  XII,  7  Greg.)  die  üebersetzung  des  arabischen  Textes 
bei  Klamroth  S.  318. 

ndv  nglafia  tgiycovov  hxov  ßdöiv  Jedes    Prisma    mit    dreieckiger 

^mgütai,    elg  tgdg   nvga^iöag    Xaag      Basis    lässt    sich    zerlegen    in    dm 
iUi^Xttig  tgiycivovg   ßdasig  ixoijaag.      gleiche  Pyramiden   mit   dreieckiger 

Basis. 

htto  fcgiafia  to  AEFdE  Z  (Fig.  4)  Von  dem  Prisma  ABFJE  Z  (Fig. 

iQiymvov  sxov  ßdctv  trjv  FZJ.  kiyco,      5)  sei  das  Dreieck  FZJ  die  Basis; 
ou  TÖ  ABFJEZ  TtgiiffACc  öiaigeitai      ich  behaupte,  dass  sich  das  Prisma 


♦  „Ißte  liber  est  Demetrii  Chidonii"  Fol.  1».  Nun  war  Demetrius  Cydo- 
nine  ein  Freund  des  bekannten  Nicolaus  Cabasilas  (ihr  BriefwechBel  z.B.  bei 
Montfaucon,  Bibl.  Coislin.  S.  428  flgg.),  und  im  Bonon.  sind  mehrere  Schollen  mit 
der  Ueberschrift  OfodcaQov  Kafiaalla.  ich  vermuthe  also,  dass  Bonon.  der  Familie 
Cabasila*8  angehört  hat  und  dass  jene  Scholien  Autograph  sind.  Theodorus 
CabasilaB  ist  mir  sonst  nicht  bekannt. 

**  Sie  enthält  noch  verschiedene  astronomische  Schriften. 

***  Doch  sind  Elem.  XIII,  1^  und  ebenso  die  Data  vollstSaidig. 
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slg  TQitg  nvQa(iiöag  Haag  dXXiikatg  A  B  FJE  Z  in  drei  gleiche  Pyramiden 
TQiydvovg  ßdasig  ixovaag.  htsievx'  mit  dreieckiger  Basis  zerlegen  lässt. 
^(oactv  ydg  at  B^^  BZj  ZE»  17  a^a  Wir  ziehen  die  Linien  BJ^  BZ  and 
nvQa^lg^  ^g  ßdaig  fiiv  ioxi  xo  FB/I  ZEy  so  ist  die  Pyramide,  deren 
xqiywvov  7ioQV(p7J  dl  x6  Z  ctifAeloVf  Basis  das  Dreieck  FBJ  und  deren 
iöri  iöxi  xy  nvQct(ii6i  xi^  ßdaiv  (aIv  Spitze  Z  ist,  gleich  der  Pyramide 
ixovai^  x6  BAE  xqiymvov  KO^q>r]v  8h  mit  der  Basis  BAE  und  der  Spitze  Z. 
To  Z  arifiBiov  f  ^^^1  ic^l  t^  nvQCtfilöi  Nan  ist  aber  die  Pyramide,  deren 
xy  ßdaiv  fiiv  ixavö^  xo  AEZ  xqI-  Basis  das  Dreieck  BJE  und  deren 
ytavov  7io^q>fiv  6h  xo  B  arifiHov.  xal  Spitze  Z  ist,**  gleich  der  Pyramide, 
iq  nvQafilg  iga^  rjg  ßdcig  fiiv  iaxt  deren  Basis  das  Dreieck  AEZ  und 
TO  BFA  xQiymvov  noQvtpfl  öh  xo  Z  deren  Spitze  B  ist.  Also  ist  die 
^  ctifiBlovy  Icri  iax\  xy  nvQafiiSi  xy  Pyramide,  deren  Basis  das  Dreieck 
ßaciv  (ihv  ixovay  xo  AEZ  x^lymvov  FBA  und  deren  Spitze  Z  ist ,  gleich 
noQVfprlv  6h  xo  B  öiifiEiov.  öingrixai  der  Pyramide ,  deren  Basis  das  Drei- 
SgaxoABFAEZ  nglaita  dg  XQsig  nv-  eck  ^EZ.und  deren  Spitze  B  ist. 
pctfiiöctg  iLOag  dkki^kaigy  av  ßdcsig  Also  ist  das  Prisma  ABFAEZ  in 
liiv  ilaivABFAEy*  AEZ  xo^vcjoi)  Si  drei  gleiche  Pyramiden  zerlegt,  deren 
Tcr  Bf  Z  atifisia.  Basen  die  Dreiecke  FBAj  B^Eund 

AEZy  und  deren  Spitzen  die  Punkte 
B  und  Z  sind. 

Ueberblicken  wir  jetzt  die  Besonderheiten  des  Bononiensis. 

Im  XL  Buche  sind  die  Abweichungen  verhältnissmässig  geringer.  In 
XI,  23  bietet  die  Handschrift  statt  ü  ydq  fiif  S.  169,  26  Aug.  —  n^o- 
ßXilfia  S.  170, 2  Folgendes:  insi  ydg  at  AE^  EZ  x'qg  AZ^  xovxioxi  x^g  MN^ 
fif/fovff  dol  f}  i^fiiaeuHf  q  EA  Sga  x'^g  MSy  xovxiaxiv  1^  AB  xrjg  AS 
fisiimv  iaxl,  nal  idv  6(ioi(Dg  oi  f/tsl^ov  icxi  xo  dno  x^g  AB  xov  dno  tilg 
A  S^  l%tivff  iai^v  TtQog  tq>  rot;  xvxkov  inmiSm  dvaöxfjßm(i£v  tiqv  3P^  ovaia- 
&rjaexai,  xo  xQoßXrifia,  S.  170,  24:  kiyw  bis  zum  Schluss  fehlt;  es  folgt 
das  Lemma  II  S.  299  August.  XI,  37  (Xt')  lautet  im  Bonon.: 

*Emv  (Otfiv  oaaiöiqnoxovv  ev&Biai  dvdXoyov,  xal  xd  aV  avxfSv  OfiOta  x«i 
Ofiolmg  xslfievu  axsQsd  nagaXXi^XBninsda  dvdXoyov  iaxai,  xcrl  idv  xd  a% 
avxmv  Of/toitt  xol  Ofiolatg  xsiiniva  öxsQed  naQaXXfiXenlnsda  dvdXoyov  ^y  J^^i 
ovtai  dvdXoyov  Söovxat. 

Söxmaav  oaaiSriytoxovv  Bvd'slat  dvdXoyov  at  AB^  FAy  EZ^  HS^  dg  «7 
AB  ngog  FA  ovxoag  1^  EZ  JiQog  H0y  Kai  avaytyQatp^m  dq>  sndoxT}g  tq)v 
ABf  FAy  EZj  HB  Ofioia  xal  Ofto/o>$  Ksi(^Bva  exBQBa  naifalXfjXtTclneda  ta 
AKf  FA,  EM,  HN.  Xiym,  ot»  icxlv  mg  xo  AK  öxsgeov  ngog  xo  FA 
oxsQiovj  ovxmg  xo  EM  axB^iov  ngog  xo  HN  axtgsov*     mnon^a^oi  yag  og 


*  Zu  lesen:  al  BFA,  BAB.    Das  Porisma  fehlt  in  beiden. 
**  Die  Lacime  im  Bonon.  ist  so   zu  eappliren:  ij   dl  mgaplg  17  ßdötv  (^ 
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i^  An  TCQog  tyiv  izf,  ovTtog  tj  tb  F/J  ngog  rijv  3  xcci  iy  A  nQog  xriv  O.  cog 
iqa  ij  n^mvi  nQog  rrjv  Tsra^Ti^v,  ToviiöTiv  iq  AB  TCqog  xiliv  0,  ovxiog  xo 
ffÄO  Tijg  ngmxrigy  xovxiaxi  xo  AKy  ngog  to  ano  xijg  ÖBwigagy  xovxiaxt  xo 
rj.  ag  öh  rj  EZ  ngog  iijv  f/ö,  ovxfog*  ij  x£  H&  ngog  xr^v  TL  xal  iy  /7 
nQog  Ti/v  P.  löriv  a^a  iog  ij  EZ  jr^dg  tiJv  P,  ovtcoj  to  EM  ngog  xo  HN. 
%ai  inel  iaxiv  c5g  'q  AB  Ttgog  xfjv  TA  ovxfug  ij  EZ  ngog  xtjv  JEfö,  aAA'  oog 
fiSv  fi  AB  ngog  xrjv  FA^  ovxoig  tj  xe  FA  ngog  xr^v  S  xai  tJ  3  ngog  tiJv 
Oy  &g  ÖS  1^  EZ  ngog  xijv  JEfÖ,  ovxmg  ij  xe  HS  ngog  tiJv  II  nai  ij  11  ngog 
TiJ»  P,  dft  faov  a^flf  IötIv  cSg  1]  ab  ngog  xrjv  O,  ot/TW^  r^  EZ  ngog  xrjv  P. 
oAA'  (£g  fisv  rj  AB  ngog  xrjv  O,  ovxmg  xo  AK  axsgeov  ngog  xo  FA  axegsovy 
ag  dh  1]  EZ  ngog  xr^v  P,  ovxmg  xo  EM  oxsgiov  ngog  xo  HN  cxtgsov  dg 
aga  xo  AK  axsgeov  ngog  xo  FA  öxigeov,  ovxtog  xo  EM  axfgsov  ngog  xo  HN 
cttqiov. 

iaxm  dl}  ndXiv  tag  xo  AK  axagsov  ngog  xo  FA  axsgBoVp  ovxmg  xo  EM 
cxiQiov  ngog  xo  HN  oxtgtov.  kfyco^  oxi  iaxlv  (og  rj  AB  ngog  xrjv  FA^ 
ovTfD^  rj  EZ  ngog  tiJv  HS,  nenoirja^m  yag  dg  'q  AB  ngog  xrjv  FA^ 
ovxag  r\  EZ  ngog  xrjv  JSTy  xal  ivaysygdip^to  ano  x'^g  £T  xtS  HNo^ioiov 
xal  ofioifog  xsi(iBvov  öxegtov  nagaXXriXenlnföov  xo  £T,  inet  iaxiv  dg  i^  AB 
iiQog  Tijv  FA^  ovxfog  rj  EZ  ngog  xrjv  ZT,  xal  dg  agcc  xo  AK  öxfgiov 
ngog  xo  TA  axtgeov,  ovxmg  xo  EM  axegtov  ngog  xo  2T  axsgiov,  xo  EM 
aga  ngog  ixaxegov  xmv  HN^  £  T  xov  avxov  l'xei  Xoyov.  iaov  Sga  iaxl  xo  HN 
xi  ET.  xal  oiioXoyog  icxiv  iy  HS  xy  ET.  Xcri  Sga  iaxiv  iq  HS  xj  £T. 
xal  btsi  loxiv  dg  '^  AB  ngog  xrjv  FAy  ovxmg  r^  EZ  ngog  xrjv  2)T,  liörj  öi 
^  £T  x^  HS,  dg  Sga  iq  AB  ngog  tiJv  FA ,  ovxong  rj  EZ  ngog  xrjv  HS* 
onig  Idti  öei^ai, 

XI,  38  Aug.  fehlt  wie  bei  den  Arabern  (Klamroth  S.  276).  XI, 
39  Ang.  =  XI,  38  Bonon.  lautet,  wie  folgt: 

*£av  xvjJov**  TCüv  ansvavxlov  inmiöcov  at  nXsvgai  Sija  xfirj^cSöi  öia  öe 
T»v  xofidv  ininBÖa  ixßXri^rj^  tJ  xdv  ininiöoiv  xoivrj  lOfw}  d/^a  xBfABl  xrjv 
tov  xvßov  öia^iBxgoVy  xal  avxrj  ölxa  xfirj^rjötxai  vno  x'qg  xov  xvßov  öia- 
fi/r^ov. 

xvßov  yag  xov  AB  (Fig.  6)  tcSv  ansvavxlov  ininiScov  xdv  FAy  AEy 
BZ,  HS  at  nXsvgal  öixa  xBX(ii]6&maav  at  FA ,  AAy  AEy  EFj  BZj  ZH, 
BS,  SB  xaxd  xa  K,  A,  M,  JV,  S,  O,  77,  P,  öia  öe  xdv  xofidv  ininsSa 
ii^ßeßkrjadm  xa  KM,  JIS,  NA,  OP,  xal  eaxoa  xtSv  Ininiiiav  xoivr]  xo^iri 
if  27r,  öiayLBxgog  6b  xov  xvßov  box(o  ij  BA.  Xiyto,  oxi  i^  £T  öiia  xs^ivst 
Tijv  TOV  xvßov  diafiBxgovy  xal  avxrj  öixa  xfArj^rjoBxai  vno  xrjg  xov  xvßov 
^WfUxgov. 


*  L.  ovxiog  icxa, 

••  Auch  Vatic.  190  und  Paris.  2346  haben  xvßov  XI,  89  statt  nagallriksn^- 
xi9ov.    Auch  GampanuB  XI,  40  hat  „ctUn". 
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instBvx^cnaav  yaQ  a[  FZ,  ZA,  BT^  TH.  Inel  tari  iailv  ij  FEx^  JA^ 
%al  ioTL  xijg  fiev  FE  i^fiicsia  i;  FN  trjg  6b/IA  ijfiiaeia  tJ  AA^  l'aiy  Sq» 
huv  ^  FN  xrj  AA.  Uxi  8e  xal  ^  ^Nxy  ZA  Harj.  ovo  8^  ai  FN,  NE 
Sval  xalg  AA^  AZ  laai  elai'  xal  yiavla  tj  vno  FNZyu^vla  xfj  vno  ZAA 
Xatj.  ßdaig  oQa  ?J  FZ  ßdaei  tij  ZA  Xai^,  xal  xo  F N Z  xgiymvov  xay  AA£ 
TQiydvG}  i'aov  Saxat,  xal  at  Xomal  yoiviai  xctig  Xoinatg  ymviaig  taai  ^aovxm, 
v(p'  Sg  at  Xcai  nkivgoi  vnoxüvovOiv.  Xarj  o^a  iaxlv  iy  vtio  xcSv  FZ,  ZN 
yavia  Tjf  vjto  tav  AZy  ZA.  xoivrj  nQoöxslö^OD  ij  vno  x<ov  NZ^  ZA,^  ff* 
aQa  vno  xcav  FZ^  ZNy  NZ,  ZA  xalg  vno  xcov  AZ,  ZAy  AZ^'ZN  teai 
ti(siv.  aXi!  at  vno  tov  AZ,  ZA,  AZ,  ZN  övalv  OQd-alg  Xaai  eiai.  nQog  6rj 
xivi  ivdsia  x^  NZ  xal  tgo  n(fdg  avxrj  örifiBitp  tq)  Z  ovo  ev&ilat  at  ZF^  ZA 
ft?J  inl  xd  avxä  fiigri  xslfASvai  xdg  iq>6^ijg  yoDvlag  övalv  OQ^aig  Xaag  noiovci 
xdg  vno  x(Sv  FZN^  NZA.  in  (vd'eiag  aQa  iöxlv  ?/  FZ  xff  ZA.  ötä  xa 
avxd  öfj  xa\  i^  BT  x'^  TH  in  Ev&siag  iaxi.  xal  inel  lari  iaxlv  ixaxioa 
x(ov  J'-B,  AH  x'^  ESj  dkXd  xal  nagdlkrikoiy  at  öi  naQcc  xr}v  avx-^v  iv^elav 
fit^  iv  xm  avxo)  inLni8(p  ovaat  naQakXrjXoi  elaiVy  at  FB,  AH  aQa  Xaai  xi 
xai  naqdXXr^Xoi  dai.  xal  in€^avy(A€vat  dalv  at  FA^  BH.  xal  iaxi  xi\g 
lilv  FA  '^fAiana  rj  ZA,  xtjg  öe  BH  '^filasia  ri  BT.  at  ZA^  BT  aqa  taai 
T£  xal  naQaXXfiXol  siai.  xal  infy^svyfiivai,  etalv  at  Z  T^  A  B.  Xaiq  aga  iauv 
ij  lABv  ZT  xri  TT  71  81  AT  x'^  TB'  onsg  f^a  öel^ai. 

XI,  40  Greg.  =  XI,  39  Bonon. 

*Edv  iJ  Ovo  ngiafiaxa  taovtpij,  xal  xo  (liv  siy  ßdaiv  XQiycovov  xo  öi  nag- 
aXXrjXoyQafi^iovt  öinXdaiov  öe  |7  xo  naQaXXtiXoygafifiov  xov  xQiyoivov,  l<i<t 
Saxat  xd  TCQia^axa. 

h'axm  ovo  nglafiaxa  iaov^r}  xd  ABFAEZ,  HSKAMN,  xal  xo  (tiv 
ixixco  xQiymvov  ßdaiv  xo  K  AN  xo  öh  naQaXXrjXoyQafifiov  xo  BFAE,  Kai  fow> 
xo  BFAE  xov  NKA  xQiyavov  öinXdaiov.  Xiy<o^  oxi  Xaa  iaxl  xd  ngia^axa. 
nsnXriQoia^m  ydg  xd  nagaXXrjXtnlneöa*  xd  JA,  HA.  insl  ovv  xo  BA  nagal- 
Xf^Xoygafifiov  xov  NKA  xgiydvov  iaxl  ömXdaiovy  Saxi  öe  xov  NKA  xqi- 
ycivov  ÖmXdatov  xo  NA  nagaXXriXoyga^fAOv,  Xaov  Sga  iaxl  xo  BA  tw  NA.  M 
Xaa)v  ovv  ßdaecav  xtovBA,  NA  iaov^ri  iaxi  axtgtd  nagaXXrjXenineöaxa  AA^ 
HA,  Xaa**  iaxlv  dXXiqXoig.  dXXd  xov  fiev  AA  i]fiiav  iaxi  xo  A B FA E Z  ngiCjitit 
xov  öe  HA  i](iiav  xo  H&KAM***  ngiafia,  xal  xo  ABF^EZ  aqa 
ngiafia  tc5  HOKAM N  nglafiaxi  Xaov  iaxiv  onsg  eÖet  öet^av. 

XII.  Auch  hier  finden  wir  in  der  Ordnung  der  Sätze  eine  bemer- 
kenswerthe  Uebereinstimmung  zwischen  Bonon.  und  den  Arabern.  Denn 
in  beiden  fehlt  XII,  6  Greg.;  XII,  6  Cod.  =  XII,  7  Greg.;  XII,  7  Cod.  = 
XII,  9  Greg.;  XII,  8  =  XII,  8;  XII,  9  =  XII,  10  Greg.;  XII,  10  =  XII, 
12  Greg.;  XII,  11  =  XIl,  11;  Alles  wie  im  arabischen  Text  (Klamroth 


*  Bonon.  hat  nagdXlrjla  irr  Inf  da. 
^*  L.  [dSaxt  xd  AA,  HA]  tau, 
***  L.  HGKAMN. 
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S,  276).  Dagegen  finden  sich  XII,  13 — 14  Greg.,  die  den  Arabern  fehlen, 
im  Bonon.,  wo  XII,  12—17  =  Xl^  13-18  Greg. 

Im  Einzelnen  bemerke  ich  Folgende». 

XII,  4  lautet  der  Beweis  (von  II  S.  206,  23  Ang.  an): 

inu  yag  nuQclXXriXog  üstiv  'q  A B  rrj  jiHj*  Ofioiov  ioti  xo  ^BF  xqL- 
Y&vov  TcJ  AHr  TQtycivo}.  to  JBT  aQa  tglyoavov  JiQog  ro  AHF  xgiyoovov 
iiiilaalovce  Xoyov  hxft  lintQ  ij  NS**  ^r^og  tiJv  S(P.  k<xI  ioxtv  oSg  'q  BF 
nqog  xrjv  FAy  ovxoyg  ij  NS  ngog  xrjv  a<P.  xai  (og  S^a  to  ABFxQiyoovov 
nf^og  xo  A  HF  xQiycovovy  ovxag  xo  MN3  TQiyiovov  nqog  xo  Z  (J>  S  xQiytovov. 
halla^  Sga  iaxlv  mg  xo  ABF  XQlyoavov  ngog  xo  MJVSj  ovxmg  xo  HAF 
xqiyfävQv  ngog  to  2^3  tQiyavov^***  ovxoDg  xo  nQiöixa,  ov  anevavxlov  latl 
Tff  AHFy  ZSK  htlTtsöa^  ngog  xo  Ttglofia,  ov  dnBvavxlov  iaxl  xa  203^ 
PTT  inlneda,  cig  Sqa  ri  ABF  ßdaig  ngog  xrjv  MN3  ßdaiv,  ovxcag  xo 
ngiffiia^  ov  dntvavxlov  icxi  xa  AHF^  ZBK  ijtineöay  ngog  xo  Tcgtöfia,  ov 
aittvttvxtov  icxl  xd  üiPSy  PTT  inlnsda,  dXXd  xd  fihv  iv  ry  ABFJ  nv- 
ga^iöi  nglofiaxa  ÖmXdöid  iöxt  xov  ngicfiaxog ,  ov  dnsvavxlov  ioxl  xa  AH F^ 
ZBK  inimöa^  xd  d*  iv  xiq  MNSO  TivgapLidi  nglofiaxa  öinXdaid  iöxi  xov 
ngieiiaxog,  ov  dmvavxlov  icxl  xd  £03,  PTT  inlittda.  mg  aga  rf  ABF 
ßacig  ngog  tiJv  MN3  ßdciv^  ovxmg  xd  iv  xrj  ABFJ  Ttvga^ilÖi  ngicfiaxa 
«^0$  Tff  iv  x'g  MN30  TCvgafilöi  nglafiaxa.  öid  xd  avxd  Srj  «ai  oSg  1^  AEH 
ßicig  ngog  xrjv  MUZ  ßdaiv^  ovxmg  xd  iv  ti]  AEHZ  nvgafiiöi  ngla^iaxa 
^tgog  xd  iv  xij  M IIZP  nvgafiiöi  nglopiaxa,  dg  6i  ^  ZBK  ßdcig  ngog  ttJv 
TPT  ßioiVj  ovxmg  xd  iv  rif  ZBK^  nvgafiidt  ngicficcxet  ngog  xd  iv  xy 
PTTO  nvgafikiÖL  ngia^iaxa,  faxai  Sga  mg  *iv  xmv  'qyovnivmvy  ngog  ^v  xmv 
tr^^fiivmv,  anavta  xd  ^yovfitva  ngog  Snavxa  xd  inoftsva,  ?0Xiv  Sgoc  cSg  rj 
ABFßdaig  ngog  rijv  MN3  ßdßiv,  ovxmg  vd  iv  xy  ABFJ  nvgafiiSi  ngi6- 
fi«ro  ngog  xd  iv  xy   MN30  nvgct^idi  ngiOfiaxa  ndvxa  laonXrj&rj. 

XII,  5.  Die  Bnchstaben  anf  der  Figur  sind  andere;  sonst  nur 
kleinere  Differenzen.  So  wird  statt  S.  210,  24-26  Ang.  nur  gelesen: 
UycD  Si^j  oxi  ovdh  ngog  fitl^ov. 

XII,  6  Bonon.  =  7  Greg.  s.  oben. 

XII,  8  ist  in  Laur.  28,  1  (und  gewiss  auch  in  Bonon.)  etwas  ab- 
weichend; im  Satze  selbst  ist  nach  ßdceig  hinzugefügt:  ngog  dXXi^Xag;  der 
Beweis  lautet:  f 


*  Die  Bnchstaben  auf  der  Figur  entsprechen  einander  so:  Bonon.  A,  B,  F, 
d,  E,  Z,  H,  e,  Ky  A,  Af,  iV,  Ä,  O,  JT,  P,  r,  T,  T,  ^^  Greg.  A,  B,  T,  H,  Ä, 
0,  A,  M,  N,  K  ^,  E,  Z,  9,  JI,  Z,  P,  T,  T,  *. 
**  Hier  ist  eine  leicht  auszuffiUende  Lacune. 
***  Ebenso.    Sie  rühren  aber  vielleicht  vom  Bedactor  her. 
t  um  die  gewöhnliche  Figur  benutzen  zu  können,  erinnere  man  sich,  dass 
die  Buchstaben  so  correspondiren : 

Greg      ABF^EZHSKAMNSOnP 
Bonon.  ABFEZHdBKAMN SOPH. 
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iataaav  ofioiai  nvgafAldsg  xal  zgiyoivavg  ixovaat  ßaCBtg  zag  ABF^  EZH 
at  ABFJy  EZHß  r.OQvg>ag  ös  td  A^  S  Cfifielay  xai  laxm  iai]  rj  fiiv  vno 
rtov  AB,  BF  ytovia  t^  vno  xwv  JSZ,  ZU  yaviay  ij  öe  vno  twv  AB,  BA 
rrj  vTto  TOöv  £Z,  ZS,  xal  inel  rj  vno  t«v  AB,  BF  r^j  vno  xmv  OZ, 
ZH*  OfAoloyog  —**  6e  far©  t]  BF  xy  ZH.  Xiyn,  oxi  ^ABFA  nvga^lg 
ngog  xfjv  EZHS  nvQa^iiöa  xgmXaaiova  Xoyov  l%fe  ijneQ  ri  BF  ngog  xt^v 
ZH.  aviinsjikrjQcia&maav  ydg  xd  B/SMAy  ZSPO  öxeqbcc.  insi  laxiv  dg 
Tf  BF  nQog  xrjv  JB^,***  ovxtog  iq  ZH  nqog  xi^v  ZEj  xai  ntgi  Vaag  ymviag 
xag  vno  xmv  AB^  BFy  EZy  ZH  at  nksvgal  dvdkoyov  elöiv^  ofiotov  Sga 
iaxl  x6  BM  naQ€ckkrjX6yQafi(iov  xtS  ZP  naQaXXrjXoygd^if/tm.  öici  xd  (tvxd  drj 
xal  70  fniv  AA  xm  EG  ofioiov  iaxi,  ro  öh  JNB  x<ß  Z U.  dXXa  xd  filv  BiV, 
AAy  BM  xd  xgla  xoig  dmvavxiov  avxtov  xoig  AA,  M2V,  AA  Xaa  hti^ 
xd  öi  ZPj  ES,  HZ  xd  rgla  xoig  dnsvavxlov  avxmv  xoig  00,  £0,  PH 
iaa  hxiv,  oXov  aga  xo  BAMA  axBgeov  oilo>  toi  Z0PO  axegza  ofioiov 
iaxi,  xd  Sl  0(ioia  axiQid  nagaXXriXinLnsöa  ngog  aXXfjXa  iv  xgmXaaiovi  Xoym 
iaxi  xcSv  o(ioX6ymv  nXtvgav,  xo  BA  MA  aga  cxtgsov  ngc^  x6  Z0PO  Cvt" 
geov  xgmXaaiova  Xoyov  l^ft  ijnfg  i^  BF  ngog  xrjv  ZH  xai  hxi  xov  lUv 
BAMA  axBgsov  txxov  fjtigog  i]  ABFnvga^lg  xov  diZSPO  axtgsov  hxov 
fiigog  9^  EZH0  nvgafiig'  xal  17  ABFA  aga  nvga^tXg  ngog  njv  EZH0 
nvgafilSa  xgmXaaiova  Xoyov  {^ai  ijneg  1^  BF  ngog  xtjv  ZH 

Das  Porisma  fehlt,  wie  im  Arabischen. 

Auch  XII,  7,  9  BonoD.  (=  XII,  9,  10  Greg.)  und  namentlich  XII, 
16  Bonon.  (=  XII,  17  Greg.)  weichen  nicht  unbeträchtlich  von  der  Vd- 
gata  ab. 

Im  XIII.  Bache  findet  sich  keine  der  Umstellnngen  und  sonstigen 
Eigenthttmlichkeiten  des  arabischen  Textes.  Die  dvaXvOBig  nnd  avv^iöBig 
von  XIII,  1 — 5  finden  sich,  wie  auch  in  vielen  anderen  Hdss.,  nach 
XIII,  5;  XIII,  6  fehlt,  was  bei  den  Arabern  nicht  der  Fall  ist;  zu  XIII,  5 
ist  ein  aXXmg  am  Bande  beigeschrieben  (Angust  II  S.  302).  Eis  kann 
hier  erwähnt  werden ,  dass  im  Paris.  2344  das  aXkmg  Angust  II  S.  302 
die  Stelle  von  XIII,  6  einnimmt,  während  dieser  Satz  fol.  331*  zwischen 
der  Unterschrift  des  XII.  und  der  Ueberschrift  des  XIII.  Buches  steht  mit 
dem  Zusatz:  xovro  ^Boigfifia  xo  g  iaxl  xov  ly  ßißXiov.  Da  Peyrard  III S.  566 
in  Bezug  auf  Paris.  2344  (ß)  irrt,  wird  dasselbe  wohl  von  Vati c.  1038 
gelten.  Der  Schluss  des  XIII.  Buches,  der  im  Bonon.  fehlt,  stimmt  im 
Laur.  28,  1  ganz  mit  Gregorius. 

Ist  nun  die  Fassung  der  Bücher  XI — XIII,  die  Bonon.  bietet,  als 
die  ursprünglichere  zu  betrachten ,  oder  ist  sie  eine  Entstellung  der  Vol- 
gata?     Allem  Anschein   nach  das  Letztere.     Denn   von   den  im  Bonon. 


*  L.  EZ,  ZH. 

**  So  in  der  Hds.,  vielleicht  um  die  Lacone  anzudeuten. 
***  L.  BJ. 
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fehlenden  Sätzen  sind  die  meisten  für  spätere  Beweise  nothwendig,  so 
XII,  6  für  XII,  11;  XII,  7  Coroll.  für  XII,  10;  XIII,  6  für  XIII,  17. 
Weniger  von  Gewicht  ist  es,  dass  Pappus  I  S.  424,  7  den  Satz  XIII, 
16  mit  der  richtigen  Nnmmer  citirt,  während  er  im  Bonon.  XIII,  15  ist.* 
Um  so  schwerer  wiegt  aber  die  ganze  Gestalt  der  Beweise  im  Bonon., 
die  wenig  mit  dem  umständlichen  nnd  sorgfältigen  Euklid  der  früheren 
Böcher  gemein  hat.  Es  tritt  ein  Streben  nach  Kürzung  des  Ausdrucks 
und  des  Beweisganges  sehr  deutlich  hervor,  und  dabei  eine  gewisse  Nach- 
lässigkeit. Besonders  charakteristisch  in  dieser  Beziehung  ist  nebst  XII,  6 
Bonon.,  wo  am  Anfang  alle  Begründung  fehlt,  noch  XII,  4  (s.  oben), 
vo  nicht  nur  ohne  alle  Vorbereitung  plötzlich  von  ra  iv  rfjAEHZ  nv- 
(fa^iö^  ngiöfiaza  und  ta  iv  xy  ZSKJ  nvg.  nq.  gesprochen  wird ,  sondern 
auch  der  nothwendige  Schluss  des  Beweises  weggelassen  ist,  dass  man 
mit  derselben  Construction  fortfahren  solle.  Ich  glaube  also,  dass  diese 
Becension  einem  byzantinischen  Mathematiker  zuzuschreiben  ist,  der  die 
Euklidischen  Beweise  zu  lang  und  zu  ermüdend  fand  und  sich  daher 
begnügte,  den  Gang  anzudeuten.  Dass  der  Kedactor  ganze  Propositiones 
wegliess,  die  ihm  unnöthig  schienen,  ist  bei  diesem  Streben  begreiflich; 
warum  er  aber  XII,  9  vor  XII,  8,  XII,  12  vor  XII,  11  gestellt  hat,  ist 
mir  noch  nicht  klar. 

Dessenungeachtet  ist  aber  der  Bononiensis  für  die  Bücher  XI — XIII 
sehr  beachtenswerth.  Denn  offenbar  lag  dem  Epitomator  eine  ausgezeich- 
nete Handschrift  vor,  wahrscheinlich  aus  der  vortheonischen  Classe, 
deren  einziger  Vertreter  sonst  Vatic.  190  ist.  Denn  selbst  die  gekürzte 
und  nachlässige  Form  von  XII ,  4  lässt  deutlich  erkennen ,  dass  der  dem 
Epitomator  vorliegende  Beweis  nicht  der  der  gewöhnlichen  Theonischeu 
Handschriften  war,  sondern  derjenige,  den  wir  im  Vatican.  190  (und 
Paris.  2346  sammt  2342  am  Bande,  Pejrard  III  S.  552)  finden;  vergl. 
namentlich  den  Schluss.  Auch  fehlen  im  Laur.  28,  1  (und  gewiss  auch 
Bonon.)  die  Worte  S.  206,  6  flgg.  Aug. :  xol  x^v  yivofiivoDv  nvganiSoDV  ixa- 
UQa  xov  avxov  xgonov,  aal  xovxo  asl  ylvtjTai  und  S.  206,  17  flgg. :  «al-rwv 
yivofiivmv  nv^afiiöav  ixaxigcc  xov  avxov  xqotcov  v(voi]C^a  öiyQtifAivrj  y  xal 
lovTo  aii  yiyvh9ta^  was  sonst  nur  im  Vatic.  190  der  Fall  ist.  Auch  die 
Lesart  Kvßov  statt  nctqaXXjiktniKidov  XI,  39  ist  nur  Vatic.  190,  Bonon.  und 
Paris.  2346  gemeinsam.  Unter  diesen  Umständen  wird  es  bedeutsam,  dass, 
während  im  X.  Buch  und  sonst  früher  sowohl  Bonon.,  als  Laur.  28,  1 
die  Notiz  Tifg  Sia)vog  iKÖoaecag  mehrmals  haben ,  lesen  wir  in  den  Büchern 
XI— XIII  nicht  solches;  nur  hat  Laur.  28,  1  am  Schlüsse  des  Ganzen: 
EvxktLÖov  öxoixBioav  ty  ''VS  ^i<ovog  iTidooeoag;  das  beweist  aber  für  den 
Bonon.  nichts,  da  in  ihm  der  Schluss  der  Elemente  fehlt,  und  Laur.  28,  1 


*  Der  Ordnung  nach;  denn  die  Nummern  fehlen  im  Bonon.  in  XII,  und  in 
X  il  von  6  an. 
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hier  ohne  Zweifel  nach  einer  andern  Vorlage  geschrieben  ist.  Auch  sonst 
sind  Uebereinstimmnngen  zwischen  Bonon.  und  Vatic.  190  in  diesen 
Bächern  nachweisbar;  da  aber  die  Collation  Peyrard's,  worauf  ich  bis 
jetzt  noch  für  diesen  Theil  der  Elemente  verwiesen  bin,  sehr  unsaver- 
lässig  ist,  und  da  ich  den  Bonon.  auch  noch  nicht  vollständig  kenne, 
beschränke  ich  mich  für  diesmal  auf  das  schon  Gesagte.  Soviel  ist  aber 
sicher,  dass  zur  Feststellung  der  vortheonischen  Becension  für  die  stereo- 
metrischen Bücher  (XI— XIII)  ausser  Vatic.  190  noch  Bonon.  mit  Laurent. 
28,  1  und  wohl  auch  Paris.  2346  und  die  Kandbemerkungen  in  Paris. 
2342  herangezogen  werden  müssen.  Erst  wenn  dieses  Material  vollstän- 
dig vorliegt,  wird  es  möglich  sein,  den  gegenseitigen  Werth  dieser  Hand- 
schriften festzustellen  und  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  die  Besonder- 
heiten des  Bonon.  allein  auf  Interpolation  beruhen  oder  vielmehr  zum 
Theil  eine  ursprünglichere  Fassung  repräsentiren.* 

HL  Bei  aller  üeberein Stimmung  zwischen  den  Arabern  und  Bonon. 
bleiben  aber  auch  viele  Differenzen  zurück,  besonders  in  den  Definitionen 
des  XI.  Buches,  die  Bonon.  so  hat,  wie  die  übrigen  griechischen  Hand- 
schriften ,  während  bei  den  Arabern  mehrere  fehlen ,  und  im  XIII.  Buche. 
Es  fragt  sich  also,  ob  diese  Differenzen  selbstständige  Aenderungen  der 
Araber  sind  oder  ob  umgekehrt  das  beiden  gemeinsame  Urbild  ungetrüb- 
ter bei  den  Arabern  erhalten  ist,  im  Bonon.  dagegen  durch  Vermengung 
mit  der  Vulgata  theilweise  verwischt.  Für  das  letztere  Alternativ  könnte 
sprechen,  dass  die  Umstellung  von  XI,  33—34,  die  wir  in  der  ara- 
bischen Uebersetzung,  nicht  aber  im  Bonon.  finden,  durchaus  der  beiden 
gemeinsamen  Umstellung  von  XII,  8  —  9  entspricht  Das  kann  aber  auch 
so  erklärt  werden,  dass  die  Araber,  an  die  ihnen  überlieferte  Ordnung  von 
XII,  8  — 9  anknüpfend,  XI,  33  —  34  in  ähnlicher  Weise  umstellten.** 
Dagegen  kann  mit  vollständiger  Gewissheit  behauptet  werden,  dass, 
wenn  die  Araber  das  Prisma  als  nothwendig  dreiseitiges  definiren  (Klam- 
roth  S.  283flgg),  so  kommt  das  auf  ihre  Rechnung  allein.  Denn  diese 
beschränktere  Definition  ist  den  griechischen  Mathematikern  durchaus 
fremd,   und   der  Epitomator,    dessen  Werk  uns,   sei   es  vollständig  oder 


*  So  spricht  sehr  viel  für  die  ünechtheit  von  XT,  38.  Der  Satz  steht  an 
einer  sonderbaren  Stelle  und  wird  erat  XII,  17  angewandt,  und  selbst  da  könnte 
man  sich  mit  XI  Def  4  begnügen  (Simson:  Elem.  Glasguae  1756,  S.  404).  Im  Vatic. 
190  steht  am  Etande:  iv  tiai  x6v  dvxiyQdtpanv  ov  g>sifstai  to  Iri  (nach  fireundlicher 
Mittheilung  des  Herrn  Dr.  A.  Mau).  Durch  die  Freundlichkeit  des  Herrn  H. 
Omont  erfahre  ich,  dass  der  Satz  im  Paris.  2346  gänzlich  fehlt 

**  Gelegentlich  bemerke  ich,  dass  im  Griechischen  die  Reihenfolge  von  XI, 
32—33—34;  XII,  5— 8-9;  XH,  11— 12— 16  eine  vollständig  analoge  ist,  während 
bei  den  Arabern  die  Analogie  bei  den  letzten  drei  Sätzen  (XU,  11—10  -12,  im 
Bonon.  XII,  11—10—14)  gebrochen  ist. 
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nur  zum  Theil,  im  Bonon.  vorliegt,  und  der  offenbar  Mathematiker  war 
und  seinen  Auszog  mit  Verstand  gemacht  hat,  konnte  unmöglich  den 
landläufigen  Begriff  ändern.  Daran,  dass  Euklid  selbst  die  engere  De- 
finition gegeben  haben  und  diese  erst  im  Laufe  der  Zeit  erweitert  sein 
sollte  (Klamroth  S.  284),  ist  nun  vollends  gar  nicht  zu  denken.  Denn 
schon  bei  Archimedes  (De  sph.  et  cyl.  I,  13)  hat  ngiofia  die  weitere 
Bedeutung,  ohne  dass  er  hierin  eine  Neuerung  andeutet,  und  nicht  nur 
bei  Euklid  selbst  (XI,  40;  XII,  7)  ist  es  deutlich,  dass  das  dreiseitige 
Prisma  nur  eine  specielle  Gattung  ist,  sondern  auch  in  der  arabischen 
Uebersetzung  heisst  es  XII,  6  (Klamroth  S.  318):  Jedes  Prisma  mit 
dreieckiger  Basis.  Ueberhaupt  ist  es  mir  sehr  zweifelhaft,  ob  nglofia^ 
wie  Klamroth  S.  284  vorbringt,  seinen  Namen  von  der  Aehnlichkeit 
mit  dem  Zahne  einer  Säge  erhalten  hat.  Das  Wort  bedeutet  doch  wohl 
nur:  das  Herausgesägte;  man  hat  wahrscheinlich  das  Prisma  als  einen 
durch  Sägen  eckig  gemachten  Cylinder  aufgefasst,  so  dass  die  Dreiseitig- 
keit auch  nicht  zum  ursprünglichen  Begriffe  gehört.  Auch  ist  es  mir 
wenig  glaublieh,  dass  ein  Grieche  die  Definitionen  der  Platonischen 
Korper  (XI,  Deff.  25,  27—29*;  vergl.  Klamroth  S.  283)  habe  weglassen 
können. 

Ich  glaube  also  Folgendes  mit  einiger  Wahrscheinlichkeit  aufstellen 
zu  dürfen:  Bonon.  enthält  von  den  stereometrischen  Büchern  nur  ein 
Ezcerpt,  das  zwar  überall  mit  Verstand  gemacht,  in  der  Form  aber 
nachlässig  und  nur  auf  Kürze  angelegt  ist;  als  Vorlage  diente  dem  Epi- 
tomator  ein  Exemplar  der  vortheonischen  Redaction.  Eine  dem  Bonon. 
verwandte  Handschrift  lag  dem  arabischen  Uebersetzer  vor,  der  die  Ab- 
weichungen von  unseren  übrigen  Handschriften  noch  mehrte. 

Natürlich  hängt  aber  das  Urtheil  über  die  Nichtübereinstimmungen 
zwischen  Bonon.  und  den  Arabern  wesentlich  davon  ab,  was  wir  von 
arabischen  Varianten  in  den  übrigen  Büchern  zu  halten  haben.  Dass  ein 
Theil  derselben  bis  auf  die  griechische  Vorlage  zurückgehe,  kann  natür- 
lich nicht  absolut  geleugnet  werden.  Es  kann  ja  von  den  Büchern  I — X 
eine  ähnliche  Redaction  existirt  haben,  wie  diejenige,  die  wir  für  die 
Bücher  XI  —  XIII  noch  im  Bonon.  besitzen.  Die  Wahrscheinlichkeit 
dieser  Annahme  schwindet  aber  bedeutend  dadurch,  dass  nach  Klam- 
roth^s  Bemerkung  8.316  eben  diese  Bücher  im  Arabischen  sich  „durch 
das  Fehlen  der  Zusätze  und  durch  eine  kürzere  Fassung  der  Beweise" 
vor  den  übrigen  auszeichnen.  Es  ist  doch  gewiss  ein  bedeutsames  Zu- 
sammentreffen ,  dass  auch  bei  den  Arabern  ein  nicht  unmerklicher  Unter- 
schied  gerade  da  hervortritt,   wo  sich  eine  abweichende  Redaction  auch 


*  XI  Def.  26  {tstgäsögov)  fehlt  in  allen  guten  griechiBchen  Hdss.  und  ist  un- 
echt; Euklid  gebraucht  selbst  TtvQcifAU  ^k  rBcaccQmv  TQiyafvcov  itfonXsvgafv  XIII, 
13.   Vergl.  auch  Hero,  Def.  100. 
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griechisch   erhalten   hat.     Da  nun,    wie  im  ersten  Capitel  erwiesen«   bei 
den  Arabern   gar  Manches   fehlt,    was   im   echten  Enklid   unstreitbar   da 
war,  halte  ich  es  für  weit  wahrscheinlicher,  dass  die  Varianten ,  wenigstens 
in  allem  Wesentlichen,  den  Arabern  selbst  znznschreiben  sind.     Freilich 
mnss  man  dabei  den  Arabern  eine  grosse  Kühnheit  in  willkürlichen  Aen- 
dernngen  zutrauen.     Dass    dies  aber  in  der  That  nicht  so  unerlaubt  jst, 
als  Klamroth  andeutet,  und  dass  besonders  die  Weglassung  von  Defi- 
nitionen   und   ganzen  Sätzen   des  Originals,   sowie   auch  allerlei  Umstel- 
lungen  u.  dergl.   keineswegs   gescheut  wurden,   lehrt   am   besten    die  im 
Bodleian.    280    (scr.  a.  1260—1261)    enthaltene   Vorrede,*    die   ich    aus 
Nicoll    und  Pusey:  Catalog.  codd.  orientt.  Bodl.  Pars  II,  Vol.  II  Seite 
260flgg.  vollständig  hierher  setze  (vergl.  Studien  üb.  Euklid  S.  16  flgg.): 
Liber  tarnen  (trotz  der  Arbeiten  Vieler)  non  vacai  erraribus,  gui  emendaUone 
indigeanl  et  (partium)   collocationem   non   semper  eandem  exhibet,   quod  sane 
explicari  oportet,  negue  estimmunis  obscurilatibus  (passitn)  occurrentibus ,  pro- 
lixitalihus  frigidis,   omissionibus  incommodis^   supervacaneis  fastidium  parien- 
tibus  aliisque  vitiis,  cum  scüicet  generale  pro  particulari  detur,  et  particulare 
pro  generali,    cum    et  praemitlenda   (definiiiones)  ad  demonstrationes   omnino 
necessaria  resecta  sint.     eum  autem  guamvis  pretiosissimum ,  guamguam  et  sum- 
mam   in   hac  re  diligentiam  omnes  homines  adkibuerunt  per  longum  temporum 
et   annorum  praeteritorum    decursum ,   non   contigit  vir   in  hac  arte  excellens, 
gui  perfecte  enuclearet  et  error ibus  purum  exhiberet,    etenim  doctor  primarius 
(Avicenna)  postulata  et  definitiones  multas  resecuity  difficilium  guogue 
et  obscurorum  resolutionem  detrectavil,     similiter  et  fecit  Naisaburensis  (j4bulr 
vafa  Albuzgiani),    gui  additamenta   non  necessaria  introduxit  et  plura 
magni   momenti   omnino   necessaria    reiecit.      in   variis   scilicel    locis 
libri  VI   et    aUorum    nimium   longus    est,    et  in   decimo  nimium    brevis.      In 
hoc   enim   demonstrationes  apotomarum  omnino  praetermisit,   earum  tarnen  etsi 
ab   ipso    non   explicatarum   evidentiam  pro   concesso   assumsit,     proposilionem 
porro   decimam    guartam  libri  duodecimi  minus  feliciter  emendare  conatus  est, 
guod  vero   ad  Abugiafarum  Alkhazen   attinet,    ille  guidem  postulata   produxit 
eague  optime  concinnavif,  sed  propositionum  numerum  atgue  ordinem 
iurbavity    gui  plures  propositionum   figuras  in   unam  reduxerit^ 
et   ad  verhorum  compendia   (guaerenda)   et  proposifiones   diminuendas  amissa 
dubiontm  expUcalione  et  obscuris  non  sublatis  se  applicucril,     Dens  autem  nos 
adiuvit  in   eo    concinnando ,    Umando,    corrigendo,    emendando,   in    supplendis 
vocalibus,    resolvendis  contracliSy   reiiciendis   additis,    exponendis   utilibus,  in 
toUendo,   guicquid  in   eo   esset   nbscurum  et   dubium,   et  stabiliendo,   guicguid 
necessaria  praecognoscendum  esset,     in  propositionum  demonstralione  iis  inni^vi 
sumus,   guae   in   anlecedenlibus  slahilita  fuissenl,    et  oslendimus,   cum  varietas 


*  Die  aber  nicht  von  Thabit  herrührt,  wie  ich  in  den  „Studien"  unrichtig 
angegeben  habe. 
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existebat,  singularum  propositionum  locum,  singulisque  figuris  quinque^  qtiae 
in  sphaera  inscribuniur ,  subiunximus  melhodum  sphaeram  inscribendi  in  Ulis, 
tum  inscriptionem  illarum  figurarum  quinque  possibilem  in  ea  figura,  in  qua 
inscribi  potest,  et  notavimus,  quae  in  eadem  inscribi  non  possint.  opus  denique 
absohimus  duobus  libriSy  quorum  alter  est  de  inscribendis  corporibus  quinque 
in  se  invicem,  de  qua  re  exactissime  tractavimus,  alter  de  proportione  inter 
hiera  eorum,  allitudineSj  bases,  superficies  et  magnitudines ,  quibus  subiunxi- 
mus quinque  propositiones  de  inventione  quinque  linearum  consequentium  in 
proportione  laterum  eorum,  altitudinunty  superficierum  et  magnitudinum ,  quae 
omnia  nos  explicavimus  demonstratiombus  certis  et  praemissis  indubilatis  ad- 
Mbilo  sermone  conciso  atque  puro.  ceterum  ordinem  librorum  et  propositio- 
num ipsius  operis  (Euclidis)  servavimus  exceplis  duodecimo  et  decimo  iertio. 
in  XIII  enim  de  corporibus  (solidis)  et  in  All  de  superfidebus  per  se  trac- 
tavimus. 

Wenn  der  Verfasser  dieser  Vorrede,  dem  wir  also  die  im  Bodl.  280 
enthaltene  Redaction  verdanken ,  trotz  seinen  Bemühungen  um  die  Rein- 
heit des  Textes  sich  so  grosse  Verändernngeu  erlaubte,  dass  er  die  Ord- 
nung der  Sätze  in  den  Büchern  XU — XIII  ganz  nach  eigener  Willkür  ge- 
staltete,* kann  die  Möglichkeit  nicht  geleugnet  werden ,  dass  der  erste  ara- 
bische Uebersetzer  ebenso  verfuhr.  Und  die  Uebereinstimmung  der  verschie- 
denen arabischen  Bearbeitungen ,  worauf  Klamroth  grosses  Gewicht  legt, 
verliert  ihre  Beweiskraft,  da,  wie  oben  S.  2  flg.  gezeigt  wurde,  der  ein- 
zige von  Klamroth  vorgebrachte  Beweis  dafür,  dass  Hajjaj  und  Ishak 
Dach  verschiedenen  griechischen  Handschriften  arbeiteten,  nicht  überzeu- 
gend ist.  Die  Uebereinstimmung  im  Wesentlichen  kann,  so  lange  nicht 
andere  Gründe  das  Gegen theil  beweisen,  sehr  wohl  daraus  erklärt  wer- 
den, dass  Ishak  die  ältere  Uebersetzung  Hajjaj^s  zu  Grunde  legte, 
Qud  zwar  im  Einzelnen  Vieles,  auch  mit  Benutzung  griechischer  Hand- 
schriften, änderte  und  verbesserte,  aber  Zahl  und  Ordnung  der  Sätze 
im  Grossen  und  Ganzen  beibehielt,  wie  solches  rücksichtlich  der  Figu- 
ren von  Klamroth  als  möglich  zugegeben  wird  (S.  287,  vgl.  8.  289); 
bierfür  spricht  auch  der  Umstand,  dass  Ishak  in  den  Definitionen  und 
nqoxcLOHq  meist  wörtlich  die  Uebersetzung  Hajjaj 's  bewahrt  (S.  SlOflgg.) 
Nnr  hat  Ishak  zehn  Sätze  mehr  als  Hajjaj;  da  wir  aber,  wie  gesagt, 
nicht  unmittelbar  ans  Tusi  auf  Hajjaj  schliessen  dürfen,  können  wir 
nicht  mit  Sicherheit  angeben,  welche  diese  zehn  Sätze  waren;  im  Leiden- 
fiis  fehlen  im  1.  und  3.  Buche  je  ein  Satz  (Klamroth,  S.  273),  und  da 
diese  Hds.  die  sechs  Bücher  in  Hajjaj 's  Uebersetzung  enthält,  haben 
wir  wohl  hier  die  zwei  der  bei  Hajjaj  fehlenden  Sätze  (welche,  wird 
leider  nicht  gesagt),  die  Ishak  aus  einer  griechischen  Hds.  aufgenommen 


•  Nicoll  u.  Pusey,  1.  c.  S.  260:  in  libro  XII  et  XIII  a  Chraeco  conteoetu 
diseemim  est,  quorum  scilicet  hie  non  complectitur  nisi  solida,  iUe  nisi  superficies. 

Hlit-Ut.  Abtblg.  d.  ZeiUohr.  f.  Math.  o.  Phyt.  XXIX,  1 .  '  2 
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hahen  wird.  Auch  ist  es  einigermassen  wahrscheinlich,  dass  die  vier 
Sätze,  die  bei  Ishak,  aber  weder  bei  Tnsi,  noch  im  griechischen  Euklid 
stehen  (Klamroth,  S.  278  flgg.)»  von  Ishak  selbst  hinzugefügt  sind 
und  also  bei  Hajjaj  fehlteo.  Endlich  kann  Ishak  selbst  die  Sätze  X[II, 
1  —  3  in  je  zwei  getheilt  haben,  was  bei  ihm,  nicht  aber  bei  Tnsi  der 
Fall  ist.  Wir  würden  so  wenigstens  das  Fehlen  der  neun  Sätze  erklärt 
haben. 

Die  oben  ausgeschriebene  Vorrede  ist  aber  auch  sonst  sehr  lehrreich. 
Von    den   darin   genannten   Männern,    die   sich   mit  Euklid   bescbäftigt 
haben,  hat   zwar   keiner   eine  eigentliche  Uebersetzung  des  Grundtextes 
gegeben;*  sie  sind  wesentlich  Commentatoren.    Man  hat  doch  aber  ofPen- 
bar  aus  ihren  Werken  den  von  ihnen  befolgten  Text  erkennen  können, 
und    darin   hatten   sie   nach   dem   Zengniss   der  Vorrede   allerlei    Aende- 
rungen  der  Ueb erlief erung  vorgenommen,  die  sich  mit  den  Abweichungen 
der  arabischen  Tradition  der  griechischen  gegenüber  vollständig  decken. 
Sie   haben  Definitionen    weggelassen  —  vergl.  Elamroth,    S.  282  flgg.; 
Zusätze   gemacht   —    wie,    ausser   den  vier  Sätzen  Ishak's,    noch  arab. 
XV,  1;   manches  Nothwendige   weggeworfen,    besonders   im  X.  Buch  — 
worin  bei  Ishak  10,**  bei  Tusi  gar  12  Sätze  fehlen;  es  fehlen  ausser- 
dem bei  den  Arabern,  von  den  drei  bei  Tusi  allein  fehlenden  Sätzen  and 
den  auch  nach  den  griechischen  Hdss.  auszuscheidenden  ganz  abgesehen, 
folgende  Sätze:  VIII,  16,  17;  XII,  6,  13,  14;  XV,  6,  7,  8,  9,  10.    End- 
lich   haben   sie    die   Ordnung    der   Sätze  geändert    —    vgl.   Klamroth, 
S.  275 flgg. ;    und  der  Kürze  wegen  mehrere  Sätze  in  einen  vereinigt  — 
wie   in   der  Uebersetzung  III,  11 — 12  und  XIV,  5 — 6;    was  Elamroth 
S.  275   hervorhebt,    dass  eine  Zusammenziehung  nur  einmal  im  echten 
Euklid  vorkomme  und  deshalb  nothwendig  hier  auch  in  der  griechischen 
Vorlage  stattfand ,  will  wenig  bedeuten ;  wer  im  XIV.  Buche  zwei  Sätze 
iu    einen    verband,    der   konnte   es   auch  im  dritten  so  machen.     Hinzn- 
zufügen    wäre   noch,    dass   auch   umgekehrt  zu    wiederholten    Malen   ein 
griechischer  Satz  in  mehrere  zerlegt  ist,  nämlich  X,  32,  33;  XI,  31 ,  34; 
XIV,  2,3  in  je  zwei,   XIV,  4   in    drei.     Dass   ein  solches  Zerlegen  den 
Arabern    geläufig    war,    bezeugt    der    Umstand,    dass    bei   Ishak    noch 
XIII,  1,  2,  3  in  je  zwei  Sätze  getheilt  werden,  was  bei  Tusi  nicht  ge- 
schieht und  ohne  Zweifel  Ishak  selbst  zu  Schulden  kommt. 

Müssen  wir  also  die  Annahme,  als  hätten  die  Araber  einen  wesent- 
lich  ursprünglicheren  Euklidtext   gehabt,   als  nicht  begründet  und  nicht 


*  Ayicenna  (978—1036)  verfasate  ein  Compendium  der  Elemente  (Wen rieh: 
De  auct.  Graec.  verss.  Arabb.,  S.  189),  Abulvafa  Albuzgiani  (940  —  998)  einen 
Commentar  dazu  (Wenrich,  S.  187)  und  Abulgiafar  Alkhazen  einen  Commen- 
tar  zum  X.Buch  (Wenrich,  S.  187). 

♦*  X,  7,  8,  18,  14,  17,  25,  113,  114,  115,  117;  alle  Zahlen  sind  nach  Grego- 
riuB  gegeben.    Hierunter  sind  doch  nicht  die  dnorofiai  (74 flgg.). 
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wabrBcheinlich  zurückweisen ,  so  bleibt  der  arabischen  Tradition  dennoch 
ihr  Werth.  Es  verhält  sich  ja  nämlich  so»  wie  man  schon  früher  ans 
Campanas  schliessen  konnte  (Stadien  üb.  Eakl.,  S.  178flgg.),  dass  die 
Araber  ein  Exemplar  der  vortheonischen  Redaction  benatzten.  Das  er- 
giebt  sich  aus  dem  Fehlen  des  Zusatzes  über  den  Sector  in  VI,  33 
(Klamroth,  S.  323),  der  Weglassung  von  VII,  20  und  22  (Klam- 
roth,  S.  275),  die  beide  im  Vaticanus  190*  mit  junger  Hand  auf  dem 
Bande  stehen,  u.  s.  w.  Da  Peyrard  wenig  genau  collationirt  hat,  ist 
es  ja  immerhin  möglich,  dass  die  neue  Collation,  die  für  die  letzten 
Bücher  noch  rückständig  ist,  einige  Differenzen**  heben  wird,  Ueberhaupt 
darf  der  Euklidtext  nicht  nach  den  vorliegenden  Ausgaben  beurtheilt 
werden;  denn  ed.  Basil.,  worauf  sie  alle  mehr  oder  weniger  fassen,  ist 
nach  sehr  interpolirten  Handschriften  gemacht;  wenn  wir  auf  die  alten 
Handschriften  zurückgehen,  werden  die  atoixtla  eben  in  die  ,, kürzere, 
gleichmässigere  und  einförmigere '*  Fassung  gebracht,  die  sich  Hn.  Klam- 
roth (S.  316)  aus  den  arabischen  Bearbeitungen  herausstellte.  Eben  in 
den  von  ihm  S.  315  hervorgehobenen  Punkten,  den  Wiederholungen  der 
früheren  Sätze  im  Beweise  und  den  Recapitulationen  am  Schluss  be- 
stehen auch  unter  den  griechischen  Hdss.  grosse  Verschiedenheiten. 

Da  die  vortheonische  Redaction  so  sparsam  vertreten  ist,  wäre  es 
grosser  Gewinn,  wenn  zur  Controle  des  von  Vatic.  190  gebotenen  Textes 
die  reine  arabische  Tradition  (denn  Campanus  ist  ja  doch  sehr  un- 
zuverlässig) vollständig  in  Uebersetzung  vorläge.  Wenn  das  einmal  ge- 
schieht, wird  man  erst  mit  Sicherheit  die  beiden  Traditionen  gegen  ein- 
ander abwägen  können;  wie  die  Sache  jetzt  liegt,  sind  gar  manche 
Lücken  unserer  Eenntniss  fühlbar.  So  weit  wir  jetzt  urtheilen  können, 
besitzen,  von  den  Eigenthümlichkeiten  (Verunstaltungen)  der  arabischen 
Tradition,  die  schon  behandelt  sind,  abgesehen,  beide  Ueberlieferungen 
ihre  besonderen  Vorzüge.  Ein  Vorzug  der  Araber  ist  das  Fehlen  von 
VII  Def.  10  (nicht  9,  Klamroth,  S.  283),  die  schon  früher*  als  un- 
echt erkannt  war  (Studien  S.  197  flgg.).  Aber  die  Definition  wurde  doch 
an  ihrer  Stelle  von  Jamblichus  gelesen,  vielleicht  ist  die  Definition 
also  von  den  Arabern  selbst  herausgeworfen  ohne  die  Auctorität  grie- 
chischer Handschriften.  Das  würde  als  gewiss  bezeichnet  werden  können, 
wenn  Klamroth  darin  Recht  hat,  dass  bei  den  Arabern  VU,  Def.  9 
(nicht  10)  fehle;  denn  diese  Definition  ist  wegen  IX,  33 — 34  nothwen- 
dig.  Man  hat  mir  aber  gesagt,  dass  der  arabische  Ausdruck  eher  auf 
i^Tiaxig  TtBQiaaoq  führe,  und  dass  somit  VII,  Def.  10  weggelassen  wäre, 
I^of.  9  dagegen  erhalten.     Fides  eins  rei  penes  auclores  esio. 


*  VII,  20  steht  auch  im  Bodi.  am  Bande,  doch  manu  1. 
**  So  ist  ja  z.  B.  XI,  88,  die  den  Arabern  fehlt,  auch  in  griechischen  Hdss. 
verdächtigt  (s.  oben  S.  14,  Anm.),  was  hisher  unbekannt  war. 
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Ein  Vorzug  der  arabischen  Tradition  ist  es  weiter,  dass  die  Er- 
läuterung über  6vv^eai>s  und  avdXvaig,  die  in  den  griechischen  Hdss. 
nach  XIII,  5  oder  XIII,  6  steht  (in  anderen  nach  den  einzelnen  Sätzen 
▼ertheilt),  gänzlich  fehlt;  sie  kann  unmöglich  von  Euklid  herrühren. 
Es  bleibt  aber  immer  zweifelhaft,  ob  nicht  die  Araber  auf  eigene  Hand 
diesen  Zusatz  wegschnitten;  er  geht,  wie  Cantor  nicht  unwahrscheinlich 
vermuthet  (Vorlesungen  üb.  Gesch.  d.  Math.,  S.  236)  auf  Eudoxos  zu- 
rück, und  muss  sehr  früh  in  die  arot%Hci  aufgenommen  sein.  Und  eben 
gegen  Alles,  was  als  Beiwerk  bezeichnet  werden  kann,  wie  Definitionen 
und  CoroUarien,  haben  die  Araber,  wie  wir  sahen,  sehr  frei  verfahren. 
Von  den  Corollarien,  die  die  Araber  weglassen,  sind  einige  auch  aus 
unseren  Hdss.  als  unecht  (theonisch  oder  noch  jünger)  zu  erkennen, 
aber  andere  sind,  wie  gezeigt  wurde,  unzweifelhaft  echt;  ein  Aehnliches 
gilt  von  den  Lemmata,  die  alle  bei  den  Arabern  fehlen  (Klamroth, 
S.  314),  zum  Theil  aber  gewiss  echt  sind.  Wenn  ebenso  die  SlXatg  bei 
den  Arabern  vollständig  fehlen  (nur  bei  X,  106—107,  arab.  102—103, 
vertreten  sie  die  Stelle  der  ersten  Beweise,  Klamroth  S.  315,  und 
auch  der  Beweis  für  VI,  20  bei  Klamroth,  S.  322flgg.,  der  ihm  ursprüng- 
licher scheint,  ist  mit  dem  SkXmg  bei  August  I  S.  288  eng  verwandt), 
so  ist  das  insofern  ein  Vorzug,  als  sie  gewiss  nicht  von  Euklid  her- 
rühren; ob  sie  aber  in  den  griechischen  Hdss.  der  Araber  alle  fehlten, 
ist  mir  sehr  zweifelhaft;  nur  wenige,  wie  II,  4,  stehen  im  Vatic.  190 
am  Rande,  die  übrigen  scheinen  vortheonisch  zu  sein. 

Entschieden  besser  als  die  arabische  Tradition  ist  Vatic.  190,  wenn 
er,  wie  übrigens  auch  gute  theonische  Handss. ,  wie  Vatic.  1038  und  der 
alte  Bodl.,  V,  Def.  19  nur  mit  junger  Hand  am  Bande  hat;  xexayfiivri 
avaloyia  kommt  bei  Euklid  sonst  nicht  vor.  Ebenso  ist  Vatic.  190  im 
Rechte,  wenn  er  V,  Def.  8*  erst  mit  späterer  Hand  hat;  diese  Defini- 
tion ist  ganz  unnütz  (Hankel:  Zur  Gesch.  der  Mathem.,  S.  395).  Beide 
Definitianen  finden  wir  aber  bei  den  Arabern  (Klamroth,  S.  282),  V,  8 
auch  bei  Campanus  (V,  4),  der  dagegen  V,  Def.  19  und  die  echte 
Def.  20  weglässt.  Auch  kann  daran  erinnert  werden,  dass  die  uneukli- 
dische und  ohne  allen  Zweifel  unechte  VI,  Def.  5  im  Vatic.  190  aar 
am  Rande  steht,  obwohl  manu  1,  während  sie  arabisch  erhalten  ist,  nur 
mit  dem  Zusatz  (im  Bodl.),  dass  Thabit  sie  nur  in  einigen  griecbischeo 
Hdss.  sah  (Klamroth,  S.  283);  bei  Campanus  fehlt  sie,  aber  aach 
VI,  Def.  4. 

Es  scheinen  sich  also  die  beiden  üeberlieferungen  gegenseitig  su 
vervollständigen ,  was  die  Veröffentlichung  der  arabischen  um  so  wünschens- 
werther  erscheinen  lässt. 


*  Bei  August;  nach  anderen  V,  Def.  4. 
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Was  Campanas  betrifft,  werde  ich  nicht  die  Frage:  Adelhard 
oder  Camp  an  US?  aufnehmen,  worüber  wir  hoffentlich  Mittheilungen  von 
Cartze  zu  erwarten  haben.  Was  Klamroth,  der  freilich  die  Abband- 
luDg  Weissenborn's  nicht  mehr  benutzen  konnte  (S.  326,  Anm.),  über 
das  Verhältniss  Beider  andeutet,  S.  271 ,  273,  spricht  für  die  Annahme, 
dass  Adelhard  der  Uebersetzer,  Campanus  der  Bearbeiter  sei. 
Nach  Klamroth  S.  273  stimmt  Campanus  meist  mit  Tusi  überein, 
doch  mit  mehreren  auffallenden  Abweichungen  (er  hat  27  Sätze  mehr, 
und  VI,  20  steht  an  seiner  Stelle,  ehrend  sie  sonst  bei  den  Arabern 
VI,  14  ist).  Genaueres  über  das  Verhftltniss  des  Camp  an  us  zu  der 
sonstigen  Tradition  wird  sich  erst  nach  der  vollständigen  Veröffentlichung 
derselben  ermitteln  lassen.  Doch  kann  ich  nicht  umhin,  darauf  hinzu- 
weisen, dass  Camp  an  US  in  den  Büchern  XIV  und  XV  eine  gewisse 
UebereinstimmuDg  mit  der  oben  S.  16  erwähnten  Vorrede  aufzeigt.  Leider 
ist  dieselbe,  was  diesen  Punkt  betrifft,  sehr  unklar;  aber  so  viel  geht 
doch  hervor,  dass  der  Verfasser  und  Bedactor  1.  eine  Methode  angab, 
um  eine  Kugel  in  die  Platonischen  Körper  einzuschreiben,  2.  die  Lehre 
von  der  Einschreibung  der  platonischen  Körper  in  einander  weiter  ent- 
wickelte und  3.  die  Beschränkungen  der  Einschreibbarkeit  angab.  Das 
Alles  bezeichnet  der  Verfasser  der  Vorrede  als  seine  Zusätze,  und  wir 
finden  sie  bei  Campanns  wieder  1.  XV,  13:  fahricato  quovis  quinque 
reguiarium  corporum  sibi  sphaeram  inscribere;  2.  XV,  5  und  7 — 12;  3.  in 
einem  Zusätze  zu  XV,  12.  Vollständig  scheint  Campanus  allerdings 
nicht  mit  der  Redaction  im  Bodl.  280  zu  stimmen;  aber  so  viel  scheint 
doch  hieraus  hervorzugehen,  dass  er  einer  arabischen  Tradition  gefolgt 
ist  und  nicht  aus  seinem  eigenen  Wissen  allein  geschöpft  hat  (vgl, 
Klamroth,  S.  274).  Nun  enthält  Bodl.  280  die  Thabit'sche  Bearbei- 
tung der  Uebersetzung  Ishak's,  ist  aber  nach  NicoU  und  Pusey  S.  260: 
emendatus  ad  versionem  Nasireddini  Thusensis,  Möglicherweise  stammt 
also  jene  Vorrede  von  Nasireddin  Tusi;  vgl,  Haji  Khalfa  I,  S.  383: 
(Nasireddin)  dicii,  se,  quae  de  archetypo  in  ediliontbus  laudaiis  invenian- 
iuTj  ab  iis  separasse,  quae  accesserini,  vel  indicio  distinclo  vel  colorum  varie^ 
täte,  quibus  Schemata  pinxeriU  Haji  Khalfa  (I,  S.  383)  hat  aus  Tusi 
auch  eine  Notiz  über  die  Zahl  der  Sätze  bei  Hajjaj  und  Ishak,  die 
ebensowenig,  wie  jene  Vorrede,  im  gedruckten  Euklid  des  Tusi  zu 
finden  ist  (Klamroth,  S.  274),  freilich  aber  auch  nicht  in  der  bei 
Nicoll  und  Pusey  gedruckten  Vorrede  steht. 

Ich  schliesse  diese  Zeilen  mit  dem  Wunsche,  dass  die  Orientalisten 
nns  recht  bald  eine  vollständige  Uebersetzung  der  arabischen  Bearbei- 
tangen  der  axoiina^  so  weit  sie  noch  vorhanden  sind,  schenken  wollen, 
und  dass  dabei  möglichst  viele  Handschriften  untersucht  werden;  denn 
die  oft  genannte  Vorrede  lässt  ahnen,  dass  die  Uebereinstimmnng  der 
arabischen   Redactionen    bei   Weitem    nicht    so    gross    ist,    als    es   nach 
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Elamroth^s  Arbeit  erscheint.  Wenigstens  waren  mehrere  in  Umlauf; 
die  in  der  Vorrede  genannten  Schriften  sind  uns  noch  erhalten ,  so  dass 
an  Material  kein  Mangel  ist.  Dann  wird  es  möglich  werden ,  das  gegen- 
seitige Verhältniss  von  Hajjaj,  Ishak,  Tasi  und  Campanns  fest- 
zustellen, und  die  arabische  Tradition  bei  Herstellung  des  griechischen 
Teztes  gehörig  zu  beachten.  Dass  für  jetzt  das  Material  allzu  unvoll- 
ständig ist,  habe  ich  bei  der  Ausarbeitung  dieses  Aufsatzes  mehr  als 
einmal  gefühlt. 


Beriehtigung. 

Im  28.  Jahrgang,  bist  -lit.  Abth.  S.  213  sollen  in  Fig.  4  die  ersten  beiden 

••••  •••••• 

Theile  statt    •  •     •  •  •      so  haseien:  ... 


Recensionen« 


Allgemeine  TTnteTsuchimgeii  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichiingen. 
Von  Leo  Kobniqsbehgbr,  Professor  an  der  ÜDiversität  zu  Wien. 
Leipzig,  Tenbner.     1882.     In  8^     X  n.  246  S. 

Die  Untersnchnngen  der  neueren  Zeit  auf  dem  Gebiete  der  Diffe- 
rentialgleichungen sind  dadurch  charakterisirt,  dass  sie,  statt  wie  früher 
sich  auf  die  Frage  ihrer  Auflösbarkeit  durch  Zurück führung  auf  Quadra- 
turen zu  beschränken,  vielmehr  darauf  ausgehen,  aus  der  Natur  der 
Differentialgleichungen  selbst  die  Eigenschaften  der  durch  sie  definirten 
Transcen deuten  zu  ermitteln.  Als  ein  ausgezeichnetes  Beispiel  der 
Fruchtbarkeit  dieser  neuen  Betrachtungsweise  erwähnen  wir  die  funda- 
mentalen Arbeiten  des  Herrn  Fuchs  zur  Theorie  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen, denen  wir  die  Formulirung  und  Lösung  der  beiden 
Grundprobleme  dieser  Classe  der  Differentialgleichungen  verdanken, 
betreffend  einerseits  die  Angabe  des  Verhaltens  ihrer  Integrale  in  der 
Umgebung  ihrer  singularen  Punkte,  andererseits  die  zu  ihrer  Fortsetzung 
nöthige  Ermittelung  der  Beziehungen,  die  zwischen  den  innerhalb  ver- 
schiedener Gebiete  giltigen  Darstellungen  zweier  Fundamentalsysteme  von 
Integralen  stattfinden. 

Handelte  es  sich  in  diesen ,  sowie  in  den  zahlreichen  durch  sie  ver- 
anlassten Arbeiten  anderer  Mathematiker,  wie  der  Herren  Frobenius 
nnd  Thom^,  um  die  Integrale  einer  und  derselben  und  zwar  linearen 
Differentialgleichung  mit  derselben  unabhängigen  Veränderlichen,  so  ver- 
folgen die  vorliegenden  Untersuchungen,  die  sich  im  Princip  auf  beliebige 
algebraische  Differentialgleichungen  erstrecken,  den  Zweck,  hinsichtlich 
der  durch  verschiedene  algebraische  Differentialgleichungen  definirten 
Transcendenten  für  verschiedene  Werthe  der  unabhängigen  Variablen, 
die  miteinander  in  algebraischer  Beziehung  stehen,  allgemeine  Sätze 
festzustellen,  aus  denen  über  einen  algebraischen  Zusammenhang  unter 
ibnen  sowohl  der  Existenz,  als  der  Art  nach  entschieden  werden  könne. 
--  Es  lassen  sich  im  Wesentlichen  drei  Hauptprobleme  bezeichnen ,  deren 
Beantwortung  vermöge  der  durch  die  bezeichneten  Sätze  gewonnenen 
Qenen  Principien  und  Methoden  in  Angriff  genommen  wird,  und  um 
die  sich  alle  in  den  vorliegenden  Untersuchungen  behandelten  Fragen 
grnppiren. 
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Die  Möglichkeit  der  Discnssion  der  Integrale  linearer  homogener 
DiffereDtialgleichnngen  n^^  Ordnung  beruht  auf  dem  Fundamentalsatze, 
dass  das  allgemeine  Integral  derselben  eine  lineare  homogene  Function 
▼on  n  particulären  Integralen  mit  willkürlichen  Constanten  ist.  An  diesen 
Umstand  anknüpfend  wird  das  allgemeine  Problem  aufgestellt,  die  Classen 
▼on  algebraischen  Differentialgleichungen  anzugeben,  für  welche  das 
allgemeine  Integral  überhaupt  eine  algebraische  Function  particolärer 
Integrale  und  willkürlicher  Constanten  ist  —  eine  Frage,  die  mit  der- 
jenigen  nach  der  Anzahl  der  durch  eine  algebraische  Differentialgleichung 
definirten  selbstständigen  Transcendenten  identisch  ist.  Die  Behandlang 
dieses  Hauptproblems  geschieht  nicht  in  ununterbrochener  Folge,  sondern 
zieht  sich  in  einzelnen  Absätzen  durch  mehrere  Capitel  des  Buches  hin, 
indem  die  betreffende  Untersuchung  an  bestimmten  Punkten  abgebrochen 
wird ,  um  später  wieder  aufgenommen  zu  werden ,  da  die  einzelnen  dabei 
zu  betrachtenden  Fälle  verschiedene  Methoden  erfordern,  die  sich  an 
die  Analyse  der  anderen  Probleme  naturgemäss  anknüpfen.  Das  Problem 
wird  für  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  vollständig  erledigt. 

Das  zweite  Hauptproblem  bildet  die  Erweiterung  des  AbeTschen 
Theorems    auf   die  Lösungen   der  algebraischen    Differentialgleichungen. 

Fasst    man   das   Integral   1  f{*x:,y)dx,  wo  y  eine  algebraische  Function 

von  X  und  f  eine  rationale  Function  bezeichnet,  als  das  Integral  der 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  dz^=  f{xy)dx  auf,  so  liefert  das 
AbeTsche  Theorem  eine  lineare  Beziehung  eines  und  desselben  Integrals 
der  Differentialgleichung  für  verschiedene  algebraisch  miteinander  ver- 
bundene Argumente.  Das  „erweiterte  AbeTsche  Theorem"  hat  nun 
zum  Gegenstande  die  Feststellung  irgend  einer  algebraischen  Beziehung 
zwischen  den  Werthen  eines  und  desselben  particulären  Integrals  einer 
beliebigen  algebraischen  Differentialgleichung  für  algebraisch  von  einander 
abhängige  Werthe  der  unabhängigen  Variablen. 

Eng  verbunden  mit  dem  Abel*schen  Theorem  ist  eine  andere  Reihe 
von  Untersuchungen  Abel's,  die  sich  mit  den  Bedingungen  und  der 
Form  der  Reduction  Abel *scher  Integrale  aufeinander  und  auf  Logarith- 
men algebraischer  Functionen  beschäftigen.  Die  Ausdehnung  des  Rediyß- 
tionsverfahrens  auf  die  Integrale  linearer  Differentialgleichungen  beliebiger 
Ordnung  mit  algebraischen  Coefficienten  dient  zum  Mittelpunkte  einer 
dritten  Orappe  von  Problemen,  denen  der  zweite  Theil  der  vorliegenden 
Untersuchungen  gewidmet  ist  und  bei  deren  Behlindlung  eine  bewun- 
dernswürdige Fülle  von  hochinteressanten  Methoden  und  Ergebnissen  zu 
Tage  tritt.  Im  Speciellen  erfährt  hierbei  die  Theorie  der  Integrale 
algebraischer  Functionen  eine  höchst  bemerkenswerthe  Bereicherung, 
indem  im  Falle  der  Möglichkeit  der  Reduction  eines  solchen  Integrals 
auf    elliptische   Integrale   gezeigt    wird,    dass    dieselbe  stets   durch  eine 


Recensioneo. 


rationale  Transformation  bewirkt  werden  kann.  Die  Schwierigkeit  dieses 
„rationalen  Reductionsproblems*'  erhellt  am  besten  daraus ,  dass  Abel, 
der  die  rationale  Reduction  für  hyperelliptische  Integrale  aaf^ elliptische 
geleistet  hatte,  eben  dieselbe  für  allgemeine  AbeTsche  Integrale  seiner 
eigenen  Erklärung  nach  nicht  zu  bewerkstelligen  vermochte.  Hier  er- 
scheint die  Lösung  des  fraglichen  Problems  als  besonderer  Fall  der  ra- 
tionalen Reduction  von  Integralen  linearer  Differentialgleichungen  über- 
haupt auf  elliptische  Integrale. 

Der  Verfasser  hat  in  den  letzten  Jahren  einige  Sätze  und  Methoden 
aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  nebst  mehreren  Anwendungen 
in  einer  Reihe  von  Abhandlungen,  die  theils  im  Crelle^schen  Journal, 
theils  in  den  Mathematischen  Annaleu  erschienen  sind,  veröffentlicht. 
Im  vorliegenden  Werke  sind  nun  die  hierauf  bezüglichen  Untersuchungen 
im  Zusammenhange  dargestellt,  wobei  die  in  den  ersteren  enthaltenen 
Sätze  eine  beträchtliche  Erweiterung  erfahren.  Durch  die  Darlegung 
der  Theorie,  welche  jene  Untersuchungen  in  sich  befasst,  tritt  erst  klar 
hervor,  welche  weitausgedehnten  Gebiete  durch  dieselben  der  Forschung 
erschlossen  sind ,  und  wie  befruchtend  andererseits  die  aus  ihnen  fliessen- 
den neuen  Methoden  und  Principien  zurückwirken  auf  die  Behandlung 
und  Lösung  der  im  Gebiete  der  AbeTschen  Integrale  auftretenden  Pro* 
bleme,  die  in  der  neuen  verallgemeinerten  Fassung  an  Tiefe  und  Durch- 
sichtigkeit zugleich  gewinnen. 

Da  die  fundamentalen  Sätze  Über  algebraische  Beziehungen  zwischen 
den  Integralen  verschiedener  Differentialgleichungen,  die  den  Ausgangs- 
punkt der  vorliegenden  Untersuchungen  bilden,  ähnlich  wie  in  der  Theorie 
der  algebraischen  Gleichungen,  den  Begriff  der  Irreductibilität  der  Diffe- 
rentialgleichungen voraussetzen,  dessen  Einführung  schon  früher  Herr 
Frobenius  in  seinen  Untersuchungen  über  lineare  Differentialgleichungen 
als  nothwendig  erkannt  hatte,  so  galt  es  vor  Allem,  die  Irreductibilität 
der  algebraischen  Differentialgleichungen  im  allgemeinsten  Sinne  zu  de- 
finiren  und  demnächst  Methoden  anzugeben,  nach  denen  man  entscheiden 
könne,  ob  eine  Differentialgleichung  irreductibel  ist.  Diese  und  andere 
sich  daran  knüpfende  Fragen  machen  den  Inhalt  des  ersten  Capitels  aus. 

Eine  Differentialgleichung  m***'  Ordnung 

,/  dz  d^z\ 

in  der  /  eine  ganze  Function  ihrer  Argumente  und  ^i«  •••  ^^  algebraisch 

irreductible  Functionen   von  x  bedeuten^  wird  irreductibel  genannt,  wenn 

ä"*z 
sie  erstens  als  algebraische  Gleichung  in  -—^  aufgefasst,  im  algebraischen 

Sinne  irreductibel  ist,  zweitens  mit  keiner  Differentialgleichung  niederer 
Ordnung  von  demselben  Charakter  irgend  ein  Integral  gemein  hat.  Wie 
man  sieht,  ist  in  dieser  Definition  die  der  Irreductibilität  für  algebraische 
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Gleichnngen  (m  =  0)  mit  enthalten.  Doch  findet  in  den  ans  der  Defioi- 
tion  hergeleiteten  Folgerungen  eine  bemerkenswerthe  Abweichung  statt. 
Während  nämlich  für  algebraische  Gleichnngen  der  Satz  gilt,  dass  eine 
solche  Gleichung  schon  irreductibel  ist,  wenn  nur  eine  ihrer  Wurzeln 
keiner  algebraischen  Gleichung  niedrigeren  Grades  genügt,  kann  im 
Gegentheil  eine  Differentialgleichung  der  oben  charakterisirten  Art  par- 
ticnläre  Integrale  haben,  die  keiner  Differentialgleichung  niederer  Ord- 
nung von  gleicher  Beschaffenheit  genügen ,  ohne  darum  irreductibel  zu 
sein.  Ein  solcher  Fall  liegt  ersichtlich  in  einer  algebraischen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  vor,  die  ein  transcendentales  und  ein  alge- 
braisches Integral  besitzt,  wegen  des  letzteren  also  reductibel  ist.  Da- 
gegen, gilt  auch  in  dem  Falle  der  algebraischen  Differentialgleichungen 
der  Satz,  dass,  wenn  eine  irreductible  Differentialgleichung  mit  einer 
anderen  ein  Integral  gemeinsam  hat,  sie  alle  Integrale  mit  derselben 
gemeinsam  haben  müsse.  Die  erstere  Differentialgleichung  heisst  dann 
das  algebraische  Integral  der  letzteren. 

Die  verschiedenen  Methoden,  deren  man  sich  bedienen  kann,  um 
die  Irreductibilitätsbedingungen  von  Differentialgleichungen  aufzufinden, 
werden  an  einzelnen  Classen  linearer  Differentialgleichungen  mit  alge- 
braischen Coefficienten  erläutert.  Bei  den  linearen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  hängt  die  Frage  nach  ihrer  Reductibilität  mit  derjenigen 
nach  den  Bedingungen  zusammen,  unter  denen  sich  ein  AbeTsches  In- 
tegral durch  eine  algebraische  Function  resp.  den  Logarithmus  einer 
algebraischen  Function  ausdrücken  lässt.    Für  die  einfachste  algebraische 

lineare   Differentialgleichung   zweiter   Ordnung  --^—^  =  rat.  f  (x ^  y)  ^  worin 

y  eine  algebraische  Function  von  x  bedeutet,  wird  die  Frage  darauf 
zurückgeführt,  wann  das  Integral  eines  AbeTschen  Integrals  algebraisch 
durch  das  letztere  ausgedrückt  werden  könne,  wobei  das  interessante 
Resultat  sich  ergiebt,  dass  die  algebraische  Relation,  falls  sie  existirt, 
stets  eine  lineare  sein  muss.  Hieran  knüpft  sich  die  Erörterung  der 
allgemeineren  Frage,  unter  welchen  Bedingungen  das  Integral  einer 
Transcendenten  algebraisch  durch  eben  diese  Transcendenten  darstell- 
bar ist;  es  erhellt  unmittelbar,  dass  diese  Transcendente  §  ein  Integral 
der  Differentialgleichung 

^'^öx'^ö^  äx 
sein  muss,  worin  F  eine  algebraische  Function  von  x  und  ^  bedeutet. 
Genügt  nun  ^  einer  anderen  algebraischen  Differentialgleichung,  so  kommt 
die  Frage  auf  eine  Irreductibilitätsuntersuchung  dieser  Differentialgleichung 
zurück ,  die  vom  Verfasser  für  den  Fall ,  dass  dieselbe  homogen  und  von 
der  ersten  Ordnung  ist,  durchgeführt  wird.  Schwieriger  ist  die  Ermit- 
telung  der  Bedingungen,   unter  denen   die  allgemeine  lineare  homogene 
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Differentialgleichung  zweiter  Ordonng  mit  algebraischen  Coefficienten 
irrednctibel  ist.  Man  findet  leicht,  dass  sie,  wenn  zwischen  zwei  Fanda- 
mentalintegraleu  derselben  eine  algebraische  Beziehung  besteht,  stets 
rednctibel  ist.  Abgesehen  von  diesem  Falle  ergiebt  sich,  dass  eine  re- 
dactible  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zu  ihrem  Integral  erster 
Ordnung  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  mit  algebra- 
ischen Coefficienten  haben  muss.  Dieses  Resultat  wird  für  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen m^®**  Ordnung  dahin  ausgedehnt,  dass,  wenn  dieselbe 
reductibel  ist,  und  zwar  eine  algebraische  Differentialgleichung  ^*"  Ord- 
nung zum  Integrale  hat,  wenn  ferner  zwischen  den  m  Fundamentalinte- 
gralen der  ersteren  und  ihren  9  — 1  ersten  Ableitungen  keine  algebra- 
ische Beziehung  besteht,  jene  Differentialgleichung  ^**'  Ordnung  eine 
lineare  Differentialgleichung  mit  algebraischen  Coefficienten  sein  muss. 
Diese  Ergebnisse  stimmen  mit  den  von  Herrn  Frobenius  früher  auf 
einem  andern  Wege  gefundenen  Überein.  (Vgl.  Crelle  J.,  Bd.  76, 
8.  243flgg.) 

Es  folgt  nunmehr  im  zweiten  Capitel  die  Aufstellung  eines  Funda- 
mentalsatzes in  der  Theorie  der  algebraischen  Differentialgleichungen, 
der  die  Basis  für  die  Ausdehnung  des  AbeTschen  Theorems,  sowie  der 
Transformationsprobleme  AbeTscher  Integrale  auf  die  durch  algebraische 
Differentialgleichungen  definirten  Transcendenten  bildet.  Er  sagt  die  Unver- 
änderlichkeit  von  algebraischen  Beziehungen  zwischen  particulären  Integra- 
len zweier  Systeme  von  algebraischen  Differentialgleichungen  aus,  deren 
unabhängige  Variablen  miteinander  durch  eine  algebraische  Relation  ver- 
bunden sind,  wenn  man  für  die  Integrale  des  einen  Systems,  die  gewissen 
Irreductibilitätsbedingungen  zu  genügen  haben,  beliebige  andere  particuläre 
Integrale  desselben  Systems,  statt  derer  des  anderen  Systems  aber  be- 
stimmte andere  passende  particuläre  Integrale  dieses  Systems  substituirt. 
In  der  unveränderlichen  Relation  können  auch  die  Ableitungen  der 
Integrale  verschiedener  Ordnung,  sowie  die  Variablen  selbst  und  die  den 
einzelnen  Differentialgleichungen  algebraischen  Irrationalitäten  eintreten. 
Der  Beweis  der  hierher  gehörigen  Sätze  wird  ledigliii^h  mit  Hilfe  des 
im  Vorhergehenden  entwickelten  Irreductibilitätsbegriffs  geführt,  und 
dabei  die  Aufmerksamkeit  auf  den  wichtigen  Umstand  gelenkt,  dass  man 
den  üebergang  der  Functionswerthe  der  Integrale  in  die  neuen  nicht 
etwa  in  allen  Fällen  als  durch  geschlossene  Umläufe  der  unabhängigen 
Variablen  um  singulare  Punkte  hervorgegangen  annehmen  darf,  da  denn 
die  Sätze  von  der  Erhaltung  der  algebraischen  Beziehung  zwischen  den 
Integralen  unmittelbar  evident  wären.  Vielmehr  giebt  es  viele  irreduc- 
tible  Differentialgleichungen,  bei  denen  man  nicht  durch  geschlossene 
Umläufe  von  einem  particulären  Integrale  zum  andern  gelangen  kann, 
wofür  ein  Beispiel  in  einer  irreductiblen  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung  mit  rationalen  Coefficienten  aufgestellt  wird,    deren  Integrale 
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überall  eindentig  sind;  die  Giltigkeit  der  erwähnten  Sätze  bleibt  dadnrck 

unberührt.     Dieselben   werden    nun   zunächst  auf  Differentialgleichungen 

erster    Ordnung    angewandt.      Hierbei    ergiebt    sich    der    eigen thümliche 

Umstand,    dass   der  Satz   von  der  Erhaltung  der  Relation  zwischen  den 

Integralen    zugleich   das   Mittel   bietet,    die   Form   dieser   Relation    fest- 

dz 
zustellen.    Haben  die  Gleichungen  die  einfachste  Form  —=^y^  (x=:l,2...il), 

worin  y^  eine  beliebige  algebraische  Function  von  x  bedeutet,  so  ergiebt 
sich  der  bekannte  Satz,  dass  die  einzig  mögliche  Form  einer  algebra- 
ischen Beziehung  zwischen  AbeTschen  Integralen  die  lineare  mit  con- 
stauten  Coefficienten  ist,  worin  der  von  den  Integralen  freie  Theil  eine 
algebraische  Function  der  Independenteu  darstellt.  Der  weitere  Verfolg 
der  Untersuchung  führt  zu  dem  neuen  Ergebniss,  dass  in  eine  algebra- 
ische Relation  zwischen  AbeTschen  Integralen  solche  analytische  Func- 
tionen, die  ein  Additionstheorem  besitzen,  nicht  eintreten  können.  Der 
Beweis  hierfür  beruht  ausschliesslich  auf  der  Eigenschaft  der  bezeichneten 
Functionen,  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zu  genügen,  für 
welche  sich  das  allgemeine  Integral  als  algebraische  Function  eines  par* 
ticulären  Integrals  und  einer  willkürlichen  Constante  ausdrücken  lässt. 
Da  sonach  die  durch  dieses  Merkmal  charakterisirten  Transcendenten 
überhaupt  in  eine  algebraische  Beziehung  mit  AbeTschen  Integralen 
nicht  eintreten  können,  so  tritt  hier  zum  ersten  Male  die  oben  erwähnte 
bedeutsame  Frage  auf,  für  welche  Classe  von  algebraischen  Differential- 
gleichungen das  allgemeine  Integral  eine  algebraische  Function  particu- 
lärer  Integrale  und  willkürlicher  Constanten  ist.  Sie  wird  hier  für  die 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  dem  besonderen  Falle,  dass 
in  der  fraglichen  algebraischen  Function  die  unabhängige  Variable  nicht 
explicite  vorkommt,  erledigt. 

Mit  dem  dritten  Capitel  beginnen  nunmehr  die  Anwendungen  der 
im  Vorhergehenden  entwickelten  Principien  und  Sätze  zur  Verallgemeine- 
rung wichtiger  Sätze  der  Integralrechnung  im  engeren  Sinne.  Der 
nächste  Gegenstand  ist  die  Ausdehnung  des  AbeTschen  Theorems  auf 
Integrale  algebraischer  Differentialgleichungen,  wobei  das  Problem  er- 
weitert wird  zur  Feststellung  irgend  einer  algebraischen  Beziehung 
zwischen  den  Werthen  eines  und  desselben  Integrals  für  algebraisch 
miteinander  verbundene  Werthe  der  unabhängigen  Variablen.  Bei  der 
Entwickelung  dieser  Beziehung  dient  als  leitendes  Princip,  dass  die  durch 
den  Satz  von  der  Erhaltung  der  algebraischen  Relation  zwischen  Inte- 
gralen verschiedener  Differentialgleichungen  gelieferte  Form  jener  Relation 
für  den  Fall,  dass  die  Differentialgleichungen  in  eine  zusammenfallen, 
ein  gewisses  Theorem  ergiebt,  welches  die  gesuchte  Erweiterung  des 
AbeTschen  Theorems  bildet.  So  war  als  die  allgemeinste  Form  der 
unveränderlicher  Relation  zwischen  Integralen  des  Systems 
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dz 

-—  =  ryj,  (x  =  1 ,  2  . . .  A)  {t/tt  algebr.  Function  von  x) 

dx 

für    algebraisch    untereinander    zasammen  hängen  de    Werthe    von    x    die 

Gleichung 

gefanden  worden,    wo  A  eine  algebraische  Function  von  x  und  c^,,,ci 

rationale  Zahlen  bedeuten.    Hieraus  leitet  man  sofort  das  zur  Differential* 

dz 
gleicbung    —=izy  gehörige   erweiterte  Abel'sche  Theorem  ab,   dessen 


•?i^e.       ^n^A 


dx 

Form  vom  Geschlecht  der  algebraischen  Function  y  abhängt.  Für  das 
Geschlecht  1  lautet  es,  wenn  ydx  ein  Differential  erster  Gattung  ist: 
Z]^=ZjZ2>  ^^  ^^^  algebraische  Beziehung  zwischen  den  entsprechenden 
unabhängigen  Argumenten  x\^  x^^  x^  derartig  ist,  dass  x\  und  y  {ip\) 
rationale  Functionen  von  or^,  (T^,  ^(^i)  und  yix^)  sind.  Hieran  knüpft  sich 
die  allgemeine  Frage,  welche  Differentialgleichungen  überhaupt  das  er« 
weiterte  AbeTsche  Theorem  in  der  Form  ^'i=^(^i^a)  besitzen,  wo  F 
eine  algebraische  Function  bezeichnet,  welche,  wie  oben,  die  unabhängi- 
gen Variablen  nicht  explicite  enthält.  Es  wird  nachgewiesen,  dass  irre- 
ductible  Differentialgleichungen  dieser  Eigenschaft  von  einer  höheren 
als  der  ersten  Ordnung  nicht  sein  können  und  dass  sie  die  Form 

A(r)  dz^fi{x)dx 
haben  müssen,  wo  X{z)  und  ii{x)  algebraische  Functionen  von  der  Art 
sind,  dass  beide  zum  Geschlecht  1  gehörige  Differentialien  erster  Gattung 
sind.  Aus  diesem  Grunde  wird  das  erweiterte  AbeTsche  Theorem  obiger 
Form  dem  Geschlecht  1  zugehörig  genannt.  Lässt  man  in  dasselbe  auch 
die  unabhängigen  Variablen  explicite  eintreten,  so  wird  man  wieder  auf 
irreductible  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  geführt,  die  dadurch 
char akter isirt  sind,  dass  ihr  allgemeines  Integral  als  algebraische  Func- 
tion eines  particulären  Integrals  und  einer  willkürlichen  Constanten  und 
der  unabhängigen  Variablen  dargestellt  werden  kann.  Im  vorigen  Fall 
war  das  allgemeine  Integral  eine  von  der  unabhängigen  Variablen  freie 
Function  eines  particulären  Integrals  und  einer  Constanten,  und  die 
Form  der  zugehörigen  Differentialgleichung  im  vorhergebenden  Capitel 
(s.  S.  28)  festgestellt  worden.  Hier  ist  nun  Veranlassung  geboten ,  die 
dort  begonnene  Untersuchung  fortzuführen  für  den  Fall,  dass  in  die 
fragliche  Relation  die  unabhängige  Variable  explicite  eintritt.  Es  werden 
die  Fälle  betrachtet,  wo  das  allgemeine  Integral  eine  rationale  ganze 
oder  gebrochene  Function  eines  particulären  Integrals  ist,  deren  Coefff- 
cienten  von  der  willkürlichen  Constanten  und  der  unabhängigen  Variablen 
algebraisch  abhängen,  die  zugehörigen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  aufgestellt  und  für  sie  die  Form  des  erweiterten  Abel'schen 
Theorems  ermittelt.  Die  folgenden  Untersuchungen  über  das  erweiterte 
AbeTsche  Theorem  für  p  =  2  führen  auf  Differentialgleichungen  zweiter 
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oder  erster  Orduung  von  der  Bescbaffenheit,  dass  das  allgemeine  Integral 
eine  algebraische  Function  zweier  particalaren  Integrale  und  zweier 
resp.  einer  willkürlichen  Constante.  Nachdem  anch  hier  mit  Beschrän- 
kung auf  die  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  die  Fälle,  in  denen 
die  genannte  Beziehung  ganz  oder  gebrochen  rational  ist,  untersucht  worden, 
wird  gezeigt,  dass  die  einzige  Ciasse  derjenigen  Differentialgleichungen, 
für  welche  das  allgemeine  Integral  eine  algebraische  Function  zweier 
particulärer  Integrale  und  einer  willkürlichen  Constanten  ist,  in  welche 
die  unabhängige  Variable  nicht  eintritt,  die  der  linearen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  und  der  durch  algebraische  Substitution  aas 
diesen  abgeleiteten  ist.  Besonders  bemerkenswerth  ist  hier  die  angewandte 
Methode,  da  nämlich  die  Existenz  derartiger  algebraischer  Beziehungen 
von  der  Integrabilitätsbedingung  einer  totalen  Differentialgleichung  ab- 
hängig erscheint,  in  der  das  allgemeine  Integral  und  die  beiden  parti- 
culären  Integrale  die  Veränderlichen  sind.  Zum  Schlüsse  dieser  Unter- 
suchungen wird  die  Frage  nach  der  Gestalt  des  AbeTschen  Theorems 
für  alle  homogenen  linearen  Differentialgleichungen  beliebiger  Ordnung 
erörtert,  und  die  Form  der  allgemeinsten  algebraischen  Beziehung  zwi- 
schen particulären  Integralen  derselben  für  algebraisch  von  einander 
abhängige  Werthe  der  unabhängigen  Variablen  ermittelt.  Beim  näheren 
Eingehen  auf  die  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  gelangt  der  im  ersten  Capitel  bei  der  Untersuchung  reductibler 
Gleichungen  dieser  Art  ausgeschlossene  Fall  des  algeb  aischen  Zusammen- 
hanges zweier  Fundamentaliutegrale  zur  Erörterung.  Nach  Feststellung 
der  einzig  möglichen  algebraischen  Beziehung  zwischen  zwei  particulären 
Integralen ,  wofern  diese  nicht  etwa  selbst  algebraische  Functionen  sind, 
wird  das  für  diese  Differentialgleichungen  geltende  AbeTsche  Theorem 
abgeleitet. 

Im  vierten  und  letzten  Capitel,  welches  nahezu  die  Hälfte  des 
Buches  einnimmt  und  im  Wesentlichen  von  linearen  Differentialgleichungen 
beliebiger  Ordnung  handelt,  wendet  sich  die  Untersuchung  zur  dritten 
Gruppe  von  Problemen,  betreffend  die  Erweiterung  derjenigen  Unter- 
suchungen AbeTs,  die  sich  mit  den  Bedingungen  und  der  Form  der 
Rcduction    von   Integralen   algebraischer  Functionen   beschäftigen.      Ein 

bekannter  AbePscher  Satz  lautet,    dass,  wenn  das  Integral  z=^  jy  dx\ 

wo  y  eine  algebraische  Function  bezeichnet,  selbst  algebraisch  ist,  z 
rational  durch  x  und  y  ausdrückbar  ist.  Dieser  Satz  wird  auf  Integrale 
von  Differentialgleichungen  in  folgender  Weise  verallgemeinert:  Wenn 
eine  lineare  nicht  homogene  Differentialgleichung  in  z  mit  Coefficienten, 
die  algebraische  Functionen  von  x  sind,  ein  algebraisches  Integral  hat, 
so  hat  sie  stets  auch  ein  in  den  Coefficienten  rationales  Integral,  weoii 
sie    nicht   eine   homogene   oder   durch  die  Substitution  z^l  +  consL  auf 
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eine  homogene  znrückftthrbare  ist.  Dieser  und  ein  ähnlicher  Satz  über 
Differentialgleichungen,  die  ein  algebraisch -logarithmisches  Integral  be- 
sitzen, bilden  den  Uebergang  za  einem  allgeineinen  Theorem,  wonach 
ans  der  Existenz  eines  einer  linearen  Differentialgleichung  mit  algebra- 
ischen Coefficienten  genügenden  Integrals,  welches  additiv  aus  Logarith- 
men algebraibcher  Functionen  und  AbeTschen  Integralen  von  den  resp. 
Geschlechtern  p^^p^^  "-PI  zusammengesetzt  ist,  stets  die  Existenz  eines 
anderen  Integrals  derselben   Differentialgleichung  von  der  Form 

u  +  £bf^log.V(i  +  j^  J  y^  fis+ .  ..+^  J  y^ds 

geschlossen  werden  kann,  worin  die  b  Constanten,  t/,t;^,...9^  rationale 
Functionen  der  Coefficienten  der  Differentialgleichung,  l  eine  positive 
ganze  Zahl  und  ^x"*^2  ^Ig^^fAi^^che  Functionen  von  s  von  den  Geschlech- 
tern resp.  Pi'.^Pi  bedeuten,  während  die  Integralgrenzen  ri^^K.,ifa  die 
LÖHQngen  einer  Gleichung  pj^"  Grades  sind,  deren  Coefficienten  rational 
ans  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  zusammengesetzt  sind. 
Ein   weiterer   sehr   folgenreicher  Satz    ist,    dass   für  jedes   der  in  obiger 

Formel  vorkommenden  ^beTschen  Integrale  lya^s  die   Summe   irgend 

eines  Systems  von  zugehörigen  p«  Integralen  erster  Gattung  gleich  einem 

Integrale   ebenfalls   erster   Gattung  j  Y dx    ist,    worin    Y  eine   rationale 

Function  von  x  und  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  darstellt. 
Dieser  Satz,  der  eine  Transformation  Ab eTscher  Integrale  verschiedener 
Irrationalitäten  aufeinander  enthält,  erfordert  zu  seiner  Verwerthung  die 
Erforschung  der  Natur  der  fraglichen  Irrationalitäten,  womit  sich  der 
letzte  Abschnitt  der  vorliegenden  Untersuchungen  beschäftigt.  Hier  wird 
zunächst  der  Fall  hervorgehoben,  in  welchem  die  Coefficienten  der  die 
Grenzen  ly«  definirenden  Gleichung  p**°  Grades  rationale  Functionen 
von  X  allein  sind.  Dieser  bemerkenswerthe  Umstand  tritt  nämlich 
stets  ein ,  wenn  die  Coefficienten  der  Differentialgleichung  als  algebraische 
Irrationalität  nur  die  /9^®  Wurzel  einer  rationalen  Function  von  x  ent- 
halten und  unter  den  Integralen  derselben  ein  AbeTsches  Integral 
vorkommt,  dessen  Irrationalität  ebenfalls  in  einer  n^^^  Wurzel  einer  ra- 
tionalen Function  von  x  besteht.  Kommen  insbesondere  unter  den  Inte- 
gralen elliptische  vor  und  ist  ^  =  ^,  so  erhält  man  nach  dem  erwähnten 
Transformationssatze,  da  hier  pa=l   ist,  die  Transformationsrelation 

dri       __  f{x)  dx 

worin  i}  eine  rationale  Function  von  x  allein  ist,  die  linke  Seite  ein 
elliptisches  und  die  rechte  ein  hyperelliptisches  Differential  erster  Gattung 
darstellt.     In   diesem  Ergebnis»  ist  der  AbePsche  Satz  enthalten,   dass. 
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wenn  ein  hyperelliptisches  Integral  auf  ein  elliptisches  durch  eine  alge- 
braische Transformation  reducirbar  ist,  diese  Bedaction  stets  dnrch  eine 
rationale  Substitution  bewirkt  werden  kann.  Die  Feststellung  der  Eigen- 
schaften der  in  Bede  stehenden  rationalen  Transformation  führt  dann 
zu  dem  interessanten  Besultat,  dass  nur  für  elliptische  Integrale  und 
hjperelliptische  erster,  zweiter  und  dritter  Ordnung  so  viel  Integrale, 
als  das  Geschlecht  anzeigt,  existiren,  die  simultan  auf  je  ein  elliptisches 
Integral  reducirbar  sind. 

Die  Entscheidung  der  wesentlich  anderen  Frage,  ob  ein  speciell 
vorgelegtes  hyperelliptisches  Integral  auf  ein  elliptisches  reducirbar  ist, 
hängt  mit  den  Eigenschaften  der  Perioden  des  hyperelliptischen  Systems 
zusammen,  und  es  wird  an  einem  Beispiele  gezeigt,  wie  die  Theorie  der 
Transformation  der  hyperelliptischen  Thetafunctionen  zur  Behandlung 
dieser  Probleme  verwerthet  werden   kann. 

Aber  nicht  blos  die  Frage  der  Beduction  bypereliiptischer  Integrale 
auf  elliptische,  sondern  auch  die  der  Beduction  hyperelliptischer  Inte- 
grale auf  solche  niederer  Ordnung  überhaupt  wird  vermöge  des  oben 
angegebenen  allgemeinen  Transformationssatzes  beantwortet  und  das 
Verfahren  an  einzelnen  Beispielen   erläutert. 

Nachdem  dann  noch  der  allgemeinere  Fall,  dass  die  Integrale  der 
linearen  Differentialgleichung  nicht  blos  additiv,  sondern  überhaupt  al- 
gebraisch aus  Ab  einsehen  Integralen  und  logarithmisch  algebraischen 
Functionen  zusammengesetzt  sind,  betrachtet  und  die  nothwendige  Form 
dieser  Verbindungen  festgesetzt  worden,  wird  auf  die  Eigenschaften  ein 
gegangen,  welche  den  algebraischen  Grenzen  solcher  Integrale  unter 
gewissen  Voraussetzungen  für  die  reducirten  Differentialgleichungen  zu- 
kommen müssen.  So  wird  u.  A.  bewiesen,  dass,  wenn  die  complete 
Differentialgleichung  ein  algebraisches  Integral  hat,  während  die  redu- 
cirte  kein  solches  besitzt,  jenes  sich  stets  als  rationale  Function  der 
Coefficienten  darstellen  lässt.  Aehnliche  Sätze  werden  über  die  rationale 
Ausdrückbarkeit  der  Grenzen  der  Integrale,  die  durch  AbeTsche  Inte- 
grale darstellbar  sind,  aufgestellt. 

Es  handelt  sich  nunmehr  darum,  die  Beschaffenheit  der  algebraischen 
Irrationalitäten  der  elliptischen  und  algebraischen  Integrale  zu  unter- 
suchen, aus  denen  die  Integrale  einer  nicht  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichung zusammengesetzt  sind.  Diesem  Gegenstand  ist  der  letzte 
Abschnitt  (§  15)  dieses  inhaltreichen  Capitels  gewidmet,  der  besonders 
lehrreich  ist,  da  die  Lösung  dieser  Frage  mit  der  Theorie  der  complexen 
Multiplication  und  andererseits  mit  der  Kreistheilungslehre  in  einen 
merkwürdigen  Zusammenhang  gebracht  wird.  Ausführlich  behandelt  wird 
der  Fall,  dass  der  completen  Differentialgleichung  ein  elliptisches  Integral 
genügt.  Ist  dasselbe  erster  Gattung  —  und  auf  solche  kann  man  die 
Frage  stets  zurückführen  -— ,  so  gilt  folgender  Satz:  Genügt  der  reducirten 
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Differentialgleichung  überhaupt  kein  Abersches  Integral,  und  geht  die 
rechte  Seite  y  der  completen  Gleichung  bei  einem  geschlossenen  Umlaufe 
der  unabhängigen  Variablen ,  für  welchen  die  Coefficienten  der  reducirten 
Gleichung  unverändert  bleiben,  in  sy  über,  wo  «  nach  einem  bekannten 
Satxe  eine  Einheitswurzel  ist,  so  ist  der  Modul  des  elliptisehen  Integral« 
ein  Modul  der  complexen  Multiplication ,  wofern  nicht  es=^l  iet,  und 
{  ist  der  Multiplicator  derselben.  Hieraus  ergiebt  sich  denn  unmittelbar, 
dass  e  nur  die  dritte,  vierte  oder  sechste  Einheitswurzel  sein  kann  und 
die  elliptischen  Integrale  selbst  auf  eine  der  Formen 


j/s»-r  Jv^^-i  Jyw^ 


ledueirbar  sein  müssen,  während  die  Grenzen,  sowie  die  dazu  gehörigen 

Irrationalitäten  nach  dem  Früheren  rationale  Functionen  der  Coefficienten 

der  reducirten  Differentialgleichung  und  von  y  sind.    Da  ein  Abersches 

dz 
Integral  der  linearen  Differentialgleichung  -—  =  y  genügt,  so  liefert  der 

angeführte  Satz   für  den  Fall,   dass  y  einer  Gleichung  von  der  Gestalt 

genügt,  wo  f(  einen  der  Werthe  2,  3,  4,  6  und  die  9  beliebige  ratio- 
nale Functionen   von  x  bedeuten,   die  einzigen  Formen  der  elliptischen 

Integrale,   auf  welche  das   Ab  ersehe  Integral  i^efo;  reducirbarist,  und 

zugleich  das  Mittel,  die  dieser  Bedingung  unterliegenden  AbeTschen 
Integrale  sämmtlich  aufzustellen;  die  Grenzen  der  elliptischen  Integrale, 
sowie  die  dazu  gehörigen  Irrationalitäten  sind  rationale  Functionen  von  y. 
Die  vorstehenden  Betrachtungen  werden  dahin  verallgemeinert,  dass  an* 
genommen  wird,  es  bestehe  zwischen  einer  Anzahl  von  Zweigen  der 
algebraischen  Function  von  y  eine  lineare  Relation.  Bei  der  Prüfung 
dieser  Annahme  ergeben  sich  interessante  Sätze  über  die  Entwickelungs- 
form  der  Function  y  in  der  Umgebung  eines  Yerzweigungspunktes ,  falls 
schon  unter  den  Elementen  eines  demselben  angehörigen  Cyklus  eine 
lineare  Relation  stattfindet.  Hat  bei  der  letzteren  Annahme  die  complete 
lineare  Differentialgleichung,  worin  y  die  rechte  Seite  bildet,  ein  ellip- 
tisches  Integral,  ohne  dass  die  reducirte  Differentialgleichung  durch 
Abel'sche  Integrale  befriedigt  wird,  so  ist  auch  hier  der  Modul  des 
elliptischen  Integrals  ein  Modul  der  complexen  Multiplication.  Ist  ins- 
besondere die  Zahl  q  der  Elemente  eines  Cjklus  in  der  Umgebung  eines 
Versweigungspunktes  a  eine  Primzahl  von  der  Form  ^  =  3mo«f.  4,  und 
es  kommen  in  der  zugehörigen  Entwickelung  von  y  nach  Zusammen- 
fassung   der    gleichen    gebrochenen   Potenzen    nicht  alle   Potenzen   von 

(x  —  a)9    vor,    so    wird    gezeigt,    dass    dieselbe   unter    den    genannten 

mrt.-lil  Abthlg.  d.  Zeitsebr.  f.  MaIIl  o.  Phys.  ZXIZ,  1. 


34  HiBtorisch -literarische  Abtheilang. 

VoraussetznngeD   gerade  —^ —  gebrochene  Poteozen  enthält,  deren  Zäh- 

1er  die      ^      quadratischen  Reste   oder  Nichtreste   von   q  sind  und  dass 

y—Q  der  Multiplicator  der  complexeu  Mnltiplication  für  das  elliptische 
Integral  ist.  Wie  die  Ausdehnung  dieser  Sätze  auf  den  Fall,  daas 
AbeTsche  Integrale  der  completen  linearen  Differentialgleichung  genügen» 
zu  bewirken  ist,  wird  in  ausführlicher  Weise  an  dem  Falle  der  Existenz 
von  hyperelliptischen  Integralen ,  die  dann  gleichfalls  eine  complexe 
Multiplication  zulassen,  dargelegt. 

Wir  haben  im  Vorstehenden  versucht,  eine  Vorstellung  von  der 
Fülle  des  Neuen  und  Interessanten  zu  geben,  das  uns  in  dem  Werke 
geboten  wird.  Da  wir  uns  darauf  beschränken  mussten ,  den  eigentlichen 
Gegenstand  der  vorliegenden  Untersuchungen  in  den  Hauptzügen  vor- 
zuführen, waren  wir  genöthigt,  viele  Einzelheiten  zu  übergehen,  die  in 
Nebenuntersuchungen  ausgeführt  sind ,  aber  darum  nicht  minder  wesent- 
liche Stücke  zur  Bereicherung  der  Analjsis  ausmachen.  Die  Darstellung, 
an  welcher  man  vielleicht  die  zu  grosse  Vorliebe  für  langathmige  Perioden 
aussetzen  könnte,  ist  durch  Klarheit  und  Strenge  in  den  Beweisen  bei 
geringstmöglicher  Voraussetzung  ausgezeichnet.  Fast  überall,  wo  Lehr- 
sätze aus  anderen  Disciplinen  entnommen  werden  mussten,  lässt  es  sich 
der  Verfasser  angelegen  sein,  in  besonderen  Anmerkungen  die  nöthigen 
Erläuterungen  zur  Orientirung  beizufügen.  Dem  Beweise  eines  jeden 
Theorems  folgt  die  Verificirung  desselben  durch  dahin  gehörige  Beispiele, 
und  die  Einsicht  in  die  verschiedenen  Methoden  für  die  Behandlung  der 
Probleme  wird  durch  vollständige  Ausrechnung  zahlreicher  specieller  Auf- 
gaben in  dankenswerther  Weise  gefördert.  Insbesondere  belehrend  ist  der 
an  vielen  Stellen  befindliche  Hinweis  auf  den  Zusammenhang  gewisser 
schwieriger  Fragen  aus  verschiedenen  Gebieten  der  Analysis  untereinander, 
wodurch  dieselben  sich  gegenseitig  beleuchten  und  dem  Leser  Anleitung 
geboten  wird,  von  den  verschiedensten  Seiten  her,  je  nach  den  ihm 
geläufigen  Vorstellungsweisen,  in  das  Studium  der  in  Rede  stehenden 
Probleme  einzudringen. 

Die  Einsicht  in  die  Natur  der  durch  algebraische  Differentialgleich- 
ungen definirten  Transcendenten  ist  durch  die  vorliegenden  Untersuch- 
ungen um  ein  mächtiges  Stück  vorwärts  geführt,  und  in  den  grund- 
legenden Sätzen  und  Methoden  von  unübersehbarer  Tragweite  eine 
fruchtbare  Saat  ausgestreut,  die  eine  reiche  Ernte  an  weiteren  wichtigen 
Ergebnissen  mit  Zuversicht  erwarten  lässt. 

Berlin,  Juni  1883. 

Hambu&obr. 
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Apolarität  und  rationale  Cnryen.     Eine  systematische  Voran tersuchnng 
zn    einer    allgemeinen    Theorie    der    linearen    Bäume.      Von    Dr. 
W.   Franz   Meyer,    Privatdocent    an    der  Universität  Tttbingen. 
Tübingen,  bei  Franz  Fues.     1883.     XIV  u.  406  8.    gr.  8°. 
Dieses  Buch  hat  zum  ausgesprochenen  Zweck,  projective  Verhält- 
nisse   in    höheren    linearen   Räumen    mittels   Betrachtangen   in    weniger 
ausgedehnten  Gebieten  zu  untersnchen ,  unterscheidet  sich  also  von  den 
sabireicheren  Arbeiten,   in    welchen  umgekehrt  jene  an  sich  einfacheren 
Verbältnisse   nur   als  Mittel   zum  Studium   von   weniger   ausgedehnten, 
aber  nicht   linearen  Gebilden   benutzt   werden.     Man    kann  für  dasselbe 
zwei   Haaptquellen    nachweisen,    aus    deren   Vereinigung   der   Verfasser 
eine  neue  algebraisch   geometrische  Untersuchungsmethode  herleitet. 

Die  eine  Quelle  ergiebt  sich  schon  aus  dem  ersten  Theil  des  Titels 
und  aus  der  Widmung  an  den  „Begründer  der  Apolaritätstheorie, 
Theodor  Reye.  (Reye  in  Cr.  J.,  Bde.  72— 82.)  „A polar"  zu  ein- 
ander (nach  Rosanes  in  Cr.  J.,  Bde.  75 — 90,  „conjugirt")  heissen 
zwei  Formen  von  gleich  vielen  Variablen  ,  die  eine  aJJ  von  der  Ordnung 
n,  die  andere  t/J  von  der  Classe  w,  wenn  die  bilineare  Invariante  öJ 
verschwindet;  oder  allgemeiner  für  zwei  Formen  ö]J,  mJ  und  etwa  w^m, 
wenn  die  m*®  Ueberschiebung  fl^«^"""  für  alle  x  identisch  verschwindet. 
Fasst  man  also  die  Coefficienten  der  Formen  als  Punkt-,  bez.  Ebenen- 
coordinaten  in  einem  höheren  linearen  Räume,  so  hat  man  in  jenem 
Begriff  eine  Erweiterung  der  gewöhnlichen  Reciprocitätsbe trachtung. 

Man  kennt  die  Rolle,  welche  der  Apolaritätsbegriff  in  den  Aufsätzen  der 
Herren  Reye  und  Rosanes  in  Bezug  auf  Aufstellung  linearer  Identitäten, 
insbesondere  Darstellungen  von  algebraischen  Formen  als  Summen  von 
Potenzen  spielt.  Die  zuerst  in  dem  Werke  von  PaulSerret(l  869)  behan- 
delten Darstellungen ,  wie  die  lineare  Relation  zwischen  den  Quadraten  der 
Ausdrücke  für  6  Punkte,  die  auf  einem  Kegelschnitt  liegen  etc.,  wurden  durch 
Anwendung  dieses  Begriffs  auf  Systeme  conjugirter  Punkte  durchsichtig,  was 
dann  zu  einer  Reihe  schönerund  fruchtbarer  Untersuchungen  führte.  —  Ein 
neues  Licht  ist  in  jüngster  Zeit  (etwa  seit  Ende  1881)  von 'invariantentheore- 
tiscber  Seite  her  auf  diese  Beziehungen  geworfen  worden  durch  das  von 
Brill  (Math.  Ann.  XX)  und  Stephanos  (C.  R.  1881 ,  1882)  erschlossene 
Princip:  dass  zwei  Systeme  von  conjugirteu  Formen  dieselben  Combi- 
nanten  besitzen ;  wobei  insbesondere  der  interessanten  Untersuchung  über 
das  auf  eine  Gleichung  fünften  Grades  führende  Problem:  „ein  System 
von  zwei  (bez.  von  den  conjugirten  drei)  biqnadratischen  binären  Formen 
aufzufinden,  deren  Functionaldeterminante  gegeben  ist,"  gedacht  werde. 
Die  zweite  ganz  verschiedenartige  Quelle  für  das  Buch  ist  die 
Theorie  der  rationalen  Curven  in  Räumen  von  verschiedenen  Dimen- 
sionen; oder  vielmehr  die  geometrische  Interpretation  der  binären  Formen 
auf  solchen  Curven.    Yermuthlich  schwebte  sogar  dem  Verfasser  Ursprung- 
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lieh  das  letztere  Ziel  und  die  Ableitung  von  braftr*tnyariantenthe^eti- 
schen  Bigenschaften  aus  geometrischen  Betrachtungen  vor;  für  jene 
Interpretation  hatte  er  eine  gute  Vorarbeit  an. dem  Stürmischen  Auf- 
satze (Cr.y  Bd.  86),  welcher  die  Darstellung  der  cubischen  und  biquadra- 
tiseken  binären  Fortten  und  deren  Apolaritätstheorie  auf  der  cubischen 
Baumeurve  schon  eingehend  behandelt.  Diesen  Curven,  die  sich  bei 
einem  System  von  binären  Formen  ja  unmittelbar  darbieten,  insbeson- 
dere dem  Nachweis  des  obigen  Combinantenprinoips,  widmet  der  Ver- 
fasser sein  erstes  CapiteU 

Das  Verdienst  des  Buches  liegt ^  wie  schon  angedeutet,  in  der  ans 
diesen  beiden  Quellen  hergeleiteten  Methode,  durch  welche  der  Verfasser 
Eigenschaften,  vorzugsweise  Polareigenschaften,  die  zur  ternaren,  qua- 
terttären  etc.  Apolarität  gehören,  in  directe  Beziehung  zu  der  binären 
Apolarität  auf  den  Raumcurven  zu  setzen  weiss;  so  vor  Allem  die  Dar- 
stellungen durch  Patenzsummen. 

Es  geschieht  dies  vom  Verfasser  in  möglichst  einfacher  algebraischer 
Darstellungsweise.  Unter  „Normcurve  N^^^  versteht  er  eine  rationale 
Curve  der  Ordnung  d  im  Räume  von  d  Dimensionen;  deren  Coordinaten 
werden  einfach  zu  den  Potenzen  eines  Parameters  X  proportional  gesetzt 
Dann  wird  jeder  Punkt  der  Ebene  durch  die  beiden  Werthe  (a,  ß)  des 
Parameters  k  für  die  von  dem  Punkte  an  die  zu  Orunde  gelegte  N^ 
geheiiden  Tangenten  dargestellt,  analog  jede  Gerade  der  Ebene,  und 
analog  in  höheren  Bäumen.  —  Sei  nun  in  der  Ebene  ein  Kegelschnitt 
Ffs^a^^  apolar  zu  N^  (als  Classenkegelschnitt) ,  so  werden  zunächst  die 
Coefficienten  von  a^^  zu  04^=^04^^]  and  für  irgend  ein  zu  a,^  conju^rtes 
Punktepaar  (a,  ^),  (y,  6)  hat  man 

«0*0  +  «1*1  +  ««*S  +  «8*8  +  «4*4  =   0» 

wo  die  Verhältnisse  der  st  die  elementaren  symmetrischen  Functionen 
der  vier  Parameter  a,  ^,  /,  d  bedeuten  —  eine  Gleichung,  die  bei  ihrer 
Symmetrie  zwischen  den  vier  Parametern  sogleich  die  od^  -  Schaar  der 
N^  umschriebenen  Polvierseite  von  aj  darstellt 

Dies,  mit  der  bez.  Erweiterung  für  mehrere  Dimensionen,  ist  die 
ganze  Gruudlage  für  die  Entwicklungen  des  Buches,  so  weit  es  Polar- 
eigensohaften  betrifft.  Insbesondere  folgert  der  Verfasser  in  der  bezeich- 
neten Bichtung  den  Hauptsatz:  „dass,  wenn  FvszaJ  apolar  ist  zu  ^, 
und  f  die  binäre  Form,  welche  die  vier  Schnittpunkte  von  F  und  N^ 
vorstellt;  wenn  femer  0=su„^  ein  Classenkegelschnitt,  welcher  ebenfalls 
zur  Ordnungsnormcurve  N^  apolar  ist  und  mit  demselben  das  Tangenten- 
quadrupel ip  gemein  hat;  und  es  ist  /*  zu  9  apolar  —  so  wird  auch  F 
zu  0  apolar,  und  umgekehrtes 

Die  Theorie  der  iV,  umschriebenen  Polardreiecke  von  F^  insbeson- 
dere  der   i7- Kegelschnitte,    welchen    dieselben   einbeschrieben   sind  — 
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S&tse^  wie  sie  auch  von  £m.  Wejr  a.  A.  Tielfach  behandelt  sind  — , 
fÜHl  einen  betr&chtlichen  Theil  des  Buches  und  bietet  an  sich  beachtens* 
werthe  Einzelheiten,  wie  in  der  Tabelle  von  pag.  171.  Dem  Verfasser 
indess  dient  diese  Theorie,  über  frühere  Untersnchangen  (von  Cremen a, 
Ascbieri  etc.)  hinansgehend ,  hauptsächlich  zur  Abbildung  des  allgemei- 
nen linearen  Complezes  auf  die  Ebene,  indem  die  Coefficienten  in  den 
J7- Gleichungen  lineare  Combinationen  der  Coordinaten  von  Baumgeraden 
werden.  Es  mag  dies  als  Beispiel  dafür  dienen,  wie  der  Verfasser  seinen 
im  Anhang  zum  Titel  und  in  den  ersten  Worten  dieser  Recension  an- 
gedeuteten Hauptzweck  mittels  der  Apolaritätstheorie  zu  erreichen  ge- 
denkt. Freilich  für  die  allgemeine  Theorie  der  höheren  Räume  erst  in 
einem  weiteren  in  Aussicht  gestellten  Werke,  für  welches  der  Verfasser 
das  gegenwärtige  nur  als  eine  Einleitung  betrachtet  und  auf  welches 
besonders  im  letzten,  dritten  Capitel  häufig  Vorausblicke  geworfen  wer- 
den. Diese  Hinweise  auf  ein  erst  zu  bearbeitendes  Buch  würde  Refe- 
rent gern  beschränkt  gesehen  haben. 

Eine  weitere  Beschränkung  wäre  in  der  Entwickelung  der  für  die 
Ideen  des  Verfassers  an  sich  sehr  wesentlichen  Partien  des  Buches  er- 
wünscht gewesen,  welche  die  Involutionstheorie  zweier  oder  dreier  biqua- 
dratischer binärer  Formen,  insbesondere  das  oben  genannte,  hier  unter 
dem  nicht  ganz  empfehlenswerthen  Namen  „  Brill  -  Stepbanos'scher  Satz** 
auftretende  Theorem  von  dem  System,  das  zu  gegebener  Functional- 
determinante  gehört,  behandeln.  Hierbei  tritt  nämlich  ein  Zug  des 
Buches,  eine  Reihe  von  Interpretationen  ein  und  desselben  Gedankens 
oder  Satzes  auszusprechen ,  zu  sehr  hervor.  Denn  so  häufig  auch  dieses 
Mittel,  und  gerade  in  diesem  Buche,  den  Gedankengang  unterstützt  — 
sobald  es  über  Bedürfniss,  wie  hier,  gebraucht  wird,  stört  es  die  Ueber- 
ricbtlichkeit  und  Einheitlichkeit  der  Schlüsse;  noch  dazu,  wenn,  wie  in 
dem  Buche  geschieht ,  eine  viel  zu  grosse  Zahl  gleichwerthiger  Sätze  alle 
mit  ausgezeichneter  Schrift  gedruckt  sind.  Und  sieht  man  genauer  zu, 
so  wird,  trotz  der  vielseitigen  Inangriffnahme,  die  genaue  Lösung  des 
eben  genannten  Problems  eigentlich  in  rein  algebraischer  Reduction ,  welche 
von  der  Methode  des  Buches  ganz  unabhängig  ist,  geführt;  eine  zweite 
Lösung  aber,  welche  5  nur  als  untere  Grenze  liefert,  knüpft,  Id  inter- 
essanter Weise,  direct  gerade  an  jene  Curve  vierter  Ordnung  mit  drei 
Doppelpunkten  —  oder  vielmehr,  wie  der  Verfasser  vorzieht,  an  die 
reeiproke  Curve  —  selbst  an,  welche  schon  Herrn  Brill  auf  die  Frage 
geführt  bat.  —  Beiläufig  sei  bemerkt,  dass  Referent  der  Meinung  ist,  es 
möchte  wohl  eine  genauere  Discussion  dieser  Curve  dem  Verfasser  die 
Zahl  5  auch  als  endgiltige  geliefert  haben. 

Bei  dieser  Beschränkung  wären  die  leitenden  Gedanken  sicher  ebenso 
hervorgetreten;  aber  die  Beweisführung  wäre  weiter  hinab  in  die  Details 
geführt  worden  oder  Hesse  sich  doch  leichter  aus  der  Masse  berausfinden. 
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InsbesoDdere  die  in variantentbeo retischen  Betrachtungen  hätte  Referent 
dabei  über  das  vorliegende  Maass  gern  hinausgeführt  gesehen;  in  dieser 
Beziehung  ist  aber  wohl  von  dem  in  Aussicht  gestellten  Werke  ein 
tieferes  Eingehen  zu  erwarten. 

Wir  könnten  noch  manche  besonderen  Resultate,  die  sich  auf  dem 
Wege  des  Verfassers  ergeben,  hervorheben  —  wie  etwa  einzelne  geome- 
trische Sätze  in  unserm  Räume;  oder  den  Beweis  für  die  Existenz  des 
Kegelschnitts,  welcher  die  sechs  Wendepunkte  der  oben  genannten  ra- 
tionalen Carve  vierter  Ordnung  ausschneidet;  oder  die  Behandlung  der 
wichtigen  Frage  nach  allen  linearen  Identitäten  zwischen  n^^^  Potenzen 
binärer  Formen  in  nicht  speciellem  Falle  etc.  — ;  wir  resumiren  aber 
statt  dessen  das  Urtbeil  dahin,  dass  der  Verfasser  mit  dem  Buche  zwar 
kein  neues  Gebiet  erschlossen  hat,  wohl  aber  eine  neue  geometrisch- 
algebraische  Untersuchungsmethode,  welche  zahlreiche  Anwendungen  zu- 
lässt.  Vielleicht  wäre  es  deshalb  für  den  forschenden  Leser  angenehmer 
und  vortheilhafter  gewesen,  wenn  der  Verfasser  auch,  statt  Auszüge  ans 
Anwendungen,  seine  Methode  selbst  in  den  einzelnen  Zeitschriftanf- 
Sätzen  für  sich  klar  dargelegt  hätte. 

Zum  Schlüsse  muss  noch  das  ausführliche  Literaturverzeichniss  hervor- 
gehoben werden,  wenn  auch  nicht  gerade  immer  richtig  und  übersicht- 
lich citirt  ist. 

Erlangen.  M.  Noetber. 
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An  der  Haud  dieser  Vorrede  können  wir  die  sweite  Frage  im  Ganzen 
bejahen.  Kein  Werk  ist  vollkommen,  keines  vollständig.  Was  dem 
Einen  fragwürdig  erscheint,  hat  fttr  den  Andern]  Fragwürdigkeit  nur  in 
Bezug  auf  seinen  Werth.  Wozu  dem  Einen  die  Quellen  reichlich  fliessen, 
dazu  fehlt  dem  Andern  auch  der  geringste  Stoff.  Auch  die  Begabung 
des  Verfassers  leitet  selbst  bei  gleichem  Endziele  den  Einen  auf  diese, 
den  Andern  auf  jene  davon  weit  verschiedene  Bahn.  Warum  sollte 
also  ein  Buch  nicht  geschrieben  werden,  wie  H.  Marie  es  sieb  denkt, 
ein  Buch,  welches  nur  mit  dem  zweifellos  Feststehenden  sich  beschäftigt, 
welches,  wir  möchten  sagen,  die  Gedanken  losschält  von  der  [Persönlich- 
keit  ihrer  Träger  und  sie  seihst  um  ihre  Fortpflanzung  und  Entwickelung 
befragt?  Wir  haben  das  Bewusstsein,  in  unseren  historischen  Schriften 
seit  reichlich  zwanzig  Jahren  dem  Fortwirken  einmal  bestehender  Ge- 
danken auch  an  Orten,  die  von  ihrer  Heimath  weit  entfernt  liegen,  nach- 
gespürt zu  haben,  wenn  wir  zu  einer  Trennung  der  Mathematik  von  den 
Mathematikern  uns  gleich  nicht  aufzuschwingen  vermochten.  Warum 
sollte  ein  anderer  Schriftsteller  nicht  diese  höhere  Stufe  der  Vergeistigung 
seines  Gegenstandes  anstreben  können?  Eines  freilich  erscheint  uns  da- 
bei unumgänglich:  dass  man  nur  von  gesicherten  Thatsachen  Gebranch 
mache,  streitige  entweder  ganz  beseitige,  oder  aber,  wenn  sie  dazu 
einmal  nicht  angethan  sind,  von  dem  Plane  des  Werkes  so  weit  ab- 
weiche, dass  man  sich  auf  eine  gründliche,  allen  Richtungen  gerechte 
Erörterung  des  fraglichen  Punktes  einlasse. 

Hat  H.  Marie  dieses  gethan?  Wir  begeben  uns  damit  in  das  Be- 
reich der  dritten  Frage,  auf  welche  wir  leider  keine  Antwort  von  der 
Art  zu  geben  im  Stande  sind,  wie  sie  der  Verfasser  eines  der  Besprech- 
ung unterzogenen  Werkes  zu  wünschen  pflegt.  Ein  wichtiger  Gedanke 
zieht  als  leitender  Faden  durch  beide  Bände  sich  fort :  Die  Griechen  sind 
es,  denen  die  reine  Geometrie,  die  Inder,  denen  die  rechnende  Geo- 
metrie am  meisten  verdankt.  Die  Griechen  haben  von  sich  aus  nie 
Flächenräume  berechnet,  deren  begrenzende  Strecken  eine  andere  Messung 
als  durch  ganze  Zahlen  erforderte;  wo  sich  in  griechischer  Sprache  Solches 
vorfindet,  ist  indischer  Einfluss  mit  unabweisslicher  Gewissheit  anzu- 
nehmen. Diese  Sätze  sind  gewiss  höchst  bedeutsam;  aber  es  sind  Lehr- 
sätze, keine  Grundsätze.  Sie  wollen  bewiesen  sein.  Die  Gründe,  welche 
seither  für  die  Annahme  einer  ägyptogriechischen  rechnenden  Geometrie, 
die  sich  durch  Vermittelung  der  Römer  bis  ins  Mittelalter  fortsetzte, 
geltend  gemacht  wurden,  müssen  entkräftet  werden.  H.  Marie  unter- 
zieht sich  auch  dieser  Aufgabe.  Heron,  der  Schriftsteller  des  Jahr- 
hunderts vor  Christus,  stört  allein  seine  Kreise,  da  er  ägyptische  wie 
römische  Feldmessung  ruhig  todtschweigt.  Die  alte  Lehre  von  den  bei- 
den Heron,  dem  älteren  und  dem  jüngeren,  wird  darum  aus  der  ge- 
schichtlichen  Plunderkammer  wieder  hervorgeholt.     Die   Dreiecksformel, 
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die  Feldmesskanst,  die  ganze  rechnende  Geometrie  gehören  dem  jüngeren 

Heren  an,  weil  sie  dem  älteren  nicht  angehören  können,  and  der  jüngere 

Heron  (geboren  mathmassHch  zu  Constantinopel  am  Ende  des  VII.  Jahr- 

bclt8.)i  kann  unmittelbar  oder  mittelbar  ans  indischen  Quellen  geschöpft 

haben.    Die  Franzosen  Martin  und  Vincent,  welehe    den  jüngeren 

Heron  für  die  seitherige  Schale  endgiltig  beseitigt  haben,  existiren  für 

H.  Marie  so  wenig,  wie  die  Gründe  der  Verfechter  der  gleichen  Lehre 

iQ  anderen  Ländern  einer  Entgegnung  gewürdigt  werden.     Ein  Gegen- 

grnnd  genügt  gegen  Alle:  Heron  yon  Alezandria  kann  die  ihm  sonst 

zugewiesenen)  Werke  nicht    verfasst  haben,    denn    die  Dioptra    ist  ein 

fär  die  damalige  Zeit   viel  zu  Yollkommenes  Messwerkzeug,  und   wenn 

Heron  die  Dreiecksformel  z/=s^*(5-— a)(s— 6)(5— c)  gekannt  hätte,  wo 

«,  6,  c  die    drei    Seiten,   s   deren    halbe    Summe   bedeuten,    so    müsste 

P 1 0 1  e  m  ä  u  s     die     daraus    leicht    zu    folgernde  Formel    chorda  2  A 

4 1/*(«— a)(*— ft)5— c)      _  ,    ,  ,  ,     .        .         «  1   .4, 

=  — ^ — ^ 1 ^gekannt  haben,  welche  in  seinen  Schnften  nicht 

oc 

vorkommt.  Wir  überlassen  es  unseren  Lesern,  darüber  zu  urtheilen,  ob 
H.  Marie  sich  die  Sache  nicht  zu  bequem  gemacht  hat,  ob  wirklich  in 
der  Geschichte  der  Mathematik  Sätze,  die,  wie  sich  später  zeigte,  einfach 
gefolgert  werden  konnten,  sofort  gefolgert  worden  sind,  ob  man  also  mit 
derartigen  negativen  Gründen  der  Hinwegräumung  positiver  Gründe 
überhoben  ist.'  Letztere  hier  zu  wiederholen,  geht  natürlich  nicht  an; 
wir  mtiBsten  schon  geschriebene  Bücher  in  ihrem  ganzen  Umfange  wieder 
abschreiben. 

Wir  unterlassen  es,  auf  viele  Einzelsünden  hinzuweisen,  die  H. 
Marie  in  den  vorliegenden  beiden  Bändchen  sich  zu  Schulden  kommen 
Hess.  Wir  erklären  sie  uns  daraus,  dass  ihm  die  alten  Schriftsteller 
meistens  nur  aus  Berichten  bekannt  zu  sein  scheinen.  Wir  hoffen  auf 
Besseres  in  den  späteren  Bänden,  in  welchen  H.  Marie  sich  mit  Schrift- 
steilem  zu  beschäftigen  haben  wird,  deren  Werke  er  selbst  gelesen  hat. 

Cantob. 


ITeber  das  Ausziehen  der  Quadratwurzel  bei  Orieohen  und  Indem.  Von 
Oberlehrer  Karl  Hunrath.     Beilage  zum  Oster -Programm  1883. 
Hadersleben  1883. 
Seit  Referent    in   seinen   Agrimensoren    den   Anstoss  zur  erneuten 
Untersuchung  der  Methoden  gegeben  hat,   nach  welchen   die  Griechen 
Quadratwurzeln  auszogen,  sind  viele  Versuche  zur   Lösung  dieser  inter- 
essanten, aber  ausserordentlich  schwierigen  Frage  aufgetaucht,  so  viele, 
dass  ihre  Anzahl  selbst  als  Zeugniss  aufgerufen  werden  kann  für  die 
Vermuthung,  noch  habe  Niemand  die  Wahrheit  getroffen.     Bei  uns  per- 
sönlich hat  sich  im  Laufe  der  Zeit  nur  eine  Ceberzeugung  immer  fester 
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herausgebildet,  dass  nämlich  die  ftltesten  Methoden  nothwendiger weise 
geometrisch  bewiesen  worden  sind,  womit  nicht  gerade  dieselbe  Noth- 
wendigkeit  für  eine  geometrische  Entstehang  der  Methode  in  Anspruch 
genommen  wird.  Wir  sind  demnach  von  vornherein  geneigter,  solchen 
Forschern  Glauben  zu  schenken,  welche  für  ihre  Vermnthungen  ein  geo- 
metrisches Gewand  wählen,  das  griechischen  Schnitt  verräth,  als  solchen, 
welche  arithmetische  Formeln  allein  yorführen,  wo  möglich  in  der  Ge- 
stalt von  Algorithmen,  die  als  solche  dem  Alterthume  unmöglich  bekannt 
sein  konnten.  H.  Hunrath  hat  offenbar  die  gleiche  Ueberzeugung  ge- 
wonnen und  sein  Verfahren  an  einer  Anzahl  von  Figuren  erläutert, 
welche  griechischen  Geometem  wohl  bekannt  waren.  Er  hat  wenigstens 
die  Quadratwurzeln  aus  den  niedrigeren  Zahlen  jede  für  sich  in  beson- 
derem Näherungsverfahren  entwickelt,  und  auch  Dieses  scheint  uns  grie- 
chischer Gewohnheit,  namentlich  der  älteren  Zeit,  zu  entsprechen.  Lei- 
der hört  hier  unser  Einverständniss  mit  dem  Verfasser  auf,  denn  die 
Näherungsmethoden   selbst  erscheinen  uns   doch  etwas   modern  erdacht. 

Es  sei,  sagt  H.  Hunrath,  m  die   Zahl,   aus  welcher  die  Quadrat- 
wurzel auszuziehen  ist,  und  in  ganzen  Zahlen  sei   a^>m>(a  — 1)'  und 

genau  in  =  a*— 6,  wo  folglich  6<  2a — 1,  mithin  ^ 7<  1  tind  umsomefar 

2r—  <  1.  Der  Bruch  rr-  wird  zwischen  zwei  Stammbrüchen  mit  um  1 
2a  2a 

2a 
verschiedenen    Nennern    liegen    müssen,    indem   2— 1<-7-^^  gedacht 

jedenfalls — <s— < ;    macht.      Demnach   ist  auch  a >a  — ;r— > 

{a-iy^(a-  ±y  und  wegen  (a-  0  =  „»_  6  +  -^,=  .«+  ^,>  m 

jedenfalls  (a j  >  m. 

Andrerseits  ist,  wegen  5—  < ^,  auch  bz  —  6<  2<i,  d.  h.  6(2—1) 

<2a-lund^<^4^.    Folglich  («-^y<(«-^-y.    Der 

letztere  Ausdruck  ist  selbst  =  a* s ~ — |-  (- -\  =z=  a« — 6  —^ : 

2a— 1  V2a  — 1/  2<i— 1 

,  /     6      \*  b  /      *      \*  b 

+\ü=i)  ==^-2^=:i  +  V2^=TJ  <  "^'  ^""  27::i<^  ^^^  ^"™'" 

V2^3i)  <2^i:i'  *^«^  2^I:T""V2^^J  >^  "^^^  '^  abgezogen  wird. 
Somit  ist  la ZTT}^^  ^^^  ^  zwischen  zwei  Quadratzahlen  ein- 
geschlossen, welche  weit  näher  bei  einander  liegen,  als  (a—l)'  und  a\ 
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Wir  haben  die  elegante  Erörternng  des  Verfassers  in  ihren  Grund- 
gedanken angegeben.  Ob  unsere  Leser  gleich  uns  deren  Künstlichkeit 
als  antik  zu  rerwerfen  geneigt  sein  werden,  müssen  wir  ihnen  über- 
lassen. 

H.  Hunrath  hat  in  seinem  unter  allen  Umständen,  auch  wenn 
man  ihm  nicht  beipflichtet,  sehr  lesenswerten  Programm  noch  mit  man- 
chen anderen  Näherungsyerfahren ,  so  auch  mit  der  Ereisrechnung  der 
Griechen  und  der  Inder  sich  beschäftigt.  Unter  diesen  rersucht  er  das 
berüchtigte  n  =  j/TÖ  der  Inder  zu  erklären.  Brahma gupta,  meint  er,  habe 
gewnsst  (Colebrooke  pag  310,  §  42),  dass  der  Pfeil  /t„,  welcher  zwischen 
der  Seite  Sn  des  Sehnen -n -Ecks  und  dem  Ereisumfang  sich  befindet, 
durch  die  Formel  Ä,i  =  J  [d— ^rf*  —  Jn*]>  in  welcher  d  den  Ereisdurch- 
messer  bedeutet,   gegeben   sein.     Im  Sechseck,   wo  s^^s^d^   wird  h^s= 

j(2— ^)  =  —  unter  der  Voraussetzung  j/3=sJ^,   Da  femer  offenbar  «j,* 

^  V  +  i  V  =  iW  ^ »  so  ist  12  5j2  =  d  j/To  oder  der  Umfang  des  Sehnen- 
Zwölfecks  ist  als  mit  der  Kreisperipherie  zusammenfallend  zu  betrachten, 
um  ff  =3  ^10  zu  erhalten.  Die  beiden  Fragen,  welche  wir  in  dieser  Be- 
ziehung aufwerfen  würden,  heissen  erstlich:  wie  kommt  man  zu  ^3=-| 
und  zweitens,  welches  Recht  hat  das  Zwölfeck  als  mit  der  Ereisperipherie 
zusammenfallend  betrachtet  zu  werden?  Wir  stellen  die  erste  Frage  un- 
beirrt dadurch,  dass  ein  so  Torzüglicher  Gelehrter  wie  H,  P.  Tannerj 
die  auf  keine  bestimmt  angegebene  Stelle  gegründete  Behauptung  aus- 
gesprochen hat,  ^3b=^  komme  bei  Heron  vor.  Cantob. 


Bie  Maasse  der  Brdtheile  naoh  Pliniut  von  D.  Dbtlbfsbn,  Dir.  Ab* 
handlung  zum  Jahresbericht  des  Glückstädter  Gymnasiums.  Glück- 
stadt 1883. 
Die  Hauptabsicht  dieses  Programmes  geht  dahin,  einige  Fehler  zu 
verbessern,  welche  in  der  Pliniusausgabe  des  Verfassers  enthalten  sind. 
Ihm  war  bei  deren  Fertigstellung  nicht  bekannt,  dass  wesentliche  Frag- 
mente der  griechischen  Quellenschriftsteller,  Artemidor  von  Ephesus 
und  Isidor  von  Oharas,  deren  Plinius  in  seinen  geographischen 
Angaben  sich  bediente,  in  der  Ursprache  erhalten  sind,  zwar  nicht  un- 
mittelbar, aber  mittelbar  durch  Auszüge  bei  späteren  Geographen,  Aga- 
themerusundMarcian,  welche  Müller  (Geogr.gr.  min.l,  CXXIXflgg., 
2,  XLI  flgg.)  im  Drucke  veröffentlicht  und  zur  Berichtigung  verderbter 
Stellendes  Plinius  verwerthet  hat.  H.  Detlefsen  nimmt  die  meisten 
Berichtigungen  jenes  Gelehrten  ohne  Weiteres  an,  bei  anderen  begründet 
sr  seine  abweichende  Meinung.  Er  gelangt  dabei  zu  der  Ueberzeugung, 
Plinius  habe,  wo  er  die  GrössenverhäHnisse  der  drei  Erdtheile  Europa, 
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Afrikai  ABien  schildert,  nicht  deren  volle  Ausdehnung  im  Sinne  gehabt; 
er  habe  vielmehr  nur  anzugeben  beabsichtigt ,  wie  weit  überall  die  rö- 
mische Herrschaft  vorgedrungen  sei  (S.  16).  Plinius  bediente  sich  bei 
Schätzung  jener  Flächen  des  falschen  Grundgedankens,  den  wir  (Vor- 
lesungen über  Geschichte  der  Mathematik  I,  146—147)  geschichtlich  zu 
verfolgen  gesucht  haben;  er  hält  die  Flächen  für  proportional  dem  Um- 
fange (S.  6).  Wohl  möglich,  dass  Quintilian,  der  Zeitgenosse  des 
Plinius,  diese  Stelle  im  Sinne  hatte,  wo  er  jenes  Verfahren  als  irrig 
zu  geissein  für  nöthig  hält.  Für  den  Mathematiker  ist  der  Nachweis 
von  Wichtigkeit,  welcher  (S.  1)  aus  den  Handschriften  des  Plinins  ge- 
führt wird,  dass  bei  diesem  Schriftsteller  eine  Multiplication  mit  100000 
(vorausgesetzt,  dass  der  andere  Factor  grösser  als  10  ist)  durch  £in- 
schliessung  zwischen  zwei  Verticalstrichen  und  einem  Horizontalstrich 
bezeichnet  wird,  mithin  |LII|  XV  D  =  5215500  ist  Wenn  H.  Detlefsen 
dabei  unsere  Angaben  in  den  Mathem.  Beiträgen  S.  162  flgg.  als  völlig 
ungenügend  und  meist  falsch  bezeichnet,  so  hätte  es  vielleicht  der  Billig- 
keit entsprochen,  wenn  er  zugleich  auf  unsere  Vorl.  Gesch.  Math.  I,  444 
verwiesen  hätte,  wo  wir  selbst  erklären,  eine  Uebereinstimmung  in  der 
Auffassung  der  einzelnen  Stellen  sei  bei  den  einzelnen  Schriftstellern, 
unter  welchen  wir  insbesondere  Th.  H.  Martin  und  Friedlein  neben 
unseren  Math.  Beitr.  nannten,  nicht  vorhanden.  Jedenfalls  aber  wäre  es 
erwünscht  gewesen,  durch  H.  Detlefsen  selbst  eine  vollauf  genügende 
und  unbedingt  richtige  Darstellung  des  römischen  Zahlenschreibens  grosser 
Zahlen  zu  erhalten.  Will  er  eine  solche  auf  einigen  Seiten  veröffentlichen, 
so  steht  ihm  unsere  Zeitschrift  zu  diesem  Zwecke  sehr  gern  offen.  — 
Ein  sehr  sinnentstellender  Druckfehler  ist  S.  7  des  Programmes  stehen 
geblieben:  Stammbrüche  haben  .die  1  als  Zähler,  nicht  als  Nenner. 
Auch  formell  als  Gleichungen  geschriebene,  wenn  auch  nicht  als  solcbe 
gedachte  Zahlen  Verbindungen  auf  der  gleichen  Seite,  wie  4^  =  |^i  wo 
gemeint  ist,  ^  •  -H  =  f  ^f ,  stören  das  Auge  des  mathematischen  Lesers 
in  empfindlicher  Weise.  Cahtob. 


Vicolaus  CoppemieuB  von  Leopold  Prowb.    Erster  Band:  Das  Leben. 
L  Theil  1473  —  1512  (XXVIII,  413  S.),  IL  Theil  1512  —  1543 
(576  S.)     Berlin,  Weidmännische  Buchhandlung.     1883. 
Endlich!  Mit  diesem  Worte  wurde  wohl  ziemlich  allgemein  das  Er- 
scheinen des  Werkes  begrüsst,  welches  Jahre,  um  nicht  zu  sagen  Jahr- 
zehnte, lang  erwartet,  eine  schier  sagenartige  geheime  Elxistenz  gefQbrt 
hatte,  an  die  zu  glauben  man  nicht  mehr  recht  wagte.    Endlich  aber  ist 
es  der  Oeffentlichkeit  übergeben,  die  mit  strengem  Maasse  zu  prüfen  pflegt, 
ob  es  sich  wirklich  lohnte,  in  so  gespannter  Erwartung  dem  Werke  ent- 
gegenzuharren.     Wir  sind  nicht  zweifelhaft,  dass  diese  Prüfung  ein  all- 
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seitiges  Ja  als  Ergebniss  liefern  wird.  Herr  Prowe  hat  durch  die  man- 
cherlei Einzelnntersuchungen,  die  er  in  Drnck  gab,  selbst  dazu  beigetragen, 
dass  man  Bedeutendes  von  ihm  verlangte.  Er  hat,  nach  meiner  lieber- 
sengang,  dieses  Verlangen  mehr  als  nur  erfüllt.  Die  Kenntniss  des  Lebens 
des  Reformators  der  Sternkunde  war  im  Laufe  der  Zeiten  eine  immer 
weniger  gesicherte  geworden.  SeitGassendi  mit  gewissenhafter  Prüfung 
des  damals  Vorhandenen  eine  Lebensskizze  des  Coppernicus  gab,  deren 
Treue  man  erstjetzt  zu  würdigen  gelernt  hat,  ist  Yon  Schriftsteller  zu  Schrift- 
steller ein  Rückschritt  eingetreten.  Vergesslichkeit  auf  der  einen  Seite,  ab- 
flichisTolle  Legendenbildung  auf  der  andern  Seite  vereinigten  sich  zu  diesem 
unerwünschten  Ergebnisse.  Da  waren  es  einige  Forscher  aus  der  nächsten 
Umgebung  von  des  Coppernicus  Oeburts-  und  Wohnstätte,  welche  mit 
emsiger  Mühe  theils  wiederherzustellen,  theils  auszutilgen  trachteten,  was 
Sorglosigkeit  und  Absicht  in  beiden  Richtungen  gesündigt  hatten.  Herr 
Prowe  war  der  Besten  Einer  unter  diesen  Forschern.  Kaum  eine  Zeit  aus 
dem  langen  Leben  seines  Helden  hat  er  in  seinen  Einzeluntersuchungen  un- 
berührt gelassen,  und  manche  Fragen,  vou  denen  man  nicht  wusste,  dass  Herr 
Pro  we  sich  ihrer  Lösung  zugewandt  hatte,  zeugen  in  ihrer  heutigen  Behand- 
lung dafür,  dass  der  Verfasser  haushälterisch  mit  seinen  TheilveröfiPentlich- 
ungen  verfahren  ist.  Auch  wer  der  seitherigen  Literatur  des  Gegenstandes 
nichts  weniger  als  fremd  gegenübersteht,  wird  einer  Fülle  von  neuen  Ergeb- 
nissen insbesondere  in  dem  II.Theile  des  soeben  erschienenen  Bandes  begeg- 
nen, Ergebnisse,  welche  Herr  Prowe  sein  eigenstes  Eigen  thum  nennen  darf. 
Wo  und  was  Coppernicus  in  Italien  studirte,  welche  Bekanntschaften 
er  dort  anknüpfen  konnte  und  wahrscheinlich  anknüpfte,  das  sind  Fragen, 
an  deren  Beantwortung  auch  italienische  Gelehrte,  und  zwar  diese  in 
erster  Linie,  mitgearbeitet  haben;  aber  das  Leben  des*  Coppernicus 
als  Domherr  in  der  Heimath ,  seine  wechselvolle  Thätigkeit  in  Heilsberg, 
in  Frauenburg,  in  Allenstein,  seine  Beziehungen  zu  den  Verwandten  mit 
Einschluss  einer  etwas  zweifelhaften  Anna  Schillings,  zu  den  auf- 
einander folgenden  Bischöfen ,  die  Anfeindungen ,  denen  Coppernicus 
in  höherem  Alter  sich  ausgesetzt  sah,  das  Alles  gehört  in  seiner  Auf- 
klärung den  nordischen  Schriftstellern  an,  zu  dem  Allen  hat  Herr  Prowe 
sein  redliches  Theil  und  mehr  als  das  beigetragen.  Allerdings  war  dazu 
eine  tiefgehende  Kenntniss  der  örtlichen,  staatlichen  und  kirchlichen  Ver- 
hältnisse so  nothwendig,  dass  nicht  einmal  der  Leser  deren  entbehren 
kann.  Herr  Prowe  musste  darum  mit  dem  Leben  seines  Helden  eine  ge- 
naue Geschichte  von  dessen  Heimath  verbinden.  Hier  ist  der  einzige 
Pankt,  wo  wir  nicht  rein  lobend  berichten  können.  Herr  Prowe  hat 
Vieles,  für  unsem  Geschmack  viel  zu  Vieles  in  die  Anmerkungen  ver- 
wiesen ,  und  das  erschwert  das  Lesen  des  Buches.  Wir  hätten  gewünscht, 
nur  das  eigentliche  gelehrte  Rüstzeug  in  die  Anmerkungen  gesammelt, 
^^ogen  die  Folgerungen  in  den  Text  eingeflochten  zu  sehen.    Wir  wissen 
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wohl,  wieviel  leichter  es  ist,  einen  solchen  Wunsch  anszasprechen,  als 
zu  erfüllen;  aber  dass  wir  ihn  aussprechen ,  möge  Herrn  Prowe  beweisen, 
dass  wir  seiner  Geschicklichkeit  das  Zutrauen  schenjcen,  auch  sehr  Schwie- 
riges leisten  zu  können.  Es  sollte  uns  ungemein  freuen,  wenn  der  ge- 
ehrte Verfasser  in  den  noch  ausstehenden  Theilen  seines  Werkes  diesen 
unsern  Wunsch  beherzigen  möchte,  sei  es  auf  Kosten  einer  gewissen 
Gleichmässigkeit  des  Ganzen.  Cantor. 


Antonio  Fayaro,  Oalileo  Oalilei  e  lo  studio  di  Padova.  Vol.  I  (XVI, 
469  pag.)  &  II  (XI,  520  pag.).  Firenze  1883.  Successori  Le 
Monnier. 
Hat  der^Ve|fasser  schon  häufig  in  weniger  umfangreichen  Einzel- 
schriften sich  mit  früher  unbeachteten  oder  yerkannten  Theilen  der  Le- 
bensgeschichte Galilei's  beschäftigt,  so  bietet  er  uris  gegenwärtig  aller- 
dings auch  nur  ein  Bruchstück,  sofern  wir  beachten,  dass  Galilei's 
Leben  ausschliesslich  in  der  Zeit  seines  Paduaner  Aufenthaltes  den  Vor- 
wurf der  beiden  starken  Bände  bildet;  aber  innerhalb  dieser  Zeit  haben 
wir  ein  Ganzes  vor  uns,  die  Vereinigung  alles  Dessen,  was  der  auf  die- 
sem Gebiete  so  herrorragende  Gelehrte  selbst,  was  andere  Forscher  in 
den  letzten  Jahrzehnten  ans  Licht  gebracht  haben,  und  in  Verbindung 
damit  viel  mehr  Neues,  als  man  bei  der  regen  Theilnahme  an  den  Ga- 
lilei-Studien erwarten  durfte.  Insbesondere  die  den  II.  Band  zur  grösseren 
Hälfte  füllende  Sammlung  von  Documenten  wimmelt  you  solchen,  die 
zum  ersten  Male  der  OefiPentlichkeit  übergeben  werden,  und  die  neben 
der  Ausbeute,  welche  H.  Favaro  aus  ihnen  zu  ziehen  —  sagen  wir 
lieber  besonders  ^hervorzuheben  —  wusste,  noch  genug  des  interessanten 
Stoffes  bieten,  um  auch  solchen  Schriftstellern  zu  dienen,  welche  einen 
andern  Gegenstand  als  Galilei^s  Leben  und  Wirken,  als  die  Schil- 
derung seiner  Zeitgenossen,  soweit  sie  an  ihm  in  persönliche  Beziehung 
traten,  zu  bearbeiten  wünschen.  Die  ganze  Gelehrtengeschichte  Italiens 
um  die  Wende  des  XVI  zum  XVII.  Jahrhundert  hat  Herr  Favaro  in 
sein  Werk  hineinziehen  müssen,  hineinzuziehen  gewusst,  und  er  hat  bei 
HerbeischafiPung ,  bei  Anordnung,  bei  Darstellung  des  überreichen  Stoffes 
die  verschiedensten  Tugenden  bewährt,  welche  der  Geschichtsschreiber 
sich  aneignen  muss:  Fleiss,  Klarheit,  Geschmack.  Fügen  wir  hinzu, 
dass  ein  drei  Druckbogen  starkes  vorzügliches  Namens-  und  Inhaltsver- 
zeichniss  auch  das  Nachschlagen  in  dem  Werke  so  sehr  erleichtert,  als 
wir  es  überhaupt  für  möglich  halten ,  so  glauben  wir  unseren  Lesern  den 
allgemeinen  Eindruck  wiedergespiegelt  zu  haben,  welches  das  Werk  auf 
uns  gemacht  hat. 

Unsere  Leser  sind  berechtigt,  mehr  von  uns  zu  fordern,  eine  wenn 
auch  noch  so  gedrängte  Inhaltsangabe.   Freilich  dürfte  diesem  Verlangen 
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iB  der  vonn  gehen  den  allgemeinen  Würdigung  bereitB  nahezu  genügt  sein. 
Haben  wir  doch  schon  gesagt,  am  welche  Zeit,  um  welchen  Ort  es  sich 
handelt.  Die  Universität  Padna  wird  uns  eingehend  geschildert.  Wir 
lernen  ihre  Lehrer,  ihre  Schüler  kennen;  Lehrer^  die  sich  nahestehen, 
die  sich  befeinden;  Schüler,  die  studiren,  die  nicht  studiren;  man  ist 
oft  zur  Frage  geneigt,  ob  es  wirklich  um  italienische  Zustande  sich  han* 
delt  und  um  eine  fast  300  Jahre  zurückliegende  Zeit!  Auch  die  28  ersten 
Lebensjahre  Galilei*s  sind  uns  vorher  in  flüchtiger  Weise  vorübergeführt 
worden,  und  nun  erscheint  der  noch  junge  Gelehrte  auf  der  Bühne,  mit 
welcher  wir  so  genau  bekannt  geworden  sind.  Er  ist  im  ersten  gähren- 
den  Eifer  des  Schaffens  und  Lehrens,  bedeutend  genug,  Grosses  zu  leisten, 
noch  nicht  bedeutend  genug,  sich  von  seinen  Leistungen  welche  ver- 
kümmern oder  gar  rauben  zu  sehen.  Kein  Wunder,  wenn  fast  um  jede 
der  Arbeiten,  welche  Galilei  rasch  nach  einander  fördert,  Streitigkeiten 
der  heftigsten,  unerquicklichsten  Art  entstehen,  in  welchen  Schriftstücke 
der  Gegner  selbst  und  ihrer  Freunde  unter  wirklichen  und  angenommenen 
Namen  an  die  Oeffentlichkeit  gelangen,  welche  oftmals  in  ihrem  Tone 
an  die  berüchtigten  Streitschriften  erinnern ,  die  einige  Jahrzehnte  früher 
zwischen  Tartaglia  und  Ferrari  gewechselt  wurden.  Es  war  so  da- 
malige Unart  der  Gelehrten !  üeberdies  darf  nicht  übersehen  werden ,  dass 
Galilei  ein  leidenschaftlicher  Sohn  des  Südens  war,  leichtlebig  im  pri- 
vaten Verkehre,  auch  leicht  zu  aufbrausendem  Zorne  hinneigend.  Der 
Aufenthalt  in  Padua  hat  dem  Proportionalzirkel ,  dem  Fernrohr  und  den 
wichtigsten  Entdeckungen  durch  dasselbe  ,  hat  wärmemessenden  Versuchen 
das  Dasein  gegeben;  dort  bereiteten  sich  die  berühmten  Gespräche  über 
die  Mechanik  vor,  dort  Arbeiten  über  die  Lehre  von  den  Indivisibilien, 
▼eiche  leider  nie  veröffentlicht  worden  sind ;  aber  dort  wirkte  auch  noch 
Galilei  als  Astrolog,  als  Vertreter  astronomischer  Lehren  antikoperni- 
kanischer  Richtung;  dort  entzweite  sich  der  frühere  Freund  hervorragen- 
der Jesuiten  mit  anderen  Mitgliedern  des  mächtigen  Ordens,  Feindselig- 
keiten heraufbeschwörend,  die  verhängnissvoll  in  sein  späteres  Leben 
eingriffen.  So  grosse  forschende  und  schriftstellerische  Thätigkeit  Hess 
rieh  mit  den  Pflichten  eines  gewissenhaften  Lehrers  nicht  vereinigt  durch- 
führen. Galilei  suchte  eine  Stellung,  welche  ihn  von  den  letzteren 
befreite.  Er  fand  sie  bei  dem  Fürsten  seiner  engeren  Heimath ;  er  ver- 
liess  Padua.  Das  ist  in  aller  Kürze  der  Ideengang  der  uns  vorliegenden 
Bände.  Auf  Einzelheiten  einzugehen,  verzichten  wir  umsomehr,  als  wir 
hoffen,  durch  unsere  Anzeige  Leser  für  das  Original  werk  selbst  gewonnen 
zu  haben.  Cantor. 

htomo  aila  Tita  et  ai  layori  di  Antonio  Carlo  Marcellino  Ponllet-Oe- 
liflle.  Notizie  raceolte  da  6.  Boncompaoni.  Roma  1883.  11 
pag.     4\ 
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Dass  Ponllet-Delisle  schon  1807,  also  zu  einer  Zeit,  zn  welcher 
die  zahlentheoretischen  Arbeiten  von  Ganss  in  Deutschland  selbst  kaum 
gewürdi^,  geschweige  denn  yerstanden  wurden,  dessen  DisqnisitioneB 
arithmethicae  in  das  Französische  übersetzte,  ist  wohl  ziemlich  allgemein 
bekannt.  Die  persönlichen  Verhilltnisse  des  Uebersetzers  dagegen  waren 
bisher  so  im  Dunkeln,  dass  selbst  sein  Name  in  keinem  der  biogra- 
phischen Hilfswerke  unserer  Zeit  vorkommt.  Fürst  Boncompagni 
hat  die  für  sein  Leben  wichtigen  Daten  zu  ermitteln  gewusst  und  die 
betrefPende  Abhandlung  ausser  in  seinem  Bullettino  auch  in  einem  uns 
vorliegenden  Sonderabzug  veröffentlicht.  Es  geht  daraus  hervor,  dass 
Poullet-Delisle  am  17.  Januar  1778  geboren  ist  und  am  23.  August 
1849  starb.     Er  war  zuletzt  mit  der  Aufsicht  über  das  Schulwesen  be- 

*''*'**•  Cantor. 

Atti  di  nascita  e  di  morte  di  Pietro  Simone  Marcliese  di  Laplaoe  pubbli- 
cati  da  B.  Bonoompaqni.  Roma,  Tipografia  delle  scienze  matema« 
tiche  e  fisiche.  1883.  22  S. 
Fürst  Boncompagni  hat  es  schon  mehrmals  unternommen,  über 
die  Personalien  hervorragender  Mathematiker,  wenn  erstere  noch  nicht 
hinlänglich  aufgeklärt  waren,  durch  seine  Forschungen  Licht  zu  verbreiten; 
wir  erinnern  nur  an  seine  aus  mühevollster  Arbeit  erwachsenen  Abhand- 
lungen über  die  Familie  Fagnano  und  über  das  Testament  des  Tar- 
taglia.  Der  Schöpfer  der  „M^canique  c^leste^^  gehört  einer  noch 
nicht  so  gar  lange  hinter  uns  liegenden  Zeit  an,  und  man  dürfte  er- 
warten ,  dass  die  Daten  seiner  Geburt  und  seines  Todes  mit  vollster  Ge- 
nauigkeit ermittelt  wären.  Auffälligerweise  ist  dem  jedoch  nicht  so.  Mit 
jener  Bücherken ntniss,  die  nur  ihm  allein  eigen  ist,  hat  nun  der  Verf. 
in  der  vorliegenden  Abhandlung,  einem  Separatabdruck  aus  dem  von 
ihm  herausgegebenen  „  Bullettino  '*,  nicht  weniger  als  fünfundsechzig  Ar- 
tikel und  Schriften  zusammengestellt,  in  denen  biographische  Angaben 
über  Laplace  enthalten  sind,  und  diese  Angaben  unter  einander  ver* 
glichen.  Diese  Statistik  lieferte  folgende  Resultate.  15  Mal  wird  der 
Geburtstag,  8  Mal  der  Todestag  verschwiegen;  24  Mal  der  erstere,  19 
Mal  der  letztere  unrichtig  angegeben,  26  Mal  der  erstere  und  38  Mal 
der  letztere  richtig.  Man  sieht,  dass  die  Literaten  den  anderen  Schrift- 
stellern, welche  für  gelegentliche  Zwecke  biographisches  Material  wün- 
schen, dieses  durchaus  nicht  mit  der  Akribie  an  die  Hand  geben,  welche 
man  zu  fordern  berechtigt  wäre,  und  man  muss  Herrn  Boncompagni 
zu  Dank  verpflichtet  sein  für  die  von  ihm  bewirkte  Mittheilung  der  jede 
Ungewissheit  beseitigenden  authentischen  Schriftstücke.  Das  Tauf  zeug- 
niss  befindet  sich  zur  Zeit  im  Archiv  der  Bürgermeisterei  von  Beaumont 
und  besagt,  dass  am  25.  März  1749  der  —  zwei  Tage  vorher  gebome  — 
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Sobn  des  Pierre  Laplace  und  der  Marie  Anne  geb.  SocboD  ge- 
Unft  worden  sei.  Ausführlicher  ist  aas  naheliegenden  Orttnden  das  von  der 
Prftfectar  des  Seine  -  Departements  aufbewahrte  Sterbeprotokoll :  Am 
5.  MSrz  1827  verschied  in  seinem  Pariser  Hause  (Hue  du  Bac,  Nr.  100) 
der  Marquis,  Akademiker  und  Pair  des  Königreiches  Pierre  Simon 
De  La  Place.  Mögen  künftige  Geschichtsschreiber  Herrn  Boncom- 
pagni*s  Arbeit  dadurch  lohnen,  dass  sie  von  deren  Resultaten  gebüh- 
rend Notiz  nehmen! 

Ansbach.  Dr.  S.  Göntber. 


üeber  die  Prinoipien  der  neueren  Hydrodynamik  von  Dr.  Rico.  Rsiff, 
Repetent  am  math.  Sem.  der  Univ.  Tübingen.  Freibnrg  und 
Tübingen,  akad.  Yerlagsbuchhdlg.  von  Mohr,  1882. 

Auch  wer  im  Besitze  der  Kirch  ho  fTschen  Vorlesungen  über  Me- 
nik  ist,  aber  die  in  vielen  Zeitschriften  zerstreute  ältere  und  neueste 
Literatur  nicht  zusammensuchen  kann  oder  will,  wird  in  obigem  Schrift- 
chen eine  Anregung  finden.  Dazu  ist  aber  wünschenswerth,  dass  eine 
allenfallsige  zweite  Auflage  von  einigen  Schlacken  befreit  werde;  die  ich 
namhaft  machen  will. 

Im  §  1  (die  allg.  Gleichungen  der  relativen  Bewegung)  handelt  der 
erste  Theil  von  der  linearen  Dilatation,  der  zweite  von  der  Rotation.  Es 
wird  ein  Linienelement  /  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  c  rotiren  gelassen 
and  der  doppelte  Flächeninhalt  der  mit  dem  Radius  1  in  der  Zeit  di  beschrie- 
bene Sector  tdl  auf  die  3  Tafeln  projicirt.  Der  Verfasser  nennt  &  dl, 
id/,  %dl  diese  Projectionen  des  Sectors.  Dann  sind  aber  ^,  ly  x  nicht  auch 
die  Projectionen  von  €,  wie  Verfasser  aus  Versehen  annimmt.  Da  sich 
die  Folgen  hiervon  auf  den  Schluss  von  §  1  und  auf  §  3  erstrecken ,  so 
mass  ich  dies  näher  auseinandersetzen. 

Die  erste  Projeetion  von  £^/ bezeichne  ich,  abweichend  vom  Ver- 
fasser, mit  d^'dly  um  die  erste  Projeetion  von  e,  mit  ihm  übereinstimmend, 
^  nennen  zu  können.     Dann  ist 


%^dl  =  ^dtyi-a^  .j/l-  a^* 
ttnd  analog  

Kdi=:Kdi  j/rzy .  j/rn^^ 

wenn«,  /?,  y  und  a^,  |3^,  Yu  ^^®  Richtungscosinusse  von  /  vor  und  nach 
der  Rotation  darstellen.   Sind  aj,  /?|,  /j  wenig  von  er,  ßy  y  verschieden,  so 

ommt  ,y=^^(i_„2j     ,'  =  j(i-(P)     x'  =  x(l~y«).») 

*  Dies  fand  Dr.  W.  Braun  dahier,  von  dem  ich  hernach  das  Schrift<)hen 
entlehnte. 
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Also  wo  Reif f  fiirderhin  <&,  (,x  schreibt,  möge  der  Leser  die  Indices 
(')  setzen.  Dadurch  wird  das  erste  der  beiden  Schlnssresnltate  des  §  1 
illusorisch  und  bleibt  nur  das  zweite,  die  Umkehrung  des  ersten,  bestehen, 
lautend:  Die  Gleichungen  V  können  zur  Berechnung  von  ^',  /,  x'  dfenen, 
wenn  a,  ß,  y  gegeben  sind.  Alsdann  kann  man  nach  den  Torhin  angegebc- 
Vk^n  Gleichungen  auch  ^,   i,  x  berechnen. 

§  2  handelt  von  der  Dilatation,  §  3  wieder  von  der  Rotation.  Der 
letztere  beginnt  gleich  mit  folgendem  Fehler: 

„Angenommen,  das  Fltissigkeitstheilchen  rotire  mit  einer  Geschwin- 
digkeit, deren  Oomponenten  x^  H>y  (a  seinen  etc."  Verfasser  findet  die 
Gleichungen  (15),  in  welchen  ebenfalls  die  obigen  Factoren  (1 — a'), 
(1  — j3*),  (1  —  y^)  beizusetzen  und  überdies  noch  je  ein  Minus  -  Zeichen 
fehlt.  Alsdann  heisst  es:  „Sollte  dem  Fltissigkeitstheilchen  eine  be- 
stimmte Rotation  zugeschrieben  werden  können,  so  mnssten  die  Gleich- 
ungen IV  die  Stelle  der  Gleichungen  (15)  haben  etc."  Nun,  diese  haben 
sie  auch  wirklich;  man  findet  nämlich  aus  der  Identificirung  der  beiden 
genannten  Gleichnngssysteme 

du  d^ ^  ^"'^  A 

dx  dy       dz 
und 

,  /dw      dv\  ,  /du      dw\  .  /dt      du\ 

^^^Kd^-^rz)^   ^=n^""ä^>  ""^^[di^Tyr 

wie  vorhergesehen  werden  konnte. 

Im  späteren  Verlaufe  des  §  3  sind  dann  wieder  statt  ^cx  die  oben 
gezeigten  0',  i.\  %  einzusetzen  und  es  wird  deshalb  die  vom  Verfasser  vor- 
genommene Identificirung  der  Gleichungen  (12)  und  (13)  mit  V  und  VI 
unmöglich.  Man  erkennt  dies  auch  an  dem  Resultate,  den  Gleichungen 
(18),  welche  für  0,  t,  x  die  Differenzen,  wie  ich  sie  gerade  für  2,  ^,  (o 
gegeben  habe,  aber  mit  verkehrten  Zeichen,  liefern  würden. 

In  den  Gleichungen  (19),  (20),  (21)  muss  man  wieder  beziehungs- 
weise  die  Factoren  (1  — ot*),  (1— jS*),  1  — y^)  beisetzen.  Desgleichen  in 
(22),  wo  auch  in  Consequenz  von  (15)  das  Minus- Zeichen  fehlt.  Da 
denkt  sich  Verfasser  „dem  Flüssigkeitstheilchen  eine  gleichmässige  Ro- 
tation ertheilt,  deren  Oomponenten  0,  l^K  seien  *S  und  findet  dann,  wie 
natürlich ,  für  letztere  wieder  obige  Differenzen ,  aber  mit  dem  entgegen- 
gesetzten Zeichen. 

Solche  müssen  auch  im  letzten  Paragraphen,  §  4,  der  die  Combina- 
tion  der  rein  rotatorischen  Bewegung  mit  der  Potentialbewegung  zur 
Ueberschrift  hat,  öftere  Male  eingesetzt  werden. 

Wir  glaubten  zu  diesen  Bemerkungen  uns  berechtigt,  auch  nachdem 
H.  Reiffs  Dissertation  im  vorigen  Bande  S.  228   bereits  angezeigt  ist. 
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und  fügeo  nur  ooch  bei«  dass  aelbatverstftndlich  im  festen  Körper  alle 
Theilchen  sich  nm  dieselbe  Momentanaxe  drehen,  was  beim  flüssigen  Kör- 
per im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist.  Kukz. 


Ein  neues  Gesetz  von  Oroshans,  deutsch  von  Roth.  Leipzig,  1882.  80  S. 
Der  Verfasser  (Jurist)  stellt  Resultate  langjähriger  Studien  über  all- 
gemeine physikalische  Gesetze,  die  von  der  chemischen  Zusammensetzung 
abhängen,  dar.  In  bestimmten  Gruppen  flüssiger  organischer  Verbin- 
dungen verhalten  sich  die  Dichten  (gemessen  beim  Siedepunkt)  wie  die 
Atomsumme  der  Verbindungen.  Die  Gruppen  sind  solche,  bei  denen 
die  Formeln  nur  wenig  verschieden  sind.  Im  ersten  Capitel  werden  ein- 
zelne Beispiele  gegeben;  in  den  folgenden  wird  die  Anwendung  nach 
verschiedenen  Richtungen  hin  untersucht,  so  auf  wässerige  Lösungen, 
auf  andere  als  organische  Verbindungen  u.  s.  w.  Zum  Schluss  werden 
einzelne  anscheinende  Widersprüche   gegen   das  neue  Gesetz  betrachtet. 

P.  Zbcb. 

IKe  Beweg^ungen  im  Sonnenraume,  von  Föhre.  Dresden  1882.  128  S. 
Eine  der  Schriften,  welche  mit  den  heutigen  Anschauungen  über  die 
Bewegung  der  Himmelskörper  nicht  einverstanden  sind.  Wie  gewöhn- 
lich geht  der  Verfasser  von  einer  „allgemein  verbreiteten  Theorie**  aus, 
die  nicht  richtig  sein  könne  und  die  in  der  That  auch  von  keinem  Astro- 
nomen angenommen  ist :  es  soll  nämlich  die  Bewegung  der  Planeten  her- 
vorgebracht sein  durch  zwei  Kräfte,  die  Anziehung  und  die  Fliehkraft 
oder  Tangentialkraft,  welche  letztere  die  Planeten  in  der  Richtung  der 
Tangente  fortstosse!  An  die  Stelle  dieser  falschen  Theorie  wird  die  spi- 
ralige Bewegung  des  Aetherstroms  gesetzt,  der  die  Planeten  mitnimmt, 
jedem  Planeten  eine  Raumspirale  zugewiesen,  die  aus  der  Sonnenspirale 
entsteht,  und  mit  diesen  Spiralen  gerechnet.  Was  für  Formeln  dabei 
entstehen,  möge  in  dem  Werke  selbst  nachgesehen  werden,  eine  mathe- 
matische Kritik  derselben  ist  unmöglich.  p  ^ecii 


Sta,  Sei,  ne  moveare,  von  Tischnbr.  Leipzig.  5  kleine  Hefte,  zusam- 
men 240  S. 
Der  Verfasser  behauptet,  dass  die  bei  ruhend  angenommener  Sonne 
geltenden  Gesetze  der  Planetenbewegungen  ihre  Geltung  verlieren,  wenn 
sich  die  Sonne  bewege.  Es  ist  ihm  also  nur  der  Rath  zu  geben ,  zuerst 
die  Sätze  über  relative  und  absolute  Bewegung  sich  klar  zu  machen ,  ehe 
er  die  Gesetze  von  Köpern ik,  Kepler  und  Newton  umstossen  will. 

P.  Zbob. 
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Handbuch  der  nantischen  Instrumente.   Vom  hydrographischen  Amte  der 
Admiralität.     Berlin,  1882.     Mittler  &  Sohn.     432  Seiten. 

Eine  Beschreibung  der  Instrumente  und  Apparate,  welche  zur  Zeit 
bei  der  deutschen  Marine  in  Oebranch  sind,  dem  praktischen  Bedürfnias 
angepasst.  Der  erste  Abschnitt  behandelt  das  Fernrohr  und  seine  Hilfs- 
instrumente,  beginnt  mit  den  Grundgesetzen  der  Dioptrik,  wie  sie  ge- 
wöhnlich in  unseren  Lehrbüchern  dargestellt  werden,  betrachtet  dann 
das  astronomische  Fernrohr  nach  seinen  einzelnen  Theilen,  sowie  seine 
Prüfung,  ferner  kurz  das  6alilei*sche  Femrohr,  die  AbleseTorrichtangen, 
das  Niveau,  den  künstlichen  Horizont  und  das  Heliotrop.  Der  folgende 
Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  meteorologischen  Instrumenten,  zu- 
nächst mit  den  verschiedenen  Constructionen  und  Correctionen  des  Ba- 
rometers. Unter  den  Aneroiden  werden  die  vonNaudet,  Bourdon  und 
Ooldschmid  aufgeführt,  die  Feststellung  der  Constanten  und  die  Höhen- 
messung an  Beispielen  erläutert.  Dann  folgt  Thermometer,  Hydrometer 
und  Anemometer,  Regen-  und  Verdunstungsmesser  nebst  einer  Anzahl 
meteorologischer  Tabellen.  Der  dritte  Abschnitt  ist  oceanischen  Beob- 
achtungen gewidmet,  besonders  dem  Lothen,  der  vierte  den  Compassen 
und  magnetischen  Instrumenten,  mit  besonderer  Berücksichtigung  der 
Einwirkung  des  Schiffskörpers  auf  die  Magnetnadel.  Der  fünfte  Abschnitt 
giebt  die  Beschreibung  der  Winkelinstrnmente  ohne  Statif ,  Sextanten  und 
Mikrometerfernrohre.  Am  ausführlichsten  wird  der  Natur  der  Sache  nach 
der  Sextant  behandelt,  insbesondere  die  Fehler  desselben,  welche  von 
der  Stellung  des  Fernrohrs  und  der  Spiegel  herrühren.  Ihr  Einfluss  auf 
den  gemessenen  Winkel  wird  in  Zahlen  gegeben  und  die  Art  der  Cor- 
rectur  bestimmt.  Auch  die  prismatische  Oestalt  der  Spiegelgläser  findet 
Berücksichtigung;  der  Fehler  der  Excentricität  wird  an  einem  Beispiel 
ausdrücklich  erläutert.  Weniger  eingehend  ist  der  Reflexiunskreis  be- 
handelt; er  scheint  in  der  Praxis  selten  gebraucht  zu  werden.  Bei  Theo- 
dolit und  Universal instrument  dienen  kleinere  Instrumente  als  Beispiele, 
es  wird  hauptsächlich  die  Meridianbestimmung  und  die  Anstellung  von 
Durchgangsbeobachtungen  behandelt. 

Eine  Reihe  von  Tafeln,  verschiedene  Apparate  und  Instrumente 
darstellend,  und  eine  grössere  Zahl  von  Holzschnitten,  mit  grosser  Sorg- 
falt ausgeführt,  zieren  das  Werk.  P    Z  c 


Tafeln  zur  Berechnung   der   Mondsphasen   von   Paul   Lbhmann,    vom 
preussischen    statistischen    Bureau    herausgegeben.     Berlin    1882. 
78  Seiten. 
Es  liegen  den  Tafeln  die  Arbeiten   von   Hansen  tiber  den  Mond 

zu  Grunde;  siesollen  selbst  solchen,  welchen  grössere  Uebung  im  Rechnen 
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abgeht,  möglich  machen,  die  Conjanctioneo  und  Oppositionen  des  Mon- 
des und  die  damit  aasammenhängenden  Finsternisse  zu  berechnen.  (Der 
Verfasser  ist  Mitglied  des  Rechenbareaas  der  Berliner  Sternwarte.)  Die 
Genaaigkeit,  die  mit  den  Tafeln  erreicht  wird,  beträgt  im  Darchschnitt 
eine  Minate  Zeit,  die  Tafeln  sind  für  vier  Decimalstellen  eingerichtet, 
die  Berechnung  geschieht  durchweg  mit  vierstelligen  Logarithmen.  (Vor 
Kurzem  ist  eine  ähnliche  Arbeit  vonTh.  v.  Oppolzer  durch  die  astro- 
nomische Gesellschaft  publicirt  worden,  welche  in  der  Berechnung  eine 
Stelle  weiter  geht  und  geübte  Rechner  voraussetzt.)  Die  vollständige 
Berechnung  einer  Sonnenfinsterniss  nach  ihrem  Verlauf  auf  der  Erde 
lässt  sich  mit  den  Tafeln  von  Lehmann  in  wenigen  Stunden  durch- 
führen. P.  Zbch. 


Strahlende  Elektrodenmaterie  von  Dr.  Poluj.  Wien  1883.  86  Seiten. 
Eine  Zusammenstellung  verschiedener  Aufsätze,  welche  der  Verfasser 
über  den  Durchgang  der  Elektricität  durch  einen  sehr  verdünnten  Raum 
geschrieben  hat  (Crookes'  Versuche).  Einen  vierten  Aggregatzustand 
nachCrookes  anzunehmen,  hält  der  Verfasser  für  nicht  nöthig,  ersucht 
tis  wahrscheinlich  nachzuweisen,  dass  die  Materie,  welche  bei  jenen 
Versuchen  den  dankein  Raum  füllt,  aus  mechanisch  losgerissenen  Elek- 
trodentheilchen  bestehe,  welche  mit  statischer  negativer  Elektricität  ge- 
füllt sind  und  mit  grosser  Geschwindigkeit  in  gerader  Richtung  progres- 
siv sich  bewegen.  Es  werden  verschiedene  Versuche  über  Bewegungen, 
welche  diese  Elektrodenmaterie  hervorbringt,  beschrieben  (besonders  in 
Radidmetern),  und  an  der  Hand  jener  Theorie  zu  erklären  versucht. 

P.  Zboh. 


Elektricität  und  Kagnetismus  von  Jambs  Clbbk  Maxwell,  übersetzt  von 
Dr.  Weinstein.  2  Bände.  528  und  624  Seiten.  Berlin  1883. 
Das  englische  Original  ist  vor  zehn  Jahren  erschienen,  eine  zweite  Auf- 
lage im  vorigen  Jahre.  Doch  konnte  Maxwell,  nur  noch  einen  kleinen Theil 
derselben  durchsehen ,  durch  einen  allzufrühen  Tod  wurde  er  der  Wissen- 
schaft entrissen.  Im  Gegensatz  zu  dem  Werke  von  Wiedemann,  das 
jetzt  in  dritter  Auflage  erscheint  und  wesentlich  die  Resultate  des  Ex- 
periments auf  dem  Gebiete  der  Elektricität  kritisch  sichtet,  die  mathe- 
mitieche  Theorie  nur,  soweit  es  für  diesen  Zweck  nöthig  ist,  behandelt, 
ist  für  das  Werk  von  Maxwell  die  mathematische  Behandlung  Selbst- 
zweck. Maxwell  gilt  als  Autorität  auf  diesem  Gebiete,  seine  elektro- 
magnetische Theorie  des  Lichts,  seine  Darstellung  der  elektrischen  Maass- 
einheiten  und  Anderes  wird  überall  citirt.  Aber  die  Art  der  Darstellung 
bringt  vielfach  Schwierigkeiten   für  das   Verständniss.     Es  mag  dies  zu- 

Hifft.-1lt,  Abtblg.  d.  ZeiUohr.  f.  Math.  a.  Ptays.  XXIX,  2.  5 
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sammen hängen  mit  dem  Bestreben  MaxwelTs,  die  Anschaaungen  Fa- 
raday's  in  mathematischen  Ausdruck  zu  bringen.  „Faraday'S  sagt 
Maxwell,  „betrachtet  einen  Körper  niemals  für  sich  allein,  er  sieht 
nicht  zwischen  den  Körpern  weiter  nichts  als  Distanzen  und  geht  nicht 
von  der  Conception  aus,  als  ob  sie  aufeinander  nach  irgend  einer  Fun- 
tion  ihrer  Entfernungen  von  einander  wirken.  Der  gesammte  Raum  ist 
ihm  ein  Kraftbereich ,  er  spricht  von  den  Kraftlinien  wie  von  in  gewissem 
Sinne  Fertinenzstücken  des  Körpers.  Ich  glaube,  er  hat  sagen  wollen, 
dass  der  ganze  Raum  von  vornherein  voll  von  Kraftlinien  ist  und  dass 
die  magnetischen'  und  elektrischen  Wirkungen  eines  Körpers  von  den 
Kraftlinien  abhängen ,  die  an  ihn  anstossen/'  Diese  Anschauung  im  Gegen- 
satz zu  der  uns  geläufigen  Fernwirkung  erschwert  das  Verständniss. 
Durch  die  Art  der  Uebersetzung,  durch  Erläuterungen  und  durch  Quellen- 
angaben erleichtert  der  üebersetzer  für  den  deutschen  Studirenden  die 
Ueberwindung  jener  Schwierigkeiten,  und  das  ist  zum  mindesten  ein 
grosses  Verdienst  zu  nennen.  Es  wird  den  deutschen  Studirenden  näher 
gebracht,  was  in  England  in  Mathematik  und  Elektricität  durch  Forscher, 
wie  Green  und  Hamilton,  Faraday  und  Thomson  geschaffen  und 
von  Maxwell  zusammengestellt  und  vielfach  erweitert  worden  ist. 

P.  Zech. 


Glaube  und  Aberglaube  in  der  neuem  Naturwissenschaft  von  Dr.  Bolzb. 
Danzig  1882.  43  S. 
Was  der  Verfasser  mit  seinem  Büchlein  will,  wird  dem  Leser  nicht 
klar.  Zuweilen  scheint  es,  man  habe  es  mit  einer  orthodoxen  Opposition 
gegen  die  jetzige  Naturwissenschaft  zu  thun.  Dann  wird  aber  wieder 
freie  Forschung  verlangt]  und  Darwinismus  als  selbstverständlich  beban- 
delt], freilich  auch  wieder  geklagt,  dass  man  den  Aether  wie  eine  Gott- 
heit feierei  Sonderbar  erscheint  uns,  dass  die  jetzige  Ruhein  der  natnr- 
wissenscbaftlichen  Forschung  beklagt  und  vom  Verfasser  gehofft  wird, 
er  werde  diese  Ruhe  stören.  Vielleicht  liegt  dem  Ganzen  ein  tieferer 
Sinn  unter,  den  wir  nicht  finden  konnten?  p.  Zrch. 


Physikalisohe  Aufgaben  von  H.   Emsmann.     4.  Auflage.     Leipzig  1882. 
287  S. 

Schon  die  früheren  Auflagen  sind  von  verschiedener  Seite  als  treff- 
liche Hilfsmittel  für  das  Verständniss  der  Physik  anerkannt  worden.  Id 
der  vorliegenden  neuen  Auflage  ist  das  Metersystem  noch  weiter  als  bis- 
her durchgeführt  worden  (in  den  ersten  Auflagen  war  das  preussische 
Maasssystem  angenommen).     Die  ersten   156  Seiten    enthalten   die  Auf* 
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gaben,  die  AnflösuDgen  nehmen  131  Seiten  ein.  Die  Ausstattung  ISsst 
Manches  zu  wünschen  ührig.  Wenn  ein  Werk  die  vierte  Auflage  er- 
reicht, wäre  es  wünschenswerth,  Buchstaben  und  Zahlen  übersichtlicher 
geordnet  zu  sehen  und  klarere  Holzschnitte  zu  finden.  (2.  B.  S.  104,  105 
und  109;  dann  Fig.  32  und  34  u.  s.  w.)  *     p    ^bch. 


Beiträge  zur  mechanischen  Wftrmetheorie  von  Haeusslbr.  Leipzig  1882. 
76  S. 
Der  Verfasser  ist  mit  dem  heutigen  Stand  der  kinetischen  Oastheorie 
nicht  zufrieden,  er  construirt  sich  eine  besondere  Anschauung,  wo- 
nach die  rotirende  Bewegung  der  Massentheilchen  bei  starren  Kör- 
pern das  Gefühl  der  Wärme  giebt,  das  Hinzutreten  der  oscillirenden 
Bewegung  die  Flüssigkeiten  und  das  der  fortschreitenden  Bewegung  die 
Gase  charakterisirt.  Darnach  wird  eine  Gleichung  aufgestellt,  welche 
die  Gesammtwärme  eines  Körpers  darstellt.  Vermittelst  dieser  Gleichung 
nnd  einiger  Gleichungen  von  Clausius  für  Vorgänge  bei  der  Ver- 
dampfung findet  sich  dann,  dass  der  absolute  Nullpunkt  der  Temperatur 
nicht  bei  273,  sondern  bei  162  Grad  unter  Null  liege.  Es  sei  dies  ein- 
lencbtend,  da  für  /  =  — 273  das  Gay-Lussac-Mariotte^sche  Gesetz 
ein  Volumen  Null  verlange,  was  keinen  Sinn  habe.  Es  scheint  über- 
haupt der  Verfasser  Gleichungen  aus  den  verschiedensten  Gebieten  zu 
combiniren,  um  neue  Resultate  zu  erhalten.  So  wird  Clausius  vor- 
geworfen, dass  seine  Curve  zur  Darstellung  der  äussern  Arbeit  der  Gase 
(die  adiabatische  Curve)  mit  den  Zahlenangaben  von  Regnault  über 
die  Druckverhältnisse  der  atmosphärischen  Luft  nicht  stimme.  Es  sollen 
freilich  dadurch,  erklärt  der  Verfasser  freundlichst,  die  Claus  in  s'schen 
Arbeiten  nicht  verurtheilt  werden,  sie  behalten  trotzdem  ihren  Werth  als 
Bahnbrecher  auf  dem  Gebiet  der  mechanischen  Behandlung  der  Wärme. 

P.  Zech. 


On  the  motion  of  a  projectile  in  a  resisting  medium,  by  Greenhill. 
Woolwich  1882.  32  S. 
Bei  Lösung  der  Aufgabe  wird  angenommen,  dass  der  Widerstand 
wf  den  Mittelpunkt  des  Projectils  längs  der  Bahn  wirke  und  der  n'«" 
Potenz  der  Geschwindigkeit  proportional  sei.  Es  wird  der  Fall  (/i  =  3) 
»nf  elliptische  Functionen  zurückgeführt,  die  zur  Berechnung  nöthigen 
Tafeln  werden  angefügt,  unter  beständiger  Hinweisung  auf  „Bashforth, 
niotion  of  projectiles".  p^  Zech. 


60  Historisch -literarische  AbtheilnDg. 

Der  Botationsindnctor  von  Dr.  H.  Weber.     Leipzig  1882.     76  S. 

Zur  Bestimmung  des  Widerstandes  in  absolutem  Maasse  wird  in 
neuerer  Zeit  vorzugsweise  die  Einwirkung  einer  rotirenden  Drahtspnle 
auf  eine  Magnetnadel  benützt.  Eine  allgemeine  Theorie  der  hierbei  auf- 
tretenden Erscheinungen  wird  hier  in  möglichst  elementarer  Weise  ge- 
geben. Zuerst  wird  die  Induction  eines  magnetischen  Punkts  auf  einen 
Ring,  der  sich  um  eine  seiner  Ebene  parallele  Axe  dreht,  bestimmt  und 
daraus  die  Induction  durch  den  Erdmagnetismus  abgelcttet.  Dann  wird 
nachgewiesen,  dass  ein  Magnet  keine  Induction  ausübt,  wenn  seine  mag- 
netische Axe  mit  der  Drehaxe  des  Inductors  zusammenfällt.  Ueberhanpt 
ist  die  Induction  Null,  wenn  die  Ringebenen  der  Spule  zu  der  durch 
die  magnetische  Axe  und  durch  die  Drehungsaxe  des  Inductors  gelegten 
Ebene  senkrecht  stehen.  In  den  darauf  senkrechten  Stellungen  erreicht 
die  Induction  ein  Maximum.  Weber  lässt  daher  seine  Spule  um  eine 
horizontale  Axe  sich  drehen ,  während  das  Comit^  der  British  Association 
die  Drehung  um  eine  verticale  Axe  anwendet,  also  ein  Maximum  der 
Induction  der  Magnetnadel  auf  die  Spule  erhält,  welchem  Uebelstand 
durch  Kleinheit  der  Magnetnadel  abgeholfen  werden  soll. 

In  Folge  der  Selbstinduction  wird  die  Lage  des  Inductors,  bei  wel- 
cher die  Induction  durch  den  Erdmagnetismus  ein  Minimum  oder  Maxi- 
mum wird,  in  der  Richtung  der  Rotation  verschoben,  bei  dem  zur  Mes- 
sung benützten  Inductor  bis  über  sieben  Grade.  Es  werden  die  Dreh- 
momente bestimmt,  welche  bei  gleichförmiger  Rotation  auftreten,  die 
Gleichgewichtslage  der  Nadel  bei  rotirendem  Inductor  und,  da  die  Ruhe 
nie  streng  eintritt,  die  Schwingungsgleichung.  Die  Windungen  des  In- 
ductors werden  durch  ein  -  äquivalentes  System  von  Ringen  in  parallelen 
Ebenen  ersetzt  und  das  Potential  der  Spule  berechnet  Zum  Schlüsse 
folgt  die  Beschreibung  des  Inductors  und  die  gemachten  Versuche.  Als 
Mittelwerth  ergiebt  sich* 

Ohm  =  0.9877.  lO^-^iHi^ 
Secunde 

während  die  neuesten  Versuche  des  englischen  Comitds  (Lord  Raleigh 

und  Dr.  Schuster)  0,9893  für  den  obigen  Coefficienten  geben. 

P.  Zbch. 


TJniplanar  Kinematics  of  solids  and  fluide,  by  Minchin.  Oxford  1882.  264  S. 
Ein  Lehrbuch  der  Mechanik  der  Ebene,  welches  neben  der  Theorie 
eine  Reihe  von  Aufgaben  behandelt.  Hauptzweck  des  Buches  ist,  die 
Studirenden  auf  die  neuen  Theorien  von  Thomson,  Maxwell  u.  s.  w. 
vorzubereiten.  Während  Anfangs  bei  den  starren  Körpern  der  Inhalt 
von  dem  unserer  deutschen  Bücher  nicht  viel  abweicht,  wird  bei  der 
Elasticität  und  Flüssigkeit  wesentlich  anders  verfahren.     Im  Capitel  Oe- 
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schwindigkeit  wird  gleich  anfangs  die  harmonische  Bewegung  (einfachste 
schwingende  Bewegung),  Fourier's  Satz  und  die  Zusammensetzung  der 
Schwingungen  hehandelt.  Dann  folgt  die  relative  Bewegung  und  die 
allgemeine  Bewegung  eines  Körpers,  wenn  die  Bewegungen  aller  seiner 
Punkte  parallel  mit  einer  Ebene  vor  sich  gehen.  Bei  der  Beschleunigung 
wird  der  Hodograph  ,  die  Centralbewegung,  der  Mittelpunkt  der  Beschleu* 
nigung  und  die  Beschleunigungen  verschiedener  Ordnung  dargestellt  und 
der  allgemeine  Satz  durchgeführt,  dass  jede  einer  Ebene  parallele  Be- 
wegung durch  das  Rollen  einer  Curve  auf  einer  andern  ohne  Gleiten 
hervorgebracht  werden  kann.  Die  erste  Curve  ist  der  Ort  der  Punkte 
im  Körper,  welche  von  Moment  zu  Moment  keine  Geschwindigkeit  haben, 
die  zweite  ihr  Ort  im  Raum.  Es  wird  davon  z.  B.  auf  Amsler's  Plani- 
meter  eine  Anwendung  gemacht..  Dann  kommt  die  Trftgheitskraft  {vis 
inertiae  nach  Newton,  Masse  mal  Beschleunigung),  das  Princip  von 
d'Alembert  und  die  Energie.  Im  folgenden  Capitel  werden  die  kleinen 
Verschiebungen  der  Massen theilchen  und  die  dadurch  bedingte  Form- 
änderung der  Körper  behandelt,  im  sechsten  Capitel  die  Flüssigkeiten. 
Sie  werden  definirt  als  Körper,  bei  deren  Umformung  der  Druck  auf  ein 
ebenes  Element  stets  normal  zu  diesem  ist.  Davon  ausgehend  werden 
die  Stromlinien  und  die  Niveaulinien  besprochen.  Es  folgen  die  Sätze 
7on  den  mehrfach  verbundenen  Räumen,  von  der  Unveränderlichkeit  der 
Wirbel  und  ihrem  elektrischen  Aequivalent,  dann  die  linearen  galvani- 
schen Ströme,  Ohm's  und  Kirchhofrs  Gesetze.  Endlich  wird  in 
einem  Abschnitt  über  conjugirte  Functionen  speciell  auf  MaxwelTs 
Buch  vorzubereiten  gesucht.  Für  Anfänger  ist  das  Werk  nicht  berech 
net,  es  bezeichnet  die  Zwischenstufe  vor  dem  Studium  der  neuesten 
Methoden.  p.  Zech. 

Die  Speotralanalyte  von  Dr.  Sohbllen.  Dritte  Auflage.  Zwei  Bände 
und  Atlas.  518  und  456  S.  Braunschweig,  Westermann. 
•Der  Verfasser  ist  durch  sein  Bestreben,  die  Errungenschaften  der 
Wissenschaft  auf  dem  Gebiete  der  Physik  den  Gebildeten  zugänglich  zu 
machen,  bekannt.  Die  vorliegende  dritte  Auflage  der  Spectralanaljse 
enthält  in  dem  Atlas  die  Originalzeichnungen  von  Kirchhoff  (mit  Hof- 
mann),  Vogel  und  Angstrom  über  das  Sonnenspectrum,  in  sehr  cor- 
recter  Weise  copirt,  dann  die  Photographien  des  Sonnenspectrams  von 
Drap  er  und  Rutherford  und  den  ultravioletten  Theil  nach  Mascart 
und  Corn|u.  Es  ist  damit  ein  Material  durch  diesen  Atlas  geboten,  das, 
in  den  Originalwerken  gesammelt,  zum  Mindesten  das  Zehnfache  des 
ganzen  Werkes  kostet.  Mit  grosser  Correctheit  sind  ferner  im  Anhang 
des  ersten  Bandes  die  Zahlen  der  Wellenlängen  der  Linien  von  Kirch- 
boff  und  Hof  mann,  ferner  die  von  Angstrom  und  der  Metalllinien 
von  Thalen  zusammengestellt.     Die   Zeichnungen   der  Spectralapparate 
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sind  nach  den  besten  vorhandenen  Darstellungen  gegeben,  die  Ausstat- 
tung des  Ganzen  nach  Papier  nnd  Druck  ist  ausgezeichnet. 

Was  den  Inhalt  der  zwei  Bände  betrifft,  so  beschäftigt  sich  der  erste 
mit  der  Anwendung  der  Spectralanalyse  auf  irdische  Stoffe,  der  zweite 
mit*  der  Astrophysik.  Nach  einer  Einleitung  Über  die  Quellen  von  Licht 
und  Wärme  wird  die  Brechung  des  Lichts  und  die  Dispersion  behandelt. 
Die  Darstellung  leidet  hier  an  principiellen  Fehlern,  die  man  in  einem 
derartigen  Werke  nicht  gerne  sieht.  Wenn  S.  59  gesagt  ist,  dass  der 
Aether,  wie  die  Luft,  in  regelmässige  Erschütterungen  versetzt  werde 
derart,  dass  sich  die  Phasen  der  Verdichtung  und  der  nachfolgenden 
Verdünnung  in  gleichen  Zeitabschnitten  regelmässig  wiederholen,  so 
ist  damit  die  fundamentale  Eigenschaft  des  Aethers,  welche  in  der  ün- 
zusamroendrückbarkeit  besteht,  ignorirt.  Leider  zieht  sich  diese  falsche 
Anschauung  der  Aetherschwingungen  durch  das  ganze  Buch:  Schalland 
Licht  sollen  nur  quantitativ  verschieden  sein.  Damit  hängt  zusammen, 
dass  ein  scharfer  Unterschied  zwischen  Geschwindigkeit  der  Aethertheil- 
chen  in  ihren  Schwingungen  und  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der 
Schwingungen  nicht  gemacht  wird.  In  Folge  dessen  wird  es  dem  Ver- 
fasser schwer,  eine  scharfe  Definition  der  Farben  und  des  Grundes  ihrer 
verschiedenen  Brechbarkeit  zu  geben.  So  wird  der  Satz  (S.  87),  dass 
die  Ursache  der  verschiedenen  Farben  eine  nothwendige  Folge  der  un- 
gleichen Geschwindigkeit  der  Aetherschwingungen  sei,  vom  Leser,  der 
Belehrung  suchen  will ,  falsch  verstanden ,  und  gleich  nachher  wird  eine 
Wellenlänge  wieder  als  Abstand  zweier  auf  einander  folgender  Aether- 
Verdichtungen  dargestellt.  Bei  dem  Versuch,  die  leuchtenden,  wärmen- 
den und  chemischen  Wirkungen  der  Aetherschwingungen  zu  trennen 
(S.  406),  wird  sogar  direct  gesagt,  dass  die  Verschiedenheit  von  der  Ge- 
schwindigkeit der  oscillirenden  Theile  abhänge!  Jener  Versuch  misslingt 
in  Folge  dieser  Unklarheit  vollständig.  Erst  S.  173  wird  bestimmt  von 
der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Schwingungen  gesprochen;  aber 
auch  hier  muss  statt  eines  logischen  Schlusses  das  Wort  „offenbai:*'  zu 
dem  Zusammenhang  zwischen  Schwingungszahl,  Wellenlänge  und  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit helfen.  Auch  bei  der  Beugung  treten  eigea- 
thttmliche  Behauptungen  auf.  Der  §  36  bezieht  sich,  wie  am  Schluss 
ausdrücklich  gesagt  ist,  nur  auf  einfarbiges  Licht;  da  die  F^raun  ho  fer- 
schen Linien  kein  Licht  geben ,  so  können  sie  nicht  zur  Beleuchtung  des 
Spalts  dienen,  also  könne  auch  bei  einem  Spalt  ihre  Wellenlänge  nicht  be- 
stimmt werden,  dazu  brauche  man  Gitter  (S.  208).  Soll  hier  wirklich  ein  prin- 
cipieller  Unterschied  zwischen  Spalt  und  Gitter  gemeint  sein?  Und  wenn 
dann  (S.209)  die  Sinus  der  Beugungswinkel  der  verschiedenen  Bilder  eines 
homogenen  Lichtbüschels  den  Vielfachen  der  Wellenlängen  dieses  Lichts 
porportional  gefunden  werden ,  darf  man  nachher  fortfahren :  für  jede  Farbe 
wächst  also  die  Wellenlänge  proportional  mit  dem  Sinus  des  Beugungs  winkeis? 


RecensioneD.  63 


Wir  könnten  noch  verschiedene  Beispiele  anführen,  welche  nach- 
weisen, dass  neben  dem  wirklich  guten  beschreibenden  Theil  des  Werkes 
das  rein  Theoretische  verfehlt  ist. 

Im  zweiten  Band  wird  zunächst  die  Anwendung  der  Spectralanalyse 
auf  die  Sonne  behandelt.  Der  Verfasser  ist  mit  diesem  Gebiete  durch 
seine  Bearbeitung  des  Werkes  von  Secchi  wohl  vertraut.  Es  werden 
vornehmlich  die  Beobachtungen  bei  Sonnenfinsternissen,  die  Spectra  der 
Protaberanzen,  der  Corona  und  der  Chromosphäre  dargestellt  und  die 
Verschiebung  der  Spectrallinien  in  Folge  der  Bewegung  der 'Lichtquelle 
betrachtet.  Auch  hier  würde  Alles  klarer,  wenn  von  früher  her  feststände, 
dass  die  Farbe  von  der  Schwingungsdaner  abhängt:  die  Bewegung  der 
Lichtquelle  gegen  den  Beobachter  oder  von  demselben  weg  kann  diese 
Dauer  nicht  ändern ,  weil  eine  Bewegung  eine  senkrecht  dazu  vorgehende 
nicht  ändert;  wohl  aber  ändert  sie  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit. 
Also  bleibt  die  Farbe,  aber  die  Brechbarkeit  ändert  sich. 

Es  folgt  dann  eine  Beschreibung  der  Sternspectroskope ,  eine  Zu- 
sammenstellung der  Beobachtungen  der  Spectra  des  Monds  und  der  Pla- 
neten und  in  einer  besonderen  Abtheilung  der  Fixsterne  mit  den  Typen 
SecchPs.  Die  Bewegungen  der  Fixsterne,  wie  sie  aus  dem  Spectrum 
folgen,  insbesondere  eine  Tabelle  der  Resultate  der  Greenwicher  Stern- 
warte schliessen  diesen  Abschnitt.  Es  folgen  dann  noch  die  Spectra  der 
Nebel,  meist  nach  Huggins,  der  Kometen  und  Sternschnuppen ,  wobei 
der  grosse  Komet  von  Wells  1882  noch  berücksichtigt  ist,  endlich  des 
Zodiakallichts ,  des  Nordlichts  und  der  Blitze. 

Man  sieht  aus  dieser  kurzen  Angabe,  wie  reichhaltig  die  Sammlung 
der  astrospectralanalytischen  Beobachtungen  ist.  Ein  Sachregister  von 
mehr  als  9  Seiten  schliesst  das  Werk,  erleichtert  sehr  die  Orientirnng 
und  erhöht  seinen  Werth  als  Nachschlagebuch.  p    ^ecu 


Das  Mikroskop  und  seine  Anwendung  von  Dr.  Leopold  Dippel.  Braun- 
schweig, Vieweg.  1882.    Erster  Theil.   Handbuch  der  allgemeinen 
Mikroskopie.     736  S.     Zweite  Auflage. 
Im  letzten  literarischen  Bericht  wurde  die  erste  Abtheilung  des  ersten 
Theik  kurz  angezeigt.    Seitdem  ist  auch  die  zweite  Abtheilung  erschienen 
und  damit   die  allgemeine  Mikroskopie  abgeschlossen,  insbesondere  die 
optische  Theorie  des  Mikroskops.     Neu  ist  an  dieser  Auflage,  dass  die 
verschiedenen  Abhandlungen  von  Abbe  über  das  Mikroskop   eingebend 
benutzt  sind.     Abbe  hat  zur  Darstellung    der    optischen    Vorgänge  im 
Mikroskop  die  Gauss'schen  Sätze  über  Brennpunkte  und  Hauptebenen 
Hir  seine  Zwecke  modificirt.     An   die  Stelle  der  Hauptebenen   tritt  das 
Verbältniss  der  Tangenten  der  Winkel,  unter  welchen  von  den  Brenn- 
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paukten  ans  Gegenstand  nnd  Bild  gesehen  werden.  Damit  wird  ver- 
mieden, von  blos  „ideellen  Punkten  und  Ebenen"  sprechen  zn  müssen, 
es  schliessen  sich  die  Entwickelungen  unmittelbar  an  die  beobacht- 
baren Elemente  des  optischen  Systems  an,  und  da  die  Oeffnung  der 
Strahlenkegel  eine  grosse  Bolle  beim  Mikroskop  spielen,  so  ist  die  Ein- 
führung von  Winkeln  von  Vortheil.  Der  Brechungsquotient  wird  in  an- 
derer Bedeutung  als  gewöhnlich  eingeführt,  für  jede  Substanz  ini  Ver- 
hältniss  zum  leeren  Raum,  es  fehlt  eine  genaue  Angabe  hierüber.  Nach 
Aufstellung  der  einfachsten  Grundgesetze  werden  die  Formeln  für  Lin- 
sen und  Linsensjsteme  entwickelt  und  die  Theorie  der  Achromasie  ge- 
geben. 

Die  Achromasie  beim  Mikroskop  ist  nur  eine  theilweise;  beim  Ob- 
jectiv  ist  nur  verlangt,  dass  die  vorderen  Brennpunkte  der  verschiedenen 
Farben  zusammenfallen.  Sind  dabei  die  Brennweiten  verschieden,  so 
greifen  allerdings  die  blauen  Bilder  über  die  rothen  über;  aber  in  der 
Mitte  stört  dies  nicht.  Beim  Ocular  dagegen  sucht  man  gleiche  Brenn- 
weiten für  die  verschiedenen  Farben  zu  erreichen,  dann  erscheinen  die 
Bilder  unter  gleichem  Gesichtswinkel,  fallen  aber  nicht  in  dieselbe  Ebene. 
Auch  der  Aplanatismus  kann  nur  theilweise  erreicht  werden.  Bei  zu- 
geordneten Punkten  auf  der  Axe  müssen  die  Sinus  der  Neigungswinkel 
der  einfallenden  und  der  zugeordneten  austretenden  Strahlen  constantes 
Verhältniss  haben.  Die  Begrenzung  der  Strahlen kegel ,  welche  durch 
das  Mikroskop  gehen,  geschieht  nach  Abbe  durch  zwei  zur  Axe  senk- 
rechte Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Axe  liegen  und  denen  er  den 
Namen  Eintrittspupille  und  Austrittspupille  gegeben  hat.  Der  eine  ist 
dem  andern  conjugirt.  Daraus  ergiebt  sich  für  die  Oeffnung  des  In- 
struments, welche  für  Theorie  und  Praxis  des  Mikroskops  von  hoher  Be- 
deutung ist ,  ein  Zahlenausdruck ,  welcher  von  Abbe  „  numerische  Aper- 
tur" genannt  wird. 

Bei  weitem  der  interessanteste  Theil  des  ganzen  Werkes  für  den 
Theoretiker  ist  der  zweite  Abschnitt  der  Theorie  der  Bilderzeugung ,  der 
sich  mit  den  Beugungserscheinungen  beschäftigt,  welche  durch  feine 
Structuren  entsteben.  Es  wird  gezeigt,  dass  hier  die  Aufgabe  zu  lösen 
ist,  die  Lichtwirkung  zu  bestimmen,  welche  ein  beliebig  gelegener,  durch 
ein  beugendes  Object  vor  einem  optischen  System  hin  durchstrahlender 
leuchtender  Punkt  in  der  dem  Objecto  zugeordneten  Ebene  hervorbringt 
und  zwar  unter  Berücksichtigung  der  Begrenzung,  welche  dabei  das  Ben- 
gungsspectrum  innerhalb  der  Oefinung  des  Systems  erfährt.  Je  feiner 
die  Structur  ist,  desto  weniger  einzelne  Beugungsspectra  können  von 
dem  System  aufgenommen  werden.  Wird  nur  das  Hauptmaximum  auf- 
genommen, so  giebt  das  Mikroskop  kein  Bild  der  Structur  mehr.  Schiefe 
Beleuchtung  kann  bewirken ,  dass  noch  ein  Beugungsspectrum  in  das  In- 
strument eintritt,  und  dann  sieht  man  die  Structur.    Es  kann  aber  ancb 
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Objecte  geben  mit  so  feiner  Structnr,  dass  für  Instrnmente  auch  der 
.  gTÖ80ten  Apertur  nur  das  Hauptmaximum  aufgenommen  wird ,  und  dann 
ist  es  unmöglich,  die  Art  der  Structur  anzugeben.  An  dem  Beispiel 
▼on  Pteurosigma  angulatum  werden  diese  Verhältnisse  im  Einzelnen 
dargelegt  und  gezeigt ,  woher  die  verschiedeneu  Ansichten  über  die  Struc- 
tar  dieser  Diatomee  rühren. 

Im  zweiten  Buch  wird  das  Mikroskop  mit  Benützung  der  bisher  dar- 
gelegten Theorie  der  Bilderzeugung  im  Einzelnen  behandelt  in  einer 
Vollständigkeit,  die  nichts  zu  wünschen  übrig  lässt.  Das  dritte  Buch 
bespricht  die  Hilfsmittel  zur  mikroskopischen  Beobachtung,  wie  sie  der 
Praktiker  bedarf.  p^  2^^^^ 


Die  Grundgesetze  der  Elektrodjrnamik  von  Münkbr.  Nürnberg  1883. 
27  S. 
Wenn  die  gegenseitige  Einwirkung  zweier  Stromelemente  nur  von 
ihrer  Länge,  der  Stromstärke,  dem  Winkel  der  Elemente*  unter  sich  und 
mit  der  Verbindungslinie  ihrer  Mitten,  endlich  von  der  Entfernung  die- 
ser Mitten  abhängt,  so  bleibt  die  Einwirkung  natürlich  dieselbe,  so  oft 
alle  diese  Grössen  dieselben  sind.  Durch  Anwendung  dieses  einleuch- 
tenden Satzes  kommt  Verfasser  zu  dem  Schluss,  dass  ein  Strom,  welcher 
durch  eine  Ebene  E  in  zwei  entgegengesetzt  symmetrische  Hälften  ge- 
theilt  wird,  auf  ein  Stromelement,  welches  durch  die  Symmetrieebene  E 
senkrecht  halbirt  wird,  nur  in  einer  zum  Elemente  senkrechten  Bichtung 
wirken  könne.  Dieser  Satz  wird  wohl  keine  Anfechtung  erleiden.  Ob 
aber  dann  der  Schluss,  dass  bei  Nichterfüllung  dieser  Bedingungen  die 
Gesammtwirkung  schief  zum  Element  sein  müsse,  richtig  ist,  Hesse  sich 
doch  noch  bezweifeln.  Auch  in  anderen  Theorien  wird  diese  Rechtwink- 
ligkeit bestritten,  die  Gesammtwirkung  geschlossener  Ströme  auf  ge- 
schlossene ergiebt  sich  bei  allen  gleich;  sobald  aber  ungeschlossene  Strom- 
theile  auftreten,  werden  die  Componenten  sehr  verschieden.  In  dem 
Kampfe  zwischen  den  ersten  Autoritäten  auf  diesem  Gebiete,  C.  Neu- 
mann, Helmholtz,  dem  verstorbenen  Zöllner,  W.  Weber  und  An- 
deren,  ist  eine  Entscheidung  noch  nicht  erfolgt.  Als  Beitrag  dazu  mag 
auch  vorstehender  Versuch  dienen.  p    ^bch 


Untersuchungen  über  Contactelektrioit&t  von  Dr.  v.  Zahn.   Leipzig  1882. 
59  S. 
In  der  schwierigen  Frage ,  ob  Elektricität  blos  durch  Berührung  ent- 
stehen könne,  stellt  sich  der  Verfasser  auf  die  Seite  der  Bejahenden  und 
sucht  namentlich  die  Ansichten  Exner's,  der  ganz  auf  Seite  der  chemi- 
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sehen  Theorie  steht,  zu  'widerlegen.  Kohlransch  und  Hankel  haben 
messende  Versuche  auf  diesem  Gebiete  ausgeführt  nach  verschiedenen 
Methoden.  Der  Verfasser  verwendet  eine  aus  beiden  combinirte  Methode 
und  glaubt,  dass  seine  Versuche  jedenfalls  der  Contacttheorie  gfinstiger 
sind.  Er  kommt  sum  Schlüsse,  dass  die  Theorie  immer  noch  auf  dem 
Standpunkt  stehe,  dass  neben  der  durch  Wärme  hervorgebrachten  elec- 
trischen  Differenz,  noch  eine  Contactwirkung  durch  die  verschiedenen 
Molecu laranziehungen  möglich  sei.  p    2ec[i 


Die  elektrische  Beleuchtung  in  systematischer  Behandlung  von  A.  Mer- 
lin o    (Elektrotechnische     Bibliothek    von     Fr.     Vieweg    &    Sohn. 
1.  Band,  1882). 
Aus  der  gegenwärtig  herrschenden  Fluth  in  der  Production  elektro- 
technischer Werke  tritt  die  obige   Arbeit   vortheilhaft   hervor  durch  ihre 
vorzügliche  Ausstattung,  durch  den    Reichthum   an   sehr  guten    Illustra- 
tionen.    Man    bekommt    einen    lieber  blick    über    alle   erwähnenswerthen 
Constructionen    von   Maschinen   und   Lampen,    und    es   ist   deshalb   das 
Buch  zur  Orientirung  über  das  Bestehende  auch  für  Fachmänner  zu  em- 
pfehlen.    Leider  können    wir  uns    mit    manchem    Andern    nicht   ebenso 
einverstanden  erklären,  insbesondere  fehlt  es  häufig  an  Einfachheit  und 
Klarheit   der  Darstellung.     Auch   Ungenauigkeiten    und    Unrichtigkeiten 
machen  sich  mehrfach  in  störender  Weise  bemerkbar;  wir  wollen  nur  aaf 
die   Formel  am   Ende   der   Seite   70   (räumliche   Vertheilnng   des  Lichts 
einer  Bogenlampe)  hinweisen  oder  an  den  Ausdruck:  „man  hat  ermittelt, 
dass  das  Licht...  pro  Minute  eine   Hitze   gleich   3   Pferdekräf- 
ten ausstrahlt '* -in  der  Anmerkung   auf  Seite  71    erinnern.     Man  sollte 
ferner  Nachlässigkeiten  des  Ausdrucks,  wie  „9,81m  ist  die  Geschwindig- 
keit eines  im   leeren   Raum    fallenden   Körpers'*   (S.  58   Anmerkung)  in 
einem  wissenschaftlich  sein  wollenden  Werke  vermeiden.     Wenn  endlich 
der  Vorschlag,  bei  den  elektrischen  Kerzen  zur   Ermöglichung  der  Ver- 
wendung von  Gleichströmen  einen   spiralförmig  gewundenen  Kohlenstab 
als  positive  Elektrode  um  einen  geraden  herumzuführen,   als  beacbtens- 
werth  bezeichnet  wird  (S.  74  Anmerkung)  und  wenn   der  Brushmaschioe 
•gegenüberliegende   Pole   entgegengesetzten    Vorzeichens   gegeben  werden 
(S.  166  und  167),  obwohl  sie  als  Flachringmaschine  zu  betrachten  ist,  bo 
scheint  daraus  hervorzugehen,  dass  der  Verfasser  der  elektrotechnischen 
Praxis  nicht  sehr  nahe  steht.  p    7g^g 


HiNTz,  L.,  Sie  Baustatik      20  Bogen  8^  mit  einer  Tafel  und  242  Ab- 
bildnngan  im  Text.     Weimar,  Bf.  Voigt.     1882. 
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Das  Bach  ist  zanächst  för  Hochbauteohniker  bestimmt,  welche  keine 
veitergehenden  Studien  in  Mathematik  gemacht  haben.  Dementsprechend 
hat  es  der  Verfasser  versucht,  die  ganze  Banstatik  mit  elementarer  Ma- 
thematik durchzuführen;  wo  diese  nicht  mehr  ausreicht,  beschränkt  er 
sieb  darauf,  die  durch  ,,  höheres  CalcuP*  gefundenen  Formeln  und  Re- 
saltate  ohne  weitere  Begründung  anzugeben. 

Ausgehend  von  den  allgemeinen  statischen  Bedingungen,  bestimmt 
er  die  bei  Hochbauconstructionen,  Brücken  und  Stützmauern  wirkenden 
Kräfte,  um  sodann  in  einem  folgenden  Capitel  die  Dimensionen  der  sie 
anfnehmenden  und  übertragenden  Constructionstheile  zu  ermitteln;  in 
einem  Anhang  sind  endlich  eine  Anzahl  von  Beispielen  aus  der  Bau- 
praxis bis  ins  Detail  durchgerechnet.  —  Liefert  das  vorliegende  Werk 
zwar  nichts  Neues,  so  enthält  es  doch,  bei  Vermeidung  alles  Nebensäch- 
lichen und  rein  Theoretischen,  die  für  die  Baupraxis  nothwendigen  For- 
meln und  Thatsachen  in  recht  übersichtlicher  und  klarer  Form,  so  dass 
es  sowohl  zum  Unterricht  in  mittleren  technischen  Lehranstalten,  als  zum 
Nachschlagen  für  den  Praktiker  und  die  Mehrzahl  der  Architekten,  die 
sich  doch  lieber  mit  dem  künstlerischen  als  mit  dem  mathematischen 
Theil  ihrer  Aufgabe  einget^end  beschäftigen,  ganz  wohl  zu  empfehlen  ist. 

SCMLEBACH. 

Beitrag  zur  Theorie  der  beatimmten  Integrale  und  zur  Attraetionatheorie 
von  Dr.  Vincbnz  Nachrbinbr,  kgl.  Studienlehrer.  Programm  der 
kgl.  Studienanstalt  zu  Neustadt  a.  d.  H.  für  das  Schuljahr  1882/83. 
IV,  36  S. 

Diese  Abhandlung  besteht  in  Uebereinstimmung  mit  ihrer  Ueber- 
schrift  aus  zwei  Abtheilungen.     In   der  ersten  Abtheilung  werden   vor- 
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dingung  0  <  o  <  1  discutirt  und  Zusammenhänge  zwischen  den  beiden 
letzteren  und  den  beiden  ersten  entwickelt,  von  welchen  einige  neu 
sein  dürften.  In  der  zweiten  Abtheilung,  räumlich  genau  die  Hälfte  des 
Programms  bildend,  sucht  der  Verf.  das  Potential  einer  elliptisch  begrenz- 
ten ebenen  Oberfläche  unter  der  Voraussetzung,  dass  deren  Belegung  sich 
nach  coneentrischen  elliptischen  Ringen  stetig  ändert,  sowie  das  Poten- 
tial eines  geraden  elliptischen  Cylinders,  für  dessen  Dichtigkeit  das 
gleiche  Gesetz,  wie  für  die  Belegung  jener  Ellipse  obwaltet,  d.  h.  dass 
sie  nach  coaxialen  Schichten  sich  stetig  ändert,  wobei  als  Probe  ge- 
wissermassen  zuletzt  der  Sonderfall  gleicher  Dichtigkeit  für  den  ganzen 
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Cjlinderins  Ange  gefasst  wird,  welcher  schon  von  Anderen,  insbesondere 
von  Roth  ig,  untersucht  worden  war,  Cantor 


Analytische  Geometrie  von  Dr.  Richard  Baltzer,  Professor  an  der  Uni- 
versität Giessen,  Mitglied  etc.     Leipzig,  Verlag  von  8.  Hirzel. 

Die  analytische  Geometrie  ist  derjenige  Theil  der  Mathematik,  wel* 
eher  zn  verschiedenen  anderen  Zweigen  dieser  Wissenschaft  in  nächster 
Beziehung  und  Wechselwirkung  sich  befindet.  Aus  diesem  Grunde  wird 
der  Vortrag  eines  Lehrsystems  der  analytischen  Geometrie  entweder  die 
geometrischen  Betrachtungen  besonders  hervorheben  oder  mehr  den 
rechnerischen  Erörterungen  Aufmerksamkeit  schenken;  aber  auch  im 
letzteren  Falle  können  noch  die  geometrischen  Wahrheiten  oder  die 
formale  Seite  des  Calculs  mehr  den  leitenden  Gesichtspunkt  abgeben. 

Wie  die  Vorrede  unseres  Buches  bemerkt,  soll  dasselbe  die  alge* 
braischen  Grundlagen  der  analytischen  Geometrie  enthalten;  nur 
gelegentlich  sollen  Infinitesimalbetrachtungen  berührt  werden.  In 
der  That  scheint  dem  Referenten  das  Buch  eine  Darstellung  der  ana- 
lytischen Geometrie  mit  besonderer  Berücksichtigung  der  formalen 
Seite  der  vorkommenden  algebraischen  Rechnungen  zu  ent- 
halten. Hiermit  soll  weder  ein  Lob,  noch  ein  Tadel  ausgedrückt  werden; 
auch  können  wir  das  Urtheil  dem  Leser  mit  um  so  grösserer  Ruhe  selbst 
anheimstellen,  als  wir  eine  ziemlich  eingehende  Inhaltsangabe  des  mit 
grossem  Fleisse  und  mit  entschiedener  Sachkenntniss  bearbeiteten  Werkes 
zu  geben  gedenken. 

Das  ganze  Werk  ist  535  Seiten  stark  und  zerfällt  in  drei  Theile:  die 
Geometrie  des  Raumes  von  einer,  zwei,  drei  Dimensionen.  Dem  ersten 
Theil  ist  ein,  dem  zweiten  sind  sechs,  dem  dritten  vier  Capitel  gewidmet 

Im  ersten  Capitel  wird  der  Punkt  einer  Geraden  auf  zwei  Punkte 
bezogen;  wir  finden  homogene,  insbesondere  die  barycentrischen  Co- 
ordinaten  eines  Punktes.  Es  wird  das  Doppelverhältniss  von  vier  Punkten 
besprochen,  wobei  mit  Recht  die  Leistungen  des  verdienten  Moebins 
hervorgehoben  werden.  Dann  folgen  die  collinearen  Figuren  einer 
Geraden.  „Wenn  den  Punkten  ^,  B^  C,  />,  ...  der  Geraden  die 
Punkte  ^\  ^,  C\  />',  ...  so  entsprechen«  dass  mit  A^  B^C  und  -/,  B^^C 
die  Punkte  D  und  //»  Exx,  ^  je  gleiche  Doppelverhältnisse  haben,  so  sind 
die  Figuren  J^B,C,D  ...  und  a\  B\  C,  D'  ...  collinear.*'  Es  folgt  die 
Lehre  von  der  Involution,  von  den  harmonischen  Centren  und  Polaren. 
Man  sieht,  dass  in  diesem  Capitel  eine  Fülle  von  Stoff  auf  den  relativ 
engen  Raum  von  30  Seiten  zusammengedrängt  ist.  Die  Darstellung  ist 
im  Ganzen  recht  klar;  aber  ein  gewisses  Uebermaass  im  Determinanten- 
mechanismus und  peinliche  Einhaltung  der  Gepflogenheit,  bei  jedem  Satz- 
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chen  den  ersten  Antor  und  den  zweiten,  dritten  Bearbeiter  im  Texte  selbst 
zü  citiren,  hat  anf  den  Referenten  einigermassen  ermüdend  gewirkt.  Beide 
ümstSnde  haben  uns  dnrch  das  ganze  Buch  hindurch  begleitet,  und  wir 
wollen  derselben  daher  nnd  des  letzteren  nur  hier  gedenken;  auch  hei- 
sofägen  nicht  ermangeln,  dass  diese  Bemerkung  eine  Geschmackssache 
trifft  und  der  Geschmack  verschieden  ist. 

Im  folgenden  Capitel  wird  der  Winkel  zunächst  eindeutig  definirt, 
alsdann  die  „ im  Euklidischen  Räume  giltige ** Relation  ab  +  bc  +  ca  =  0 
besprochen.  Daran  schliesst  sich  die  ,« Fläche  der  Planfigur*',  wobei  die 
Gleichung,  durch  welche  die  „Distanzen**  eines  Punktes  von  3  Geraden 
verbunden  sind,  besprochen  wird.  Es  folgt  die  Besprechung  der  ,, Nor- 
malprojection  **  und  eine  „  Polygonometrie ",  wobei  uns  die  hübsche  phy- 
sikalische Auseinandersetzung  Seite  42  ebenso  sehr  gefallen  hat,  wie 
uns  die  trigonometrischen  Formeln  Seite  38  überflüssig  scheinen.  Der 
folgende  Paragraph «  „  Centralprojectionen  **  überschrieben ,  behandelt  die 
einschlägigen  Dinge  in  recht  schöner  Darstellung. 

Historisch  interessant  ist  Capitel  3,  in  welchem  der  Begriff  „Goor- 
dinaten**  entwickelt  wird.  Ob  Herr  B.  im  Rechte  ist,  wenn  er  „unseren 
Historikern  "  in  der  Vorrede  bemerkt,  dass  sie  den  Zusammenhang  zwischen 
den  Arbeiten  der  Griechen  und  denen  des  17.  Jahrhunderts  nicht  genug 
hervortreten  lassen,  mag  billig  dahingestellt  bleiben.  Doch  wollen  wir 
nicht  unerwähnt  lassen,  dass  die  folgende  Bemerkung,  wonach  die  Co- 
ordinanten  eine  „Erfindung**  der  Griechen,  die  tibersichtliche  Schreibart 
derselben  durch  Buchstabenrechnung  eine  Leistung  der  neueren  Zeit  ist, 
sich  ihrem  Sinne  nach  bei  Cantor,  „Geschichte  der  Mathematik**,  S. 
291  findet.  Sowohl  an  dieser,  wie  anderer  Stelle  kommt  Herr  Cantor 
ausdrücklich  darauf  zurück,  dass  den  Alten  die  Proportionen  unsere 
Gleichungen  ersetzen  mussten.  Mag  hier  auch  ein  Accentfehler  Seite  52 
in  dem  Worte  dnoTfiAvofiBvcii  erwähnt  werden.  Uebrigens  ist  dieses  Ca- 
pitel reich  an  interessanten  Bemerkungen  über  Affinität,  isogonale  Ab- 
bildung, Axiome  der  Geometrie  u.  s.  w.  Seite  51  steht  die  Bemerkung: 
„Allen  realen  Coordinaten  x^y  entspricht  eine  ,  Doppelserie  *  (zweifach 
unendliche  Mannichfaltigkeit)  von  Punkten  der  Ebene.  Jedem  realen 
Punkte  ist  eine  Doppelserie  von  nicht  realen  (imaginären)  Punkten  bei- 
geordnet.** Ob  hier  der  Rede  Sinn  oder  blos  die  Rede  dunkel  ist,  erlaubt 
sich  Referent  bescheiden tlich  zu  fragen. 

Dieselbe  Bemerkung  drängt  sich  bei  dem  Satze  auf,  mit  welchem 
Herr  B.  das  4.  Capitel  einleitet:  „Wenn  feine  Function  n}^^  Grades  der 
mit  2  gegebenen  Geraden  parallelen  Coordinaten  Xy  y  eines  Punktes  der 
Ebene  ist,  eine  Function  des  Punktes  x\yy  so  heisst  die  Linie  /*aO  eine 
Linie  n^'  Ordnung.  Wenn  der  positive  ganze  Exponent  n  jede  ge- 
gebene Zahl  übersteigt,  und  die  Function  nicht  algebraisch  ist,  so  heisst 
die  Linie /*=0  transcendent  wie  die  Function.**     Dann  aber  wird  die 
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Darstellung  entschieden  interessant;  Kreis  und  Gerade  erscheinen  in 
hübschen ,  nicht  gerade  an  jedem  Wege  liegenden  Beispielen  als  geome- 
trische Oerter;  wir  finden  die  Untersuchungen  griechischer  Geometer  über 
die  Kegelschnitte,  die  dann  nach  modernen  Methoden  und  zwar  sehr 
zweckmässig  zunächst  an  geometrisch  interessanten  Beispielen  als  geome- 
trische Oerter  behandelt  werden.  Wir  gelangen  zu  den  ähnlichen, 
affinen,  confocalen  Kegelschnitten,  und  dieser  reiche  Inhalt  ist  in 
so  klarer  und  schöner  Weise  dargestellt,  dass  wir  es  Herrn  B.  nicht  zu 
hoch  anrechnen  wollen,  wenn  er  Seite  82  ohne  Beweis  behauptet :  ,,Eine  (?) 
transcendente  Linie  hat  eine  (?)  Gruppe  von  unendlich  viel  Punkten  einer  (?) 
Geraden/*  'Auch  mag  Seite  84  „  durch  die  ,  Serie '  von  Punkten  einer  Fläche, 
welche  einer  gegebenen  Bedingung  genügen,  eine  Linie  ,  erfüllt  *  werden  ,** 
welche  der  Ort  des  Punktes  heisst;  mag  auch  Seite  97  Dandelin  die  Be- 
stimmung der  Brennpunkte)  durch  die  eingeschriebenen  Kugeln  „erfinden** 
und  Seite  1 10  bei  rojLitjg  ein  tiberflüssiges  toto5t/65rr.  stehen.  Im  folgenden  §  2ö 
wird  die  Lösung  cubischerund  biquadratischer  Probleme  in  ansprechender 
Weise  behandelt.  Es  befindet  sich  darunter  Seite  133  das  bereits  von 
Archimedes  behandelte  Problem  der  Theilung  der  Kugel  durch  eine 
Ebene  in  gegebenem  Volumverhältniss.  Ich  erlaube  mir  zu  bemerken, 
dass  ich  in  einer  kleinen  Abhandlung  „  Mathematische  Miscellen  **  auf 
eine  interessante  Beziehung  dieser  Aufgabe  zum  regulären  Neuneck 
aufmerksam  gemacht  habe,  wenn  es  sich  um  Halbirung  der  Halbkugel 
handelt.  Es  folgen  im  §  26  die  Linien  höherer  Ordnung  (S.  140  nlcöog 
mit  falschem  Accent),  wobei  u.  A.  die  Cissoide,  die  Lemniskate,  die  Car- 
dioide  bebandelt  werden.    Der  §  27  enthält  einige  transcendente  Linien. 

Wir  wollen  das  Referat  über  dieses  Capitel  mit  der  wiederholten 
Bemerkung  schliessen ,  dass  sein  Inhalt  ebenso  wie  die  Darstellung  reich 
an  geometrischem  Interesse  ist. 

Capitel  5  führt  die  Ueberschrift:  die  Gerade,  und  enthält  Betrach- 
tungen über  Liniencüordipaten  und  trilineare  Punktcoordinaten.  Die 
Liniencoordinaten  erscheinen  als  aus  den  Punktcoordinaten  abgeleitet,  wie 
das  leider  gewöhnlich  zu  geschehen  pflegt,  obsohon  es  nicht  nur  didak- 
tisch, sondern  auch  wissenschaftlich  von  hohem  Interesse  ist,  für  die- 
selben eine  selbständige  geometrische  Ableitung  zu  besitzen.  Vielleicht 
ist  Herrn  B.  der  vom  Referenten  (diese  Zeitschr.  Bd.  21 ,  S.  278)  in  die- 
ser Richtung  getbane  Schritt  nicht  bekannt  geworden. 

Capitel  6  enthält  die  Theorie  der  Kegelschnitte.  Der  erste  Para- 
graph ist  Formation  der  Gleichung  überschrieben.  Man  discutirt  die 
algebraischen  Eigenschaften  einer  quadratischen  Form  von  3  Variabein 
und  geht  erst  dann  zur  geometrischen  Anwendung  über;  ebenso  zählt 
man  in  dem  „Pol  und  Polare**  überschrieben en  Paragraph  bequem  ein 
Dutzend  ausgeschriebener  Determinanten ,  ehe  man  zt^r  Definition  gelangt. 
Das  ist  wissenschaftlich  vollkommen  einwurfsfrei.    Dagegen  ist  §  36, 
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„Punkte  und  Tangenten  eines  Kegelschnittes *S  im  wohlthnenden  Gegen- 
satie;  man  begreift  sofort  Ziel  and  Absicht  der  Rechnung,  and  dieselbe 
ist  zodem  nnter  Berücksichtigang  des  darch  die  allgemeinste  Gleichung 
definirten  Kegelschnittes,  welcher  durch  5  Punkte  geht,  sehr  elegant. 
Ebenso  schön  ist  die  Behandlung  des  Pascal  ^schen  Satzes  und  sein  er  Zasätze. 

Seite  276  Zeile  13  findet  sich  eine  ziemlich  confuse  Stelle,  welche 
durch  die  im  Druckfehlerverzeichniss  angegebene  Correctur  uns  nicht 
ganz  gesund  geworden  za  sein  bedankt. 

Capitel  7  enthält  die  Lehre  von  den  Linien  n^^'  Ordnung  und  ihren 
Singularitäten.  Der  Inhalt  ist  ein  sehr  reicher;  man  wird  kaum  eine 
bedeutendere  Erscheinung  auf  diesem  Gebiete  yermissen.  Der  Vortrag 
ist  wohlgeordnet  und  durch  ansprechende  Beispiele  deutlich  gemacht. 
Vielleicht  hätten  einige  Linien  ersten  und  zweiten  Geschlechts ,  die  seit- 
her eine  ausführlichere  Behandlung  erfahren  haben,  namhaft  gemacht 
werden  können. 

Durch  die  bisherige  Besprechung  glaubt  Referent  dem  Leser  ein  Ur- 
theil  über  die  beiden  ersten  Theile  ermöglicht  zu  haben.  Es  würden 
für  den  dritten  Theil,  welcher  die  Geometrie  des  Raumes  enthält,  kaum 
neue  Gesichtspunkte  hervortreten.  Mag  es  daher  gestattet  sein,  dass 
wir  uns  hier  kürzer  fassen. 

Capitel  8  und  9  liefern  die  VorbegriflFe,  dann  werden  die  Flächen 
fi^  Ordnung  behandelt,  denen  eine  sehr  eingehende  Behandlung  der 
Cylinder,  Kegel-  und  Rotationsflächen  vorausgeht.  Man  findet  mehrfache 
Flächenpunkte ,  die  Doppellinie,  elliptische,  hyperbolische,  parabolische 
Punkte,  bestimmt  die  Polaren  der  Fläche  für  einen  Punkt  P,  den  um- 
schriebenen Kegel  und  untersucht  die  „unebenen**  Linien.  Dann  folgen  die 
Flächen  zweiter  Ordnung.  Durch  die  Betrachtung  der  quadratischen  Form 
TOD  4  Variablen  ergeben  sich  nach  Ausscheidung  singulärer  Bildungen  3 
Hauptformen ,  welche  sich  durch  die  Darstellung  durch  die  4  Quadrate 
^n  y^^  ^]^  ^*'  welche  lineare  Functionen  der  er,  y,  z,  l  sind,  finden  lassen. 
Hiemach  ergeben  sich  3  Species  „ordinärer**  Flächen  zweiter  Ordnung, 
▼on  denen  die  erste  imaginär  ist,  die  zweite  nur  elliptische,  die  dritte  nur 
hyperbolische  Punkte  enthält.  Nachdem  sich  nun  für  /  =  1  sechs  Haupt- 
gleichungen der  Flächen  zweiter  Ordnung  ergeben  haben,  gründet  sich 
die  weitere  Classification  auf  die  Betrachtung  der  unendlich  fernen  Linie 
der  Fläche.  Dieses  Verfahren,  dem  man  Kürze  und  Eleganz  nicht  ab- 
sprechen kann,  rührt  von  Herrn  B.  selbst  her. 

£s  folgen  Betrachtungen  über  Pol,  Polare,  Gentrum,  Diameter, 
Axen,  und  den  Schluss  des  Werkes  bilden  Betrachtungen  über  die  con- 
foealen  Flächen. 

Druck  and  Papier  sind  gefällig,  die  Correctur  eine  so  sorgfältige, 
dass  wir  die  wenigen  von  uns  angemerkten  Druckfehler  alle  im  angehäng- 
ten Verzeichnisse  als  bereits  vom  Verfasser  berichtigt  auffanden. 
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Zu  einem  Lernbach  für  den  Stndirenden  eignet  sich  das  Boch  nach 
der  Ueberzengnng  des  Referenten  nicht  in  allen  Theilen,  wenigstens 
nicht  heim  ersten  Stadium;  dagegen  ist  es  für  den  mit  den  Materien  be- 
reits im  Allgemeinen  vertrauten  Mathematiker,  namentlich  durch  seine 
genauen  Literaturnachweise,  ein  so  treffliches  und  ausgiebi- 
ges Nachschlagewerk,  dass  man  das  Fehlen  eines  tn^ea:  rerum 
doppelt  beklagen  muss. 

Mit  diesen  Bemerkungen  könnten  wir  unser  Referat  schllessen,  wenn 
wir  es  nicht  für  unsere  Pflicht  hielten ,  gegen  eine  gewisse  Eigenart  des 
Verf.,  der  ja  ein  Schriftsteller  von  anerkanntem  Rufe  ist,  laut  zu  protestiren. 

Eine  Sehne  wird  „Chorde**  genannt,  sich  selbst  entsprechende 
Punkte  heissen  „tautolog*',  Entfernungen  sind  „Distanzen'*,  eine  Schar 
heisst  „Serie",  senkrechte  Linien  sind  „normal*',  Punktepaare  sind  in 
„Harmonie 'S  ein  Differentialquotient  ist  eine  „Fluzion",  ein  Eugelsegment 
hat  eine  „Sagitte",  Gleichungen  sind  „congruenf,  werden  „componirt", 
ein  Vielseit  ist  ein  „  Polygramm '*,  welches  auch  „centrisch''  (Bflschel) 
sein  kann.  Daher  u.  A.  ein  bekannter  Satz  lautet:  „Wenn  demnach 
zwei  gerade  Polygone  oder  zwei  plane  centrische  Poljgramme  perspecti- 
visch  sind,  so  sind  sie  collinear/' 

Der  Verfasser  nennt  dies  Verfahren  „in  d^r  Terminologie  internatio- 
nalen Ausdrücken  den   Vorzug  geben**,  wir  Anderen  nennen  es  anders. 

Coesfeld,  im  April  1883.  K.  Schwbring. 


Hbobk,    Leitfaden  ftr   den  geometriBohen  Unterricht.    Zweiter  Theil: 
Trigonometrie.     Breslau,  E.  Treweudt. 

Das  vorliegende  Buch  behandelt  auf  77  Seiten  die  ebene  und  sphä- 
rische Trigonometrie.  Dasselbe  weicht  in  manchen  Punkten  von  der  üb- 
lichen Darstellungsweise  ab.  Der  Verfasser  verfolgt  augenscheinlich  den 
Zweck,  sich  der  wissenschaftlichen  Strenge  thunlichst  zu  nähern.  Ob 
dieser  Zweck  Überall  erreicht  ist  |und  ob  die  Abweichungen  von  der 
üblichen  Darstellung  überall  als  glückliche  bezeichnet  werden  müssen, 
mag  das  folgende  Referat  zeigen. 

§  1  definirt  die  trigonometrischen  Functionen  als  Quotienten  am 
rechtwinkligen  Dreieck,  drückt  alsdann  alle  durch  eine,  den  sin  aus, 
liefert  mit  Hilfe  der  ein-  und  umschriebenen  regulären.» -Ecke  die  nn- 
merischen  Werthe  für  sin  60%  30^  15^  bis  sin  0*»0,  T « 0,00003.  Hier- 
mit ist  natürlich  die  Bisection  anticipirt,  aber  natürlich  in  geometrischer 
Verhüllung.  Es  folgt  die  Ableitung  der  Additionstheoreme;  und  damit 
ist  der  Leser  in  den  Stand  gesetzt ,  die  Berechnung  von  sin  53^  40'  prak- 
tisch zu  leisten.  Im  weiteren  Verlaufe  will  Verfasser  die  Interpolation 
begründen  und  bemerkt,  dass,  wenn  die  Winkel  er  und  ß  hinreichend  klein 
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sind ,  sin  (a  +  /5)  =  sin  «  +  sin  ß  gesetzt  werden  darf.  Ganz  richtig !  Wenn 
nnr  nicht  der  Schiller  geneigt  wäre,  anch  dieser  Meinung  zn  sein,  aber 
ohne  die  Beschränkung  auf  die  kleinen  Winkel! 

§  2  behandelt  das  rechtswinklige  and  gleichschenklige  Dreieck  mit 
Zahlen beispielen,  welche  in  ausgeschriebener  Rechnung  behandelt  wer- 
den. Das  ist  ganz  zweckentsprechend.  Nur  mit  Formeln  wie  der  fol- 
genden : 

Sin.  d.  halb.  Wink.  a.  d,  Spitze  =  — st — r- «— 

'^  Schenkel 

kann  sich  Referent  nun  einmal  nicht  befreunden.  Aber  das  ist  ja  Ge- 
schmackssache; in  Geschmackssachen  dominirt  die  launische  Göttin  Mode, 
and  wer  weiss,  ob  nicht  solche  Formelungeheuer  einmal  in  die  Lehr- 
bficfaer  ihren  siegreichen  Einzug  halten  werden.  Mögen  „um  der  Ge- 
rechten willen "  die  Tage  ihrer  Herrschaft  gekürzt  werden ;  und  mit  die- 
sem Stossseufzer  widerstehen  wir  der  Versuchung,  dem  Leser  noch  wei- 
tere Proben  dieser  Sprachenmathematik  vorzufahren. 

Im  §  3  und  4  erscheinen  Sinussatz  und  Cosinussatz,  ferner  der  sog. 
erste  Tangentensatz,  welche  die  vier  den  Kriterien  der  Deckung  ana- 
logen Grundaufgaben  lösen.  Die  Formeln  werden  zunächst  durch  Ein- 
führang  der  Bezeichnungen  a,  b,  c,  a,  ß,  y  u.  s.  w.  ,, durchsichtig'*  (?)  ge- 
macht, dann  aber  werden  die  Sinus  stumpfer  Winkel  definirt  durch  die 
Gleichung  «'«  (180®— qp)  =  «in  ep,  da  die  Formeln,  welche  für  ein 
spitzwinkliges  Dreieck  abgeleitet  worden  sind,  für  ein 
stumpfwinkliges  giltig  bleiben  sollen.  Analog  wird  derCosinus 
erklärt.  Mag  noch  bemerkt  werden ,  dass  Referent  nicht  der  Ansicht  ist, 
dass  die  Gleichungen  tin  q>  =  cos  {tp  —  90®)  und  cos  q>=:-^  sin  {tp  —  90®) 
bei  der  Rechnung  „etwas  vortheilhafter "  sind  als  die  gewöhnlichen.  Fer- 
ner ist  Äm*Ä-f  cos' a=  1,  worauf  Seite  19  hingewiesen  wird,  an  der  be- 
treffenden Stelle  ezplicite  nicht  vorgekommen ;  endlich  klingt  es  schlecht, 
wenn  Verf.  sagt:  „Die  Aufgabe  hat  1  Lösung.'* 

Der  Verfasser  gelangt  nunmehr  zur  Goniometrie  und  behandelt 
die  Summe  von  Strecken  und  Winkeln.  Dabei  wird  nachgewiesen,  dass 
die  aufgestellten  Definitionen  wirklich  den  Gesetzen  der  Addition  ent- 
sprachen. Aus  dem  Begriffe  der  Projection  folgt  nun  die  De- 
finition der  Functionen  des  Winkels  in  den  verschiedenen 
Quadranten.  Man  sieht,  dass  diesmal  der  Zugang  ein  ganz  anderer 
ist,  als  der  Weg,  welcher  dem  Verfasser  im  ersten  Theile  seines  Buches 
zur  Brkenntniss  sm  9>  =s  stn  (180 — g>)  dienen  musste;  und  ein  solcher 
Wechsel  der  Auffassung  unterliegt  wissenschaftlich  nicht  leichtem,  päda- 
gogisch aber  dem  schwersten  Bedenken. 

Beziehungen  wie  /*(qp)=  +  co/"  (9— 90),  wo  co/ „Cofunction"  be- 
deutet und  +  keine  Zweideutigkeit  bezeichnen  soll,  kann  füglich  entbehrt 
werden.      Ein    Druckfehler    findet    sich    wohl    S.  45  Zeile  4  v.  0.  und 

Hirt^Ut  Abthlff.  d.  Z«itschr.  f  MAth.  n.  Phys.  XXIX,  l  6 
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46,  Z.  11  V.  Q.  Bedenklieber  Weise  wird  in  dem  Täflein  S.  49  keine 
Festsetzung  Über  die  Vorzeieben  der  Quadratwurzeln  getroffen  and  es 
ist  dem  Referenten  geradezu  unerfindlicb,  warum  S.  51  nicht  der  Moi  vre- 
sehe  Lehrsatz  selbst,  sondern  die  nächste  Folgerung  aus  demselben  be- 
wiesen wird. 

Der  Verfasser  geht  nun  zur  sphärischen  Trigonometrie  über,  die  im 
Ganzen  recht  ansprechend  behandelt  ist. 

Zum  Schlüsse  erlaubt  sich  Referent  noch  die  Bemerkung,  dass  ein 
neues  Gleichheitszeichen  für  „richtungsgleiche*' Winkel  eine  „Erfindung" 
des  Verfassers  genannt  werden  kann,  während  Gauss  die  nach  ihm  be- 
nannten Gleichungen  nicht,  wie  Herr  Heger  S.  75  meint,  „erfanden" 
sondern  entdeckt  hat. 

Coesfeld,  im  April  1883.  K.  Scbwerino. 


Vom  Körper  höherer  Dimension.     Beiträge  zu  den  Elementen  einer  n- 
dimensionalen   Geometrie    von   K.  Rudrl.     Kaiserslautern   1882. 
In  Comm.  b.  H.  Kayser. 
Die  Verallgemeinerung  geometrischer  Resultate    auf   das   n-dimen- 
sionale  Gebiet  hat  in  den  letzten  Jahren  in  sichtlich  zunehmendem  Grade 
die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  auf  sich  gezogen,  namentlich,  seit 
Berechtigung   und   Nutzen   derartiger   Untersuchungen    Gegenstand  einer 
mitunter  ziemlich  lebhaften  Discussion  geworden  sind.     Zwar  haben  uns 
die  analytischen  Methoden  schon  lange  gelehrt,  die  Geometrien  der  Ge- 
raden, der  Ebene  und  des  Raumes  als  Anfangsglieder  einer  unendlichen 
Reihe  zu  betrachten,  deren  Fortsetzung  auch  Resultate  liefern  muss,  die 
«ur  durch  unsere  Anschauung  nicht  controlirt  werden  können.    Und  die 
synthetischen  Grundlagen  der  n  •  dimensionalen  Geometrie  nebst  der  ans 
der    Natur   dieses    Gegenstandes    erwachsenden    Formelsprache    hat  die 
Grassmann'sche  Ausdehnuugslehre   geliefert.      Aber   die    Scheu,   dsfl 
durch  Sinneswahrnehmung  uns  zugängliche  Gebiet  des  dreidimensionalen 
Raumes  zu  verlassen,  um  in  abstracten  Gebieten  ohne  die  sichere  Füh- 
rung der  Anschauung  auf  Entdeckungen  von  zunächst  fragwürdigem  Werthe 
auszugehen,   hat  sich    den   Specialuntersnchungen  dieser  Art  lange  ent- 
gegengestellt.    Neuerdings  scheint  man  indessen  mehr  und  mehr  zu  der 
Erkenntniss   zu  kommen,   dass   aus   solchen    mehrdimensionalen    Unter- 
suchungen  auch   auf  manche  Thatsachen    der    gewöhnlichen    Geometrie 
neues  Licht  fallen  kann,   und   dass   auch   die   Analysis,  indem  sie  sieh 
mehrdimensionalen  Problemen  anzubequemen  genöthigt  ist,    Nutzen  ans 
denselben   ziehen    wird.     Insbesondere   haben  sich   fast   gleichzeitig  ver* 
schiedene   Mathematiker   mit  einem   Gegenstande  beschäftigt,   der  einen 
besonders  auffälligen  Mangel  an    Analogie   zwischen   der  Geometrie  der 
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Ebeoe  und  der  des  Raumes  hervortreten  iKsst,  nSmlich  den  regulären 
Polygonen  and  Polyedern.  Dass  die  Zahl  der  ersteren  anendlich,  die 
der  letzteren  nar  gleich  fünf  ist,  erscheint  am  so  unbegreiflicher,  da, 
wenn  wir  im  Raum  analoge  Gebilde  zu  denen  der  Ebene  aufsuchen,  uns 
sonst  überall  ein  grösserer  Reichthum  an  Formen  entgegentritt.  Eine  Er* 
klärung  des  hier  vorliegenden  Ausnahmefalles  lässt  sich  aber  nur  von 
der  Beantwortung  der  Frage  erwarten:  Wieviel  und  welche  regulären 
(den  Polygonen  und  Polyedern  analogen)  Gebilde  giebt  es  in  den  mehr- 
dimensionalen Räumen ,  und  zunächst  im  vierdimensionalen  ?  Diese  Frage 
ist  mehr  oder  weniger  erschöpfend  beantwortet  worden  von  den  Herren: 
R.  Hoppe  in  zwei  Aufsätzen  in  Grunert's  Archiv  (Bd.  64  S.  189—213, 
Bd.  67  S.  29-44),  H.  Scheffler  in  dem  Buche:  „Die  polydimensio- 
nalen  Grössen  und  die  vollkommenen  Primzahlen  'S  Braunschweig  b.  Vie- 
weg  (§  14),  W.  J.  Stringham  in  dem  Aufsatz  „Regulär  Figures  in 
n - dimensional  Space**  (Americ.  Journ.  of  Math.  Vol.  3  p.  1 — 14),  ferner 
vom  Ref.  in  der  Schrift  „Theorie  der  homogen  zusammengesetzten  Raum- 
gebilde'* (Nova  Acta  d.  Leop.  Carol.  Akademie  Bd.  44  Nr.  4),  ergänzt 
durch  einen  Aufsatz  „  Quelques  th^or^mes  de  G^om^trie  k  n  dimensions" 
(Bull,  de  la  Soc.  math.  de  France  T.  10). 

Auch  die  Schrift  von  Herrn  Rudel,  tLber  welche  hier  berichtet  wer- 
den soll,  beschäftigt  sich  mit  dieser  Frage.  Der  Gedankengang  dieser 
Schrift  ist  im  Wesentlichen  folgender:  Im  ersten  Abschnitte  (lA) 
werden  zunächst  allgemeine  Benennungen  und  Bezeichnungen  für  krüm- 
mungslose  n-dimensionale  Gebilde  und  Gebiete  festgestellt.  Namentlich 
handelt  es  sich  dabei  um  Erweiterungen  der  Begriffe  „Körper"  und 
„Winke^^  Es  folgt  dann  eine  vom  ein-  bis  zum  dreidimensionalen  Ge- 
biet aufsteigende  Untersuchung  über  die  Anzahlen  der  Grenzgebilde  eines 
gegebenen  Gebildes,  wobei  natürlich  auch  der  Euler*sche  Polyedersatz 
gewonnen  wird.  Diese  Zahlen  werden  (in  Uebereinstimmung  mit  String- 
ham) durch  Binomialcoefficienten  ausgedrückt.  Der  Fortschritt  von  einer 
Dimension  zur  andern  wird  dadurch  gemacht,  dass  ein  ausserhalb  des 
Gebietes,  in  welchem  ein  Gebilde  liegt,  angenommener  Punkt  mit  allen 
Eckpunkten  des  Gebildes  verbunden  wird.  So  entsteht  der  Reihe,  nach 
aus  dem  Punkt  die  Strecke,  aus  dieser  das  Dreieck,  dann  das  Tetraeder. 
Und  da  man  diesen  Bildungsprocess  sogleich  als  einen  solchen  erkennt, 
der  sich  ins  Unendliche  fortsetzen  lässt,  so  ist  hiermit  bereits  eine  erste 
Reihe  n- dimensionaler  „  Körper'*  gewonnen  („ Elementarkörper  erster  Gat- 
long'*).  Interessant  und  gewiss  vielen  Lesern  neu  sind  nebenbei  die 
Untersuchungen  über  die  Möglichkeit,  aus  dem  Innern  eines  rings  be- 
grenzten Gebildes  nach  aussen  zu  kommen,  ohne  die  Begrenzung  zu 
passiren.  —  Es  folgt  nun  eine  specielle  Betrachtung  des  dem  Tetraeder 
entsprechenden  vierdimensionalen  Gebildes.  (Dieses  Gebilde  nennt  Ru- 
del:   Vierdimensionales    Fünfeck,    Stringham:   Pentaedroid,   Hoppe: 
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Polytop  I,  Bef.:  Ft&nfzelU  Doch  haben  die  anderen  Antoren  ausser  Bn- 
del  nnd  dem  Bef.  nur  das  reguläre  Gebilde  im  Auge.)  Neu  ist  die 
Bemerkung  des  Verf.,  dass  an  diesem  Gebilde  (wie  überhaupt  im  yier- 
dimensionalen  Gebiet)  vier  neue  Massgrdssen  auftreten.  Da  nun  im  ein- 
dimensionalen Gebiete  (Gerade)  nur  die  Strecke  als  Massgrösse  existirt, 
zu  welcher  in  der  Ebene  zwei  neue,  n&mlich  Winkel  und  Flächeneinheit, 
im  dreidimensionalen  drei  neue,  nämlich  Keil,  körperliche  Ecke  und  Vo- 
lumeneinheit  hinzutreten,  so  sieht  man  sogleich,  dass  beim  Fjortschritt 
in  das  nächst  höhere  Gebiet  zu  den  schon  vorhandenen  Masseinheiten 
jedesmal  soviel  neue  hinzukommen,  als  die  Dimensionenzahl  des  neuen 
Gebietes  beträgt.  Die  oben  erwähnte  Bestimmung  der  Anzahlen  der 
Grenzgebilde  wird  nun  auch  für  den  vierdimensionalen  und  n-dimensio- 
nalen  Elementarkörper  erster  Gattung  ausgeführt,  wobei  auch  eine  vor- 
läufig nur  für  diese  Körper  giltige  Erweiterung  des  Eule  raschen  Po* 
Ijedersatzea  zum  Vorschein  kommt.  Einige  ähnliche  allgemeine  Sätse 
bilden  den  Schluss  der  ersten  Hälfte  dieses  Abschnitts.  —  Dieselbe  Unter- 
suchung wird  in  der  zweiten  Hälfte  (IB)  für  die  aweite,  mit  Strecke, 
Quadrat  und  Würfel  beginnende  Beihe  von  Gebilden  (Blementarkörper 
zweiter  Gattung)  durchgeführt,  wobei  der  Uebergang  von  einer  Dimension 
zur  andern  durch  Errichten  von  Senkrechten  gemacht  wird.  Es  fehlt 
aber  die  dritte,  zu  der  zweiten  im  Verhältniss  der  Beciprocität  stehende 
Beihe,  deren  erste  Glieder  Strecke,  Quadrat,  Oktaeder  sind.  (Ausser 
den  Gliedern  dieser  drei  Beihen  kommen,  wie  Stringham  gezeigt  hat, 
im  n-dimensionalen  Baume  keine  regelmässigen  Gebilde  mehr  vor,  wenn 
fi>4  angenommen  wird.) 

Der  zweite  Abschnitt  beschäftigt  sich  ausschliesslich  mit  dem 
Euler*sohen  Poljedersatze.  Derselbe  wird  Anfangs  (IIA)  für  den  ge- 
wöhnlichen Baum,  nachher  (IIB)  ganz  analog  für  das  vierdimensionale 
Gebiet  bewiesen,  natürlich  unter  den  entsprechenden  Beschränkungen 
auf  die  Elementarkörper.  (Auch  Herr  Dur  ige  hat  neuerdings  diesen 
Gegenstand  behandelt;  vgl.  Sitzungsber.  d.  k.  Akad.  d.Wissensch.  II.Abtb. 
Bd.  83).  Vorher  wird  jedesmal  ein  Hilfsproblem  erledigt,  welches  im  ersten 
Falle  so  lautet:  Wieviel  Dreiecke  sind  zwischen  n  Punkten  einer  Ebene 
möglich,  wenn  jedes  Dreieck  endlich  und  jeder  Punkt  ein  Eckpunkt  sein 
soll?  —  Wird  zunächst  durch  Verbindung  von  n-m  äusseren  Punkten 
ein  Polygon  construirt,  welches  die  übrigen  m  Punkte  umschliesst,  so 
beträgt  die  Zahl  der  Dreiecke  n  +  2{m^l).  Man  bemerkt,  dass  es  sieb 
beim  Beweise  des  Euler 'sehen  Satzes  auf  dieser  Grundlage  um  die  Aus- 
breitung der  Oberfläche  des  Polyeders  auf  einer  Ebene  handelt.  Die 
allgemeine  hierbei  befolgte  Methode,  geometrische  Untersuchungen  indss 
Gebiet  von  nächst  niederer  Dimensionenzahl  zu  verlegen,  ist,  wie  der 
Verf.  im  Eingange  zu  diesem  Abschnitt  mit  Becht  bemerkt,  ein  Mittel  von 
vorzüglicher  Wirksamkeit  bei  liösung  von  Aufgaben  aus  der  Geometrie 
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höherer  Dimensionen.  Wenn  der  Verf.  aber  weiterhin  sagt:  ,,Fttr  solehes 
Aafbaaen  oder  Abbrechen  von  dreidimensionalen  Grenzkörpern  am  All- 
körper versagt  leider  die  direete  Vorstellung  ihre  so  nöthigen  Dienste*'« 
80  wird  diese  Ansicht  dnreh  die  vom  Ref.  constrairten  Modelle  der  drei- 
dimensionalen „  Zellgewebe  *'  der  sechs  hier  in  Betracht  kommenden  vier- 
dimensionalen  Körper  wenigstens  insofern  widerlegt,  als  die  Uebertragnng 
dieser  Gebilde  in  den  vierdimensionalen  Raum  der  einzige  unlösbare  Rest 
der  Aufgabe  bleibt. 

Im  dritten  Abschnitt  werden  die  elf  Möglichkeiten, «reguläre  vier- 
dimensionale  Körper  zu  bilden,  aufgestellt,  und  fünf  davon  ausgeschieden. 
Alles  ganz  ähnlich  wie  bei  Stringham  u.  A.  Von  den  sechs  übrig  blei« 
benden  Gebilden  sind  zwei  die  vierdimensionalen  Glieder  der  oben  er- 
wähnten beiden  Reihen  von  Elementarkörpem ;  die  übrigen  vier,  die  sich 
allerdings  der  vom  Verf.  befolgten  construirenden  Methode  nicht  einfügen, 
fehlen  hier.  Es  kommt  nämlich  vor  Allem  darauf  an,  die  Zahl  der  Grenz- 
körper eines  jeden  dieser  Gebilde  zu  bestimmen,  eine  der  directen  An- 
schauung wie  der  Formelrechnung  gleich  unzugängliche  Aufgabe,  die  sich 
nur  durch  ein  äusserst  mühsames,  die  Construction  des  Zellgewebes  be* 
gleitendes  Zählungsverfahren  mit  befriedigender  Schärfe  lösen  lässt.  Zur 
Orientirung  des  Lesers  über  die  Resultate  dieser  Zählungen  mag  hinzu- 
gefügt  werden,  dass  die  beiden  vom  Verf.  genauer  untersuchten  Körper 
vierter  Dimension  von  fünf  Tetraedern,  resp.  acht  Hexaedern  begrenzt 
werden.  Die  Begrenzungen  der  übrigen  sind:  16  Tetraeder,  24  Okta- 
eder, 120  Dodekaeder,  600  Tetraeder. 

Ein  Anhang  der  Schrift  enthält  in  der  ersten  Nummer  einen  sehr 
klaren  und  anschaulichen  Nachweis,  dass  symmetrische  Körper  zur  Deck- 
ung gebracht  werden  könnten,  wenn  es  möglich  wäre,  sie  einem  Durch- 
gang durch  den  vierdimensionalen  Raum  zu  unterwerfen.  Die  Exempli- 
fidrung  auf  zweidimensionale  Wesen  ist,  wenn  auch  nicht  neu,  doch 
treffend  und  ein  wesentlicher  Bestandtheil  jedes  derartigen  Beweises.  — 
Nr.  2  beweist  den  Satz:  Zwei  sich  kreuzende  Ebenen  (d.h.  Ebenen  ohne 
Schnittlinie  in  zwei  verschiedenen  dreidimensionalen,  aber  in  demselben 
vierdimensionalen  Räume)  haben  jederzeit  einen  Punkt  gemeinsam.* 

Denselben  Gegenstand  bebandelt  Nr.  3,  worin  der  im  4.  Hefte  des 
23.  Jahrganges  dieser  Ztschr.  versuchte  Nachweis,  dass  die  Annahme  sich 
kreuzender  Ebenen  einen  logischen   Widerspruch  in   sich  schliesse,  ent- 

*  Die  (ideale)  Existenz  dieses  Punktes  lässt  sich  übrigens  auch  durch  folgende 
Betrachtung  leicht  nachweisen:  Es  seien  zwei  in  C  sich  schneidende  Geraden  a 
und  b  gegeben;  a  bewege  sich  in  einen  dreidimensionalen  BAum  hinaas  und  be- 
schreibe dabei  eine  Ebene  a.  Diese  wird  von  5  in  C7  geschnitten.  Jetzt  bewege 
sich  b  in  einen  andern  dreidimensionalen  Baum  hinaus  und  beschreibe  eine  Ebene 
§,  Diese  hat  mit  dem  ersten  Baume  nur  die  Gerade  b  gemeinsam,  daher  mit  der 
Ebene  a  nur  den  Punkt  C. 
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kräftet  wird,  wobei  wieder  die  Verlegung  der  Untersncbnng  eine  Stofe 
rückwärts  treffliche  Dienste  leistet.  Im  Anschlnss  hieran  wird  der  Ge- 
dankengang jenes  Nachweises  richtig  gestellt  und  das  Ergebniss,  nämlich 
die  Richtigkeit  des  in  Nr.  2  anfgestellten  Satzes,  noch  dnrch  ein  alge- 
braisches Verfahren  bestätigt.  Den  Schlass  dieser  Note  bildet  ein  Sats 
über  die  sechs  Schnittebenen  von  vier  dreidimensionalen  Räumen  im 
vierdimensionalen  Räume. 

Ueberblicken  wir  nun  das  Ganze,  so  findet  sich,  dass  die  Arbeit  des 
Herrn  Rudel  zwar  in  den  Hauptresultaten  durch  andere  über  denselben 
Gegenstand  veröffentlichte  Schriften  überholt  ist.  dass  sie  aber  trotzdem 
wegen  der  cooseqnenten  Durchführung  eigenartiger  Methoden  und  wegen 
verschiedener  neuer  Beiträge  zur  n-dimensionalen  Geometrie  alle  Auf- 
merksamkeit verdient. 

Waren.  V.  Scblbgbl. 
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Der  Tractatus  ,«De  quadratura  circuli''  des 
Albertus  de  Sazonia. 

Von 

Dr.  Heinrich  Suter 

in  Aantu. 


Hierzu  Taf.  VI  Fig.  8—14. 


Mit  Albertus  de  Saxonia,  dem  ersten  Rector  der  Wiener  Uni- 
versität, beginnt  an  dieser  Hocbschnle  und  damit  aucb  in  Deutschland 
das  Studium  der  mathematischen  Wissenschaften  in.  eine  neue  Epoche 
einzutreten;  denn  in  kurzen  Zwischenräumen  folgen  sich  als  Vertreter 
dieser  Disciplinen  an  jener  Hochschule  Albertus  de  Saxonia,  Hein- 
rich von  Langenstein,  Joh.  v.  Gmunden,  Georg  von  Peuer- 
bach,  Joh.  Regiomontanus.  Während  aber  die  letzten  beiden  be- 
rahmten  Mathematiker  und  Astronomen  schon  auf  dem  Boden  des  Huma- 
nismus standen,  bewegten  sich  die  ersten  beiden  noch  ganz  auf  dem 
Felde  der  Scholastik  und  mussten  deshalb  jenem  mittelalterlichen  Lehr- 
system gemäss  ihre  Kräfte  auf  verschiedene  Gebiete  vertheilen*:  Alber- 
tus glänzte  hauptsächlich  als  Logiker,  Heinrich  von  Langenstein 
als  Theologe;  beide  aber  huldigten  als  Nominalisten  einer  freieren  Rich- 
tung in  Kirche  und  Wissenschaft.  Was  Joh.  von  Gmünd en- anbetrifft, 
so  steht  er  so  ziemlich  auf  der  Grenzscheide  von  Scholastik  und  Huma- 
nismus. 

Albertus  de  Saxonia  (eigentlich  Albert  von  Riggensdorf 
ans  Sachsen)  stammte  aus  einer  bäuerlichen  Familie  in  Niedersachsen. 
Er  studirte  zuerst  in  Prag,  dann  in  Paris,  wurde  hier  Magister  der  freien 
Künste  und  nachher  Doctor  der  Theologie,   las  etwa  von  1350  an  daselbst 

*  Indessen  beschränkten  eich  auch  Peuerbach  und  Regiomontan  in  ihren 
Studien  keineswegs  auf  Mathematik  und  Astronomie;  als  erste  Vertreter  des  Huma- 
nismus an  der  Wiener  Universität  widmeten  sie  sich  eifrig  dem  Studium  der 
lilassischen  Sprachen:  Gegrg  Peuerbach  las  1454  und  1460  über  Vergil's 
Aeneide,  1466  über  Juvenars  Satyren,  1458  über  Horaz.  Regiomontanus 
^  ebenfalls  1461  über  den  Vergil  und  zwar  über  dessen  Bucolica  vor.  Vergl. 
^-  Aschbach,  Geschichte  der  Wiener  Universität,  I.  Bd.  S.  353. 

Hitt..m.  Abthlg.  d.  Zdtaehr.  f.  Math.  n.  Vhjn.  XXIX,  3.  7 
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über  Aristotelische  Philosophie  Dod  Mathematik  mit  grossem  Beifall  und 
wurde  1365  von  Herzog  Rudolph  IV.  als  Rector  an  die  neu  gestiftete 
Hochschule  nach  Wien  berufen,  aber  schon  im  folgenden  Jahre  von 
Papst  Urban  V.  zum  Bischof  von  Halberstadt  ernannt.  In  diesem  Amte 
blieb  er  bis  zu  seinem  Tode  (1390).  Es  werden  ihm  eine  bedeutende 
Zahl  von  philosophischen,  mathematischen  und  astronomischen  Werken 
zugeschrieben,  die  er  wahrscheinlich  grösstentheils  in  Paris  verfasst  hat; 
mehrere  derselben  wurden  den  Vorlesungen  in  Wien  zu  Grunde  gelegt.* 
Von    mathematischen  Werken   nennt   A seh b ach   (a.  a   0.  S.  365): 

1.  Tractatus  de  latitudinibus  formarum  (gedruckt  Venetiis  1505), 

2.  De  maximo  et  minimo  (handschriftl.  in  Venedig),  3.  Liber  pro- 
portionum  (in  Wien  und  anderen  Bibliotheken  handschriftlich,  in  erste- 
rer  nur  als  Fragment;  gedruckt  Paduae  1482  und  1486  zugleich  mit 
Blasins*  De  Peticanis  und  Nie.  Oresme^s  De  latitud.  form.,  und 
Venetiis  1496).  Von  dem  Liber  proportionuro  kennt  Boncompagni 
zehn  verschiedene  Ausgaben;  ausser  den  obengenannten  noch  eine  aus 
Tadua  1484  (die  dritte  ist  nach  ihm  ans  dem  Jahre  1487,  nicht  1486, 
wie  Asch  bach  angiebt) ,  zwei  aus  Venedig  1487  und  1494,  zwei  ans 
Bologna  1502  und  1506,  eine  aus  Paris  ohne  Jahreszahl  und  eine  ohne 
Angabe  des  Druckortes  und  der  Jahreszahl.**  Neben  diesen  vollstAn- 
digen  Ausgaben  des  betreffenden  Werkes  erwähnt  Boncompagni  noch 
einen  gedruckten  Auszug  aus  demselben  und  einige  Manuscripte;  von 
allen  diesen  Werken  legt  einzig  der  Auszug  (verfasst  von  dem  Domini- 
kanermönch IsidoruB  de  Isolanis  von  Mailand  im  Jahre  1522)  dem 
Albertus  de  Saxonia  die  Bezeichnung  bei:  Frater  sacri  Ord.  Praedi- 
catorum.  Schon  dieser  Umstand,  dass  die  vielen  anderen,  älteren  Aus- 
gaben Albertus  de  Saxonia  nicht  als  Mönch  kennen,  dann  die  That- 
Sache,  dass  Lucas  Pacioli  in  seinem  berühmten  Werke  „Summa  de 
arithmetica,  geometria  etc.^*  ihn  als  Franziskaner  citirt  und  Dominico 
Antonio  Gandolfo  in  seiner  Dissertatio  historica  de  ducentis  celeber- 
rimis  Augnstinianis  scriptoribus  sogar  noch  als  Augustiner,***  machen  es 


*  Diese  biographischen  Notizen  sind  aas  Aschbach  genommen.  Es  worden 
aber  auch  consoltirt:  Bulaeus,  Historia  univers.  Paris.  Tom.  IV,  und  GL  6. 
Jöcher's  Allgem.  Oelehrtenlexikon,  fortgesetzt  and  ergänzt  von  J.  Ch  Adelung, 
1.  Bd.,  Leipzig  1784;  es  ist  aber  nirgends  von  einem  Aufenthalt  in  Pavia  die  Rede 
und  wir  begreifen  daher  die  ohne  Quellenangabe  gebrachte  Notiz  von  Ferd. 
Jacoli  im  Balletino  di  bibl.  etc.  von  Boncompagni,  Tom.  IV  pag.  495  nicht; 
auch  ist  daselbst  die  Angabe  falsch,  Albertus  habe  um^s  Jahr  1330  geblüht. 

**  Vergl.  Boncompagni's  Bulletino  di  bibliog.  etc.  Tom.  IV  pag.  498-511. 
Nach  Boncompagni  enthält  die  erste  und  nicht  die  dritte  Paduaner  Ausgabe 
(wie  Aschbach  angiebt)  noch  die  Abhandlungen  von  Blasius  de  PelicaniB: 
Quaestiones  super  tractatu  de  latitudinibus  formarum',  und  von  Nie.  Oresme: 
De  latitudinibus  formarum. 

•**  Vergl.  Bulletino  di  Boncompagni,  Tom.  IV  pag.  611. 
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höchst  wahrscbeiDÜch ,  dass  Albertas  keinein  Orden  angehört  hat.  In 
der  Tbat  bat  auch  Apfaltrer  dieses  in  den  Scriptor.  nnivers.  Vienn.  I. 
pag.  29  nachgewiesen,  wie  Ascbbacb  in  der  erwähnten  Geschichte  der 
Wiener  UniTersität  angiebt  (S.  363).  Nach  demselben  Apfaltrer  soll 
anch  das  gewöhnlich  dem  Albertus  beigelegte  astronomische  Werk: 
Commentaria  ad  tabnlas  Alphonsi  regis  nicht  von  ihm  verfasst  sein  (8.365). 

Es  herrscht  nun  sowohl  bezüglich  dieses  Proportionen werkes,  als 
aneh  der  Abhandlnng  „  De  latitndinibns  formarum  '*  kein  Zweifel  darüber, 
dass  diese  Arbeiten  von  Albertas  de  Saxonia  stammen;  auch  die 
Abbandlang  „De  maximo  et  minimo^S  deren  Veröffentlicbnng  sehr  zu 
wünschen  wSre,  wird  ihm  ohne  Widersprach  zageschrieben.  Ob  nun  aber 
die  Abhandlung  „De  quadratnra  circnli'',  die  sich  im  Codex  A.  50 
der  Berner  Stadtbibliothek  befindet  und  als  deren  Verfasser  Albertas 
de  Saxonia  genannt  ist,  sowie  einige  andere  Abhandlungen  desselben 
Maonscriptes ,  deren  Verfasser  nicht  angegeben  sind ,  auch  von  unserem 
Albertus  herrühren,  ist  nicht  mit  Entschiedenheit  zu  behaupten;  eine 
Vergleichung  derselben  mit  den  als  echt  erkannten  Schriften ,  die  mir 
leider  gegenwärtig  nicht  zu  Gebote  stehen,  könnte  vielleicht  zu  einem 
sichern  Resultate  führen.  Es  ist  etwas  auffallend,  dass  eine  solche  Ab* 
handlang  nirgend  anderswo  als  Manuscript  vorkommt  oder  erwähnt  wird*; 
allein  eine  solche  Schrift  über  eine  Streitfrage,  wie  es  dieses  Problem 
damals  war,  wurde  nicht  den  Vorlesungen  als  Lehrbuch  zu  Grunde  gelegt, 
wie  dies  mit  den  Werken  über  Proportionen  und  den  Latitudinea  for- 
marum der  Fall  war,  und  brauchte  deshalb  weniger  vervielfältigt  zu  wer- 
den. Es  gilt  dies  auch  von  der  Schrift  „De  maximo  et  minimo^\  die 
Dach  Aschbach  auch  nur  in  Venedig  handschriftlich  vorkommen  soll. 
Uebrigens  darf  die  Schrift  ihrem  Inbalte  nach,  abgesehen  von  der  weit- 
schweifigen scholastischen  Darstellungs weise,  ganz  wohl  dem  Albertus 
zugeschrieben  werden,  ohne  dem  Klange  seines  Namens  irgendwie  Ab- 
bruch zu  thun. 

Bevor  wir  uns  speciell  zu  dieser  Abhandlung  wenden,  wird  es  wohl 
angezeigt  sein,    den    reichhaltigen    Codex   A.  50   der   Berner   Stadt- 

*  In  Wien  befindet  sieb  dieselbe  nach  meinen  Erkundigungen  nicht.  Es  exi- 
Btiren  aber  auch  dort  die  Schriften:  De  latitudinibus  formarum  und  De  maximo 
et  minimo  nicht  Das  Vorhandensein  der  Abhandlung  „De  quadratura  circuli*' 
auf  der  Stadtbibliothek  in  Bern  erwähnt  Adelung  in  seiner  Fortsetzung  des  Ch. 
G.  Joch  er 'sehen  Gelehrtenlexikons,  1.  lid.  S  455—457,  unter  dem  Artikel  „Alber- 
tos de  Saxonia":  ,, Schrieb  Tractatus  proportionum  (Venedig  1496)  und  Questio  de 
quadratura  circuli  et  alia  problemata,  handschriftl  in  der  Stadtbibliothek  Bern/' 
Wie  er  dazu  kommt,  auch  die  übrigen  Abhandlungen  so  ohne  Weiteres  dem 
Albertus  zuzuschreiben,  ist  mir  n  cht  bekannt;  der  neue  Handschrift enkatalog 
<ler  Berner  Stadtbibliothek  von  Hagen  berührt  die  Frage  des  Ursprungs  dieser 
Abhaudlimgen  gar  nicht.  Adelung  nennt  den  Geburtsort  des  Albertus  Riek- 
mersdorf  und  bezeichnet  die  übrigen  Lesarten  ab  irrig;  ich  bin  Aschbach  gefolgt. 

7* 
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bibliothek  etwas  näher  zn  betrachten.  Derselbe  ist  ein  Pergament- 
mannscript  aus  Sem  Anfang  des  XV.  Jahrhunderts,  in  Quart,  von  der- 
selben Hand  geschrieben,  gleichmässig  und  schön  bis  zu  Ende.  Er  enthält: 

1.  Blatt  l'^ — leS""  die  15  Bücher  Enklid's  mit  dem  Gommentar  des 
Campanus,  sehr  correct  und  schön  goschrieben  mit  feinen,  sauberen 
Figuren.  Dieselben  beginnen :  „  Incipii  geometria  eucUdis  cum  commenlo 
campani.  Puncius  est  illud  cui  pars  non  est.  etc.^'^  und  schliessen :  „  El  sie 
Sit  finis  huiiis  15.  libri  et  per  consequens  loiius  libri  geometriae  euclidis  cum 
commenio  campani  anno  domini  1412,  feria  guinla  atife  vnlentini  martirisj-*^  — 

2.  168' — 169'  eine  kurze  Abhandlung  ohne  Angabe  des  Verfassers ,  be- 
titelt: Incipiunt  demonstrationes  de  quadratura  circuli.'  Wir  werden  die- 
selbe unten  ebenfalls  vollständig  wiedergeben.  —  3.  169**  — 172":  Questio 
Alberti  de  Saxonia  de  quadratura  circuli.  —  4.  172** — 176"  folgende 
Abhandlung  ohne  Angabe  des  Verfassers:  Item  alia  questio  de  propor- 
tione  dyametri  quadrati  ad  costam  ejusdem.  Sie  beginnt:  „  ülrum  dya- 
meter  alicujus  quadrati  sit  commensurabiiis  cosiae  ejusdem  ,./*•  und  schliesst: 
„ad  3**"  polest  dici,  quod  isle  modus  arguendi  a  commulata  proporlionalilate 
non  tenet  in  Ulis  qune  sunt  diverser  um  specierum,  modo  cum  quadralum  et 
Hnea  non  sinl  ejusdem  speciei  ratio  lerlia  modicum  probavit,  Explicil  kaec 
questio,''^  —  Dann  folgt  ein  kurzer  Absatz,  wahrscheinlich  zum  Obigen 
gehörig,  beginnend:  „Dyameter  quadrati  ad  ejus  coslam  est proportio  medie- 
tatis  duplae  ...'^  und  schliessend:  ^^ergo  proportio  primi  ad  secundam  est  et 
dicilur  medielas  duplae  quae  est  .a.b.  ad  .b.c.  seil,  dyametri  ad  coslam, ^'^  — 
5.  176^  — 177"  die  Abhandlung,  betitelt:  Datis  duabus  lineis  inaequalibus, 
inter  eas  duas  medias  proportionales  invenire.  Sie  beginnt:  „Istudlfieo- 
rema  fuit  anliquitus  sie  inlroductum  ../'  und  schliesst:  „Inventae  sunt  igitur 
duae  lineae  eteJ'^  Der  Verfasser  ist  auch  nicht  angegeben.  —  6.  die  Ab- 
handlung 177*— 178*  ohne  Angabe  des  Verfassers.  Sie  ist  betitelt: 
Angulo  rectilineo  dato  equum  angulum  curvilineum  describere  et  econ- 
verso.  Sie  beginnt:  „Sit  angulus  reclilineus  efa/u^.b.a.c  .. /*  und  schliesst: 
„et  per  consequens  arcus  non  esset  equalium  drculorum,  ExplicitJ'  —  7.  Auf 
den  Blättern  180«— 190«  (Blatt  179  ist  leer)  die  zwei  Bücher  der  Arith- 
metik des  Thomas  Bradwardinus.  Titel:  Incipit  Arismetica  magistri 
Thomae  Brawardini  über  primus.  Anfang:  „Quantilalum  alia  magniludo  dici- 
lur, alia  discreta,  quae  multitudo  sive  numerus  appellalur.  Magnitudinum  alia 
immobilis  de  qua  geometer  considerat,  alia  mobilis  de  qua  astrologus  tractai."* 
Schluss :  „  Isla  igitur  sufficiant  pro  sententia  hujus  libri  arismeticae.  Explicil 
arismetica  doetoris  profundi  magistri  Thomae  Brawardini,  anno  domini  1411, 
quarta  die  mensis  Junii.  —  8.  Wieder  ohne  Angabe  des  Verfassers  190*" 
bis  198*  einen  Algorismus  proportionum,  und  zwar  ist  es  derjenige  des 
Nie.  Oresme.  Er  beginnt:  „Incipit  algorismus  proportionum.  (0)na  me- 
dielas in  afgorismo  proportionum  scribilur  sie  ^,  et  una  tertia  sie  ^  et  duae 
tertiae  sie   |   et  sie  de  a/iVs/*     Er  schliesst:    „Sic  igitur  se  habent  aspeclus 
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signorum  cell  secundum  istam  considerationem  ut  patet  in  figura.  Explicit 
iertius  traclatus  de  proporlionibus  irrationalibus.^^  *  Dieser  Tractat  weicht  in 
einigen  Stellen  von  dem  von  Herrn  Curtzo  veröffentlichten  ab.  —  9.  Auf 
deo  Blättern  199'  —  204^  ohne  Angabe  des  Verfassers  einen  Algorismns 
de  minntiis.  Titel :  „  Incipit  algoristnus  de  minutiis.  In  nomine  domini  amen,*' 
Anfang:  ,,(M)odum  representandi  seu  represenlationis  minuciarum  vulgarium 
oslendere,  Quia  in  fractionibus  sunt  duo  numeri,  seil,  numerus  numerans  et 
numerus  denominans^  ideo  in  fractionibus  primo  opportet  scire,  guid.sil  numerus 
numerans  et  numerus  denominans  "  Schlnss:  „Multiplica  tunc  2**"  per  S**"  et 
diüide  tunc  per  quartam  et  exibit  qui  fuit  ignotus :  quod  si  sint  aliae  proportiones 
tarnen  non  posui  plures,  quin  istae  ad  propositum  numerum  minuciarum  vulgarium 
et  physicarum  sufficiant.  Ejcplicit  Jlgorismus  de  minitciis.^*  ~7  lö.  Als  Schloss 
des  Mannscriptes  Blatt  205'— 213^  die  Mnsik  des  Boetius  abgekttrzt 
durch  C.  de  Muri.  Titel:  Incipit  musica  Boetii  abbreviata  per  C.  de 
Muri.  Anfang:  ,^Quoniam  musica  est  de  sono  relato  ad  numeros  aut  econtra, 
necessarium  est  musicam  utrumque  numerum  seil,  et  sonum  considerare^^  Schluss : 
..et  statim  in  ea  tidebitur  clarissime  monocordum  in  dyatonico  genere,  ut  hie  pateU^^ 

m 

Wir  geben  nun  nachfolgend  die  kurze  Abhandlung  2.,  Demonstra- 
tiones  de  quadratnra  circnli,  und  die  dem  Albertus  de  Saxonia  zu- 
geschriebene 3.  wortgetreu  wieder;  nur  in  der  Interpunction  durften  wir 
QD8  nicht  mit  der  mittelalterlichen  Kürze  begnügen.  Was  die  Abband - 
langen  4.,  5.  und  6.  anbetrifft,  so  scheint  es  mir,  der  Form  und  dem 
Inhalt  nach  zu  urtheilen,  ziemlich  wahrscheinlich,  dass  sie  von  demselben 
Verfasser  herrühren  wie  3.;  auch  bieten  dieselben,  wenigstens  4.  und  5., 
kein  geringes  Interesse  dar,  so  dass  eine  Veröffentlichung  derselben  in 
einem  spätem  Hefte  dieser  Zeitschrift  wohl  gerechtfertigt  sein  mag. 

„Jncipiunt  demonstrationes  de  quadratura  circuli. 

Circulum  quadrare  est  possibile.  Ponatur  circulus  quadrandus  cujus  semi- 
circulus  5f7.a.d.c.,  et  describantur  in  eo  duo  latera  quadrafi  inscriptibilis, 
quae  sunt  .  a .  d .  ß/  .  d .  c . ,  et  super  lineam  .  a .  d .  describatur  semicirculus .  a .  d . ; 
lunula*  ergo  .a.d.  sie  polest  quadrari:  quadratum  enim  .a.c.  est  per  penulti- 
mam  primi  Euclidis  duplum  ad  quadratum  .a.d.,  sed  .a.c.  est  dyqmeter  semi- 
circuli  . a . d . c . ,  et  ,&,ä,  est  dyameler  semicirculi  .a.d.,  ergo  per  2 •*•  1 2. 
Euclidis  semicirculus  .a.d.c.  est  duplus  ad  semicirculum  .a.d.,  ergo  semicir- 
culus .a.d.  est  equalis  portioni  .a.d.b.  quae  est  medietas  semicirculi  .a.d.c. 
ergo  cum  semicirculus  .a.flf.  et  porlio  .a.d.b.  (Fig.  8)  habeant  quoddam  com- 
mune seil,  portionem  contentam  ab  arcu  .a.d.  et  a  corda  .a.d.,  dempta  isla 
porlione  ab  utroque^  erit  lunula  .a.d.  equalis  triangulo  .a.d.b.  Sed  trianguli 
quadratum  scitur  per  ^ultimum  2'  Euclidis,  quare  et  lunulae. 


*  Geschrieben  steht  überall  limtUa. 
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Supponatur  ergo  quod  sU  possibilc  quadrare  lunulam  super  latus  qua- 
drali  descripiam,  et  sicui  köc  contingit,  Hn  contingit  quadrare  quamlibet  lunu- 
lam super  cujuscunque  figurae  circulo  inscriptibilis  latus  descripiam,  ut  super 
latus  exagoni.  Quae  supposüio  cottfirmari  polest  per  illud  principium^  quod 
praemittil  Campanus  primo  elementorum  Euclidis,  et  quo  ulilur  tn  demonstrando 
2am  22'  Euclidis,  quia  sicut  se  habet  hmula  super  latus  quadraii  descripta  ad 
lunulam  super  latus  eangoni,  ita  se  habet  quadratum  quodcunque  ad  aliguod 
aliud  per  illud  principium:  Quanta  est  quaelibet  magnitudo  ad  aliquant  2""*, 
tantam  necesse  est  esse  quamlibet  tertiam  ad  quarlnm.  Et  tunc  ex  7*  et  12* 
et  21*  5'  Euclidis  fncile  roncludes  hoc  quadratum  esse  equale  lunulae  descriptne 
super  latus  exagoni,  facilius  tarnen  concludes  illud  ex  permutata  proper tio- 
nalitate. 

Hoc  autem  praesupposito  demonstrabitur  quemcunque  circulum  posse  qua- 
drari,  Sit  enim  circulus  quadrandus  ut  prius  cujus  semicirculus  $it  .a.d.c, 
et  sumatur  linea  dupla  ad  ejus  dyametrum,  quae  sit  .e.h.,  et  super  eam 
describatur  semicirculus  .e.f.g.h.,  et  in  ipso  ducantur  tria  Intera  exagoni 
quae  sunt  .e.f.,  .f.g.,  .g.h.  et  super  illa  tria  latera  describantur  tres 
semicirculi,  seil  .e.n.f.,  .f.l.g.,  .g.k.h.  (t'ig.  9  u.  10.)  Cum  igitur 
linea  .e.h.  sit  dupla  ad  lineam  .a.c,  erit  quadratum  lineae  .e.h.  quadru- 
plum  ad  quadratum  lineae  .a.c.  per  4*""  2'  Euclidis  et  18*""  6'  ejusdem: 
igitur  cum  sit  eadem  proportio  circulorum  ad  invicem,  quae  est  quadrati  dya- 
metri  unius  ad  quadratum  dyametri  alterius  per  2""'  12*  Euclidis,  circulus 
cujus  dyameter  est  .e.h.  est  quadruplus  ad  circulum  cujus  dyameter  est  .a.c», 
et  semicirculus  .e.f. g.h.  quadruplus  est  ad  semicirculum  .a.d.c.  per  15*"" 
5 '  Eucl, ;  sed  unusquisque  semicirculorum  .e.n.f.,  .f.l.g.,  .g.k.h.  est 
equalis  semicirculo  .a.d.c,  quia  omnium  istorum  semicirculorum  dyametri  sunt 
äquales,  ergo  semicirculi  .a.d.c,  .e.n.f.,  .f.l.g.,  .g.k.h.  sunt  equales 
semicirculo  •  e .  f .  g .  h .  Demptis  igitur  tribus  portionibus  .  e .  m .  f . ,  .  f .  t .  g . , 
•  g.p.h.,  quae  sunt  communes  tribus  semicircidis  .e.n.f.,  .f.l.g.,  .g.k.h. 
et  semicirculo  .  e .  f .  g .  h . ,  relinquilur,  quod  semicirculus  .a.d.c  et  tres  lunulae 
.e.n.f.,  .f.l.g.,  .g.k.h.  sunt  equales  Uli  quod  est  residuum  de  semicirculo 
.e.f. g.h.  post  demptionem  trium  communium.  Est  autem  residuum  illud  figura 
quadrüatera  quae  continetur  a  quatuor  lineis  .e.f.,  .f.g.,  .g.h.,  ,Q,\\,sed 
quadratum  illius  figurae  scitur  per  ultimam  2 '  Euclidis ,  quare  et  quadratum  ei 
equale;  sed  ei  equales  sunt  semicirculus  .a.d.c  et  tres  lunulae  praedictae, 
igitur  ipsis  simul  junctis  scimus  equale  quadratum  posse  signare,  Sed  tres 
lunulae  ut  praehabitum  est  possunt  quadrari,  quare  et  tolus  circulus  cujus  dya- 
meter est  ,a,c,:  consequenlia  ultima  palet:  Si  enim  tribus  lunulis  per  se  est 
dare  tria  quadrata  equalia,  quibus  divisis  in  6  triangulos  datur  unum  quadra- 
tum equale  per  demonstralionem  ultimae  2'  EucL :  dempto  ergo  isto  quadrato 
equali  tribus  lunulis  de  quadrato  totali  equali  lunulis  ipsis^et  semicirculo  .a.d.c  , 
residuum,  quod  est  equale  semicirculo  remanet  figura  rectilinea  .a.c  et  per 
consequens  talia  quadrata  ut  docetur  super  ultimam  secundi  Euclidis.^'  — 
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Wir  erkennen  in  dieser  Abhandlung  den  Versuch  des  Hippokra- 
tes  Ton  Chios  (denn  als  selbstständige  Arbeit  dürfen  wir  sie  wohl  nicht 
betrachten),  den  Kreis  vermittelst  der  sogenannten  Monde  zu  quadriren, 
der  von  Eudemos  in  seiner  verloren  gegangenen  Geschichte  der  Geo- 
metrie beschrieben  nnd  uns  von  Simplikios  in  seinem  Commentar  zu 
der  Physik  des  Aristoteles  Überliefert  worden  ist.*  Der  Fehlschluss, 
von  der  Quadrirbarkeit  des  Mondes  Über  der  Vierecksseite  ohne  Weiteres 
auf  diejenige  des  Mondes  über  der  Sechsecksseite  zu  schliessen ,  ist  hier, 
wie  man  sieht,  nicht  umgangen,  sondern  im  Gegentheil  gestützt  worden 
durch  ein  höchst  allgemein  gehaltenes  Axiom  des  Campanus,  das  er 
seiner  Euclid  -  Ausgabe  hinzugefügt  hat:  „Quanta  est  aliqua  quantitas  ad 
quamlibel  aliam  ejttsdem  generis,  taniam  esse  quamlibet  tertiam  ad  aliquam 
quarlam  ejusdem  generis  in  quantitatibus  continuis  (necesse  C5/)."**  —  Wenn 
auch  die  hier  dargestellte  Kreisquadratur  verfehlt  ist,  so  bietet  die  Ab- 
handlung immerhin  ein  historisches  Jnteresse  dar,  indem  sie  zeigt,  dass 
diese  nach  Bretschneider  so  wenig  beachtete  Stelle  des  Simplikios 
schon  Ende  des  XIV.  oder  Anfang  des  XV.  Jahrhunderts  bekannt  war 
und  benutzt  worden  ist.  Ob  diese  Quadratur  ebenfalls  dem  Albertus 
zuzuschreiben  sei,  bezweifeln  wir;  denn  sonst  würde  wohl  in  der  einen 
Abhandlung  ein  Hinweis  auf  die  andere  zu  finden  sein,  zumal  die  fol 
gen  de  Schrift  die  verschiedenen  Quadraturen  versuche  erwähnt. 


Questio  Alberii  df  Saxonia  de  quadratura  circulL 

Queritur  lUrum  quadrare  circulum  sü  possibile. 

Arguitur  primo  qxtod  sü,  auclore  anfifoniis  et  brissonis,  qui  ut  dicit  phi- 
losophus  primo  elenchorum  et  primo  phystcarum  circulum  quadrare  sunt  conati. 
probalur  etiam  ratione,  quia  cutcumque  est  dare  quadratum  majus  et  quadra- 
tum  minus,  sibi  (?)  est  dare  quadratum  equale;  sed  circülo  est  dare  quadratum 
majus,  seil,  quadratum  circulo  circumscriptum ,  et  quadratum  minus,  seil,  quadra- 
tum inscriptum,  igitur  'etiam  est  dare  quadratum  circulo  equale.  2*.  sie  si  non 
esset  dare  quadratum  circulo  equale,  sequeretur,  qtiod  fteret  transitus  de  ma- 
jore ad  minus,  sive  de  extremo  ad  extremum  transeundo  per  omnia  media, 
et  tarnen  nunquam  perveniretur  ad  equale  vel  ad  medium-,  sed  hoc  est  falsum, 
igitur  probo  consequentiam ,  quia  sit  unum  quadratum  circulo  inscriptum  et 
incipiat  hoc  conlinue  augeri  uniformiter  donec  ftat  majus  circulo ;  si  igitur  fuit 
ahquando  circulo  equale,   habetur  propositum,  si  non,  transitus  factus  est  de 


*  Vergl.  Bretschneider,  Die  Geometrie  und  die  Geometer  vor  Euclides, 
1«70,  S.  100  etc. 

**  Aelteste  Euclid -Ausgabe  nach  Campanas,  Venedig  1482,  S.  2. 
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minore  ad  majus  respectu  istius  circuli  el  nunquam  perveniutn  est  ad  equale, 
3**.  sie:  sicui  se  habet  sphera  ad  cubicari,  ita  circulus  ad  quadrcwi  ;  sed 
sphera,  potcst  cubicari,  ut  pateij  si  aquam  replentem  vq§  s/fhericum  infunda- 
mus  ad  vas  quadraticum  sive  cubicum. 

Opposilum  arguitur  sie:  si  circulus  potest  quadrari,  quadratum  passet 
eirculari;  tenet  consequentia ,  cum  non  videatur  esse  major  ratio  de  uno  quam 
de  alio .-  falsitas  consequentis  videtur  tenere ,  ex  eo  quod  non  videtur  esse  tra- 
dita  aliqua  ars  quadratum  circulandi.  2*.  sie:  circulum  quadrare  est  qua- 
dratum equale  circülo  invenire,  sed  hoc  invenire  est  impossibilCy  quia  si  latera 
quaärati  exlendantur  equaliter  a  centro,  superficies  circularis  erit  muJto  capa- 
cior  quam  erat  ante  ipsum  quadratum^  quod  patet  'ex  libello  de  corporibus 
isoperimeiris ,  ubi  dicitur,  sphera  omnium  corporum  isoperimetrorum  esse 
maximum.  Item  confertur  ex  alio,  quia  non  potest  inveniri  quadratum  cujus 
medietas  sil  equalis  medietaii  circuli,  igitur  nee  potest  reperiri  quadratum  quod 
Sit  equale  circulo;  tenet  consequentia,  quia,  quorum  dimidia  sunt  inequalia,  et 
ipsa ;  antecedens  probatur,  quia  omnis  figura  recUlinea  sub  angulis  continetur, 
quibus  impossibile  est,  angulos  semicircüli  esse  equales,  igitur  nullius  circuli 
medietas  medietaii  quadrati  potest  esse  equalis ;  tenet  consequentia,  quia  per 
equalitatem  angülorum  Eudides  et  Campanus  probant  equalitatem  figurarum, 
sicut  patet  in  4**  propositione  el  in  commento  ejusdem  primi  Euclidis  quae  in- 
cipit:  omnem  duorum  etc.  Antecedens  quoad  primam  ejus  partem  patet,  sciL 
quod  omnis  figura  rectilinea  sub  angulis  continetur,  quia  si  non  sub  angulis 
sed  sub  angulo  passet  conlineri^  sequeretur  quod  duae  lineae  rectae  possent  clau- 
dere  superficiem ,  quod  est  contra  ultimam  petitionem  primi  Euclidis :  sed  quoad 
secundam  partem  patet,  seil,  quod  anguli  rectilinei  et  anguli  semicircüli  non 
possunt  esse  equales :  nam  hoc  demonstratum  ^i  supra  (?)  in  3.  hujus  seil. 
Euclidis.  In  isla  questione  primo  distinguendum  est  de  quadratura  circuli; 
2**.  ponendae  sunt  conclusiones  et  redeundum  (?)  est  quesito  (?).* 

Quantum  ad  primum,  sciendum  (est)  quod  quadraturam  circuli  possumus 
intelligere  quinque  modis.  Uno  modo  quadrare  circulum  est  ipsum  duabus 
dyametris  orthogonaliter  se  secantibus  in  cenlro  in  quatuor  partes  equaliter 
dividere,  el  isto  modo  loquilur  Campanus  in  theorica  sua  et  mulH  alü  docto- 
rum  de  quadratura  circuli,  quando  circulum  jubent  qdadrari.  Secundo  modo 
per  quadraturam  circuli  possumus  intelligere,  ipsum  in  quadratum  vel  in  figu- 
ram  aliqualiter  similem  quadrato  reducere  (reduci)  pösse  per  circumdecisionem 
et  earum  Situs  transpositionem ,  et  isto  modo  rüdes  loquuntur  el  inieUigunt  de 
quadratura  circuli,  TerUo  modo  per  quadraturam  circuli  possumus  intelligere 
inventionem  alicujus  quadrati^  non  tamen  quod  sit  equale  circulo y  sed  latera 
ejus    simul  juncta    sunt   equalia   circumferentiae  circuli  in   rectum   exlensae, 


*  Die  beiden  letzten  Worte  sind  sehr  undeutlich  geschrieben;  sehr  wahr- 
scheinlich ist  gemeint,  es  sei  am  Schlüsse  eine  Eecapitulation  über  das  Gänse 
vorzunehmen. 
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el  isto  modo  Campanus  quadravii  circulum,  Quario  modo  possumus  inlelligere 
per  quadrare  circulum  invenire  quadratum  equale  circulo,  cujus  laier a  simul 
juncta  ctim  hoc  Q)  sinl  equalia  circumferenliae  circuli  in  rectum  exiensae, 
Quinta  modo  possumus  inlelligere  per  quadraluram  circuli  invenire  unum  qua- 
dratum equale  circulo.  —  Secunda  distinctio  est  isla,  quod  quadratura  circuli 
3*.  et  5**.  modo  diclo,  quaedam  est  ad  sensum,  quaedam  ad  intelleclum,  el 
quaedam  ad  ulrumque.  Quadrare  circulum  terlio  modo  ad  intelleclum  est  pro- 
bare aliquod  quadratum  cujus  latera  simul  juncta  sunt  equalia  circumferenliae 
circuli  in  rectum  exlensae,  et  isto  modo  non  est  dubium  quin  circulus  sie  qua- 
drari  possil,  quia  non  est  dubium  quin  aliqua  linea  recia  sit  equalis  circum- 
ferenliae in  rectum  extensae,  quae  si  iw  4  partes  equales  dividatur,  et  partes  ad 
invicem  ad  angulos  rectos  junganlur,  constituunt  unum  quadratum.  Quadrare 
atUem  circulum  tertio  modo  ad  sensum  est  invenire  unum  quadratum,  cujus 
latera  simul  juncta  constituunt  unam  lineam ,  quae  si  objicerelur  visui  una  cum 
circumferentia  circuli  in  reclam  extensa,  visus  nequaquam  posset  ponere  differen- 
titm  inier  illas,  sed  judicaret  unam  esse  taniam  quantam  aliam,  Sic  similiter 
quadratura  circuli  5^.  modo  dicta ,  quaedam  est  ad  ititellectum,  ut  invenire 
unum  quadratum  et  hoc  demonstrative  probare  esse  equale  circulo :  et  quaedam 
est  ad  sensum,  ut  farere  et  invenirß  unum  quadratum,  inter  quod  et  aliquem 
circulum  sensus  nequit  ponere  differentiam ,  nee  considerare  quae  istarum  super- 
ficierum  sit  majoris  capacilatis,  ymo  judicat,  unam  alteri  esse  equalem.  Qua- 
drare aulem  circulum  3^.  modo  ad  ulrumque,  scilicet  tarn  ad  sensum  quam  ad 
inlellectum  ,  est  aliquod  quadratum  invenire  el  demonstrative  probare ,  quod  illius 
latera  simul  juncta  sint  equalia  circumferenliae  alicujus  circuli  in  rectum  ex- 
tensae,  et  cum  (?)  hoc  quod  inter  latera  illius  quadrati  simul  juncta  et  circum- 
ferenüam  circuli  in  rectum  exlensam  sensus  non  possei  ponere  differentiam; 
sie  conformiter  dicamus  de  quadratura  circuli  5^.  modo  dicta  ad  ulrumque  seil, 
tarn  ad  sensum  quam  ad  intelleclum. 

Quantum  ad  secundum  principale  sil  prima  conclusio  isla:  quadratura 
circuli  primo  modo  dicta  est  possibilis;  hoc  patet  cuilibel  intuenti,  quare  non 
oportet  ipsam  modo  demonstrare.  2<».  conclusio  est,  quod  loquendo  de  qua- 
dratura circuli  secundo  modo  dicta,  seil,  quod  islae  partes  circumferenliae 
circumjactae  constiluanl  quadratum  equale  circulo,  dico  quod  est  impossibilis 
nee  scibilis  nee  demonstrabilis ;  probatur,  quia,  postquam  partes  circumferen- 
liae sie  sunt  circumjactae,  non  resultat  figura  quadrata,  cum  non  omnes  ejus 
anguli  sunt  recti,  ymo  nullus  ejus  angulus  est  rectus;  et  ex  alia,  quia  isla 
figura  non  est  equalis  circulo  ex  eo  quod  est  circulo  inscripta,  Si  tamen 
intelligüur,  quod  circumferentia  polest  sie  dividi  in  quatuor  partes  equales  quae 
per  earum  transposilionem  constituunt  talem  ftguram  aliqualiler  similem  qua- 
drato ,  non  est  dubium  quin  hoc  sit  possibile ,  sicut  possibile  est  quadrare  cir- 
culum primo  modo,  Tertia  conclusio:  quadratura  circuli  tertio  modo  dicta  est 
possibilis  et  ad  sensum  et  ad  inlellectum.  Probatur  primo  quoad  sensum  per 
Campanum  qui  sie  quadravii  circulum,   asser  ans  secundum  asser  tionem  mullo- 
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riim   phtlosophorum ,   circumferentiam  circuli  continere  diametrum  ter  et  septi- 
mam   ejus  parlem,    et   cum   diameler  sit  linea  recta.  patet  quod,    si  Ires  dia- 
melros   cum  seplima  parte  ejusdem  diametrt  ad  invicem  jungamus,   conslUuent 
unam  lineam  reclam  equalem  circumferentiae  circuli  in  rectam  extensae,  quae 
si  visui  ohjiceretur   una   cum    circumferentia   illius   circuli  in  rectam  extensa^ 
i^isus  nequit  ponere  differeutiam  inter  eas,  sed  penilus  judicarel  eas  esse  equales, 
etiam  adhuc  si  una  alleri  supponeretur^   et  isla  linea  tunc  divideretur  in  qua- 
tunr  partes  equales,  et  si  fteret  unum  quadratum  ex  Ulis,  esset  quadrare  cir- 
rulum  3**.  modo  et  hoc  est  possibiie,  igitur  etc.     Quod  autem  quadratura  cir- 
culi  3^.  modo   dicta   sit  possibilis   ad  intellectum,   patet  auctore  Arislotelis  in 
praedicamentis ,    ubi   dicit,    quadratura   circvli,    si  est  scibilis,   nondum  scita; 
hoc  autem  non  intellexit  de  quadratura  circuli  primo  modo  dicta,  quin  illa  est 
scita,    nee   de  quadratura  2*.  modo  dicta,   quia  illa  est  impossibilis ,    nee  4*. 
modo  dicta,  quia  isla  etiam  est  impossibilis ,  ut  statim  probabitur,  nee  b**.  modo 
dicta ,  quia  isla  est  scita ,  ut  patebit  in  una  conclusione  ponendarum :  ergo  in- 
tellexit  de   quadratura  3**.  modo  dicta.     Isla  enim,    quamvis^  sit  scibilis  forte, 
nondum   est  scita,   ex  eo  quod  forte  nondum  per  artem  est  inventum  nee  de- 
monstratum   ad  intellectum   circumferentiam   circuli  habere   se  in  proportione 
tripla  sesquiseytima  ad  diametrum,  nee  aliquam  lineam  rectam  equalem  circum- 
ferentiae: nihilominus  est  demonstrabile  ad  intellectum  quamvis  difficile ,  et  ideo 
quadratura   ipsius   circuli  ipsius   Campani   est  ad  sensum    non  ad  intellectum. 
Quarta  conclusio.    quadratura  circuli  quarto  modo  dicta  est  impossihilis ,  seil, 
aliquod  quadratum  esse  equale  circulo,  cujus  latera  simul  juncta  sint  equalia 
circumferentiae  circuli  in  rectam  extensae-,   haec  (conclusio)  patet  ex  eo  quod 
figura    circularis    inter   omnes   alias  est  capacissima.     Br etiler  de  quadratura 
circuli  nee  primo  modo,   nee  secundo,    nee  terlio,   nee  quarto  modo  principa- 
liter   intendo,    sed  de  quadratura  circuli  5®.  modo  dicta  principaliter  intetido, 
seil,    demonstrative   probare    aliquod  quadratum   esse  equale   circulo.      Quinta 
conclusio  ad  probandum  quadraturam  circuli  hie  intentam  sit  isla :  omnis  figura 
rectilinea    eqniangula  et  equilatera  est  equalis  Iriangulo  orthogono,   cujus  alte- 
rum    lalerum    rectum    angulum    continentium   est  equale  tineae  rectae,    quam 
omnia  latera  illius  figurae  simul  juncta  constituunt ,  et  reliquum  laterum  angu- 
lum  rectum   constituentium   equale  lineae  a  centro  ejusdem  figurae  ad  aliquod 
suoriim    laterum   perpendiculariter   ductae :   verbi  gratia :    sit  figura   rectilinea 
equilatera  .a.b. cd.  et  equiangula,  cujus  centnim  sit  .e,,  ducaturque  linea  a 
centro  .e.  (Fig.  11)   tisque   ad   aliquod  latus   illius  figurae  perpendiculariter, 
seil,  ad  latus  .a.b.,   tangens  latus  .a.b.  in  puncto  .f..  sitque  triangulus  ortho- 
gonus  .e.f.g.,    cujus   aller  um   laterum   rectum   angulum   constituentium,    seih 
.e.g.  Sit    equale   omnibus   lateribus   illius  figurae   simul  junctis,    et  reliquum 
laterum   rectum    angulum   constituentium,   seil.  .e.f.  sit   equale  lineae,   vel  sit 
ipsamel    linea    perpendiculariter    ducta   a   centro  .e.   ad  latus  .a.b.   tangens 
ipsum   in  puncto  .f.;    tunc    dico   quod  figura  .a.b. cd.  est  equalis  triangulo 
.e.f.g.     Hoc  probatur  sie-.    Illa  tota  sunt  equalia,  quorum  partes  similis  de 
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nominalionis    unius   sunt   eqiiales  partibus   similis  denominationis  alleriusi   sed 
modo   ila   est,    quod  partes  simiiis  denominationis  figurae  equiangnlae  et  equi- 
laterae  . a.  b .  c .  d .  sunt  eguales  partihns  similis  denominaüonis  triangtdi  .  e .  f .  g ., 
igitur  etc.;   major  est  notn  per  unam  propositionem  quinii  EuclitHs,   quae  sie 
dicit:    si  fuerint  quotlibet  quantitales   aliarumque   totidem    equemuttiplices   aut 
singuhe  singtdis  equales,  necesse  est,  qxiemadmodum  utia  enrum,  totumque  ex 
bis  aggregatum  ad  omues  Utas  pariter  acceptas  simiiiier  se  habere,     Sed  minor 
probalur.    ducam    enim   a  centro  .e.  ad  quemlibei  angulum  figurae  praedictae 
.a.b. cd.   lineam   rectam   et   erunt  quatuor  trianguH  equales ^   seil,  .e.b.a., 
.e.b.c,  .e.cd.  et  .e.d.a.,   qui  ex  eo  sunt  equales  quod  cujuslibet  laiera 
unius  sunt  equalia  lateribus  alter ius^  et  quilibet  istorum  triangulorum  est  quarta 
pars  figurae  equilaterae  et  equiangulae  .  a .  b .  c .  d .     Rursus  dividam  latus  .  e .  g . 
irianguli  .e.f.g.  in  A^^,  partes  equales,  quaelibet  illarum  partium  erit  equalis 
uni  lateri  figurae   .a.b. ed.,    quarum   una  partium   lateris  .e.g.  sit  .e.h., 
altera  .h.l.,  3",.l.k.,  4**.   .k.g.     Postea  ducam  a  puncto  .f.  ad  punctum 
.h.  lineae  .e.g.  lineam  .f.h.,  et  ad  punctum  .1.  lineam  .f.l.,  et  ad  punc- 
tum .k.  lineam  .f.k.,  et  erit  triangulus  .e.f.g.  re solutus  in  quatuor  triangu- 
los  equales,    ex   eo   quod   omnes   Uli  trianguH  quatuor   cadunt  super  equales 
bases,    et  altitudo   omnium   eorum   est  linea   .e.f.,    quare  per  primam  sexti 
Euclidis  erunt  equales.     El  similiter  quilibet  triangulorum  .e.f.g.  trianguH  est 
equalis  cuilibet  triangulorum  figurae  .a.b. ed.,    ex  eo  quod  basis  cujuslibet 
trianguH  trianguH  .e.f.g.  est  equalis  basi  cujuslibet  trianguH  figurae  .  a .  b .  c .  d ., 
€l  una  est  altitudo  omnium,  seil,  linea  .e.f.,  quare  per  primam  sexti  Euclidis 
sequitur  eos  esse  equales;  prima  enim  sex H  Euclidis  dicit  sie:  siduarum  super ficie- 
rum  equedistantium  laterum  sive  triangulorum  fuerit  altitudo  una ,  tanta  erit  alter- 
utra  earum  ad  alteram ,  quanta  sua  basis  ad  basim  alterius,    Erunt  igitur  quatuor 
partes  seu  quatuor  quartae  trianguH  .e.f.g.  equales  quatuor  quartis  figurae  equi- 
angulae ei  equilaterae  .  a .  b .  c .  d . :  quare  sequitur,  cum  partes  similis  denomina- 
tionis figurae  equilaterae  et  equiangulae  .  a .  b .  c .  d .  sint  equales  totidem  partibus 
similis   denominationis   trianguH  .e.f.g.,    sequitur  totam  superficiem    figurae 
•  a .  h .  c .  d .  esse  equalem  toii  super ficiei  trianguH  .e.f.g.,  quod  fuit  probandum. 
Et  idem  esset,   si  talis  figura   equUatera   et  equiangula   esset  pentagona,    vel 
exagona,  vel  quotrunque  angulorum,  vel  quolcunque  laterum  equalium, 

Sexta  conclusio:  omnis  circulus  est  equalis  triangulo  orthogono  cujus 
allerum  laterum  rectum  angulum  continentinm  est  equale  circumferentiae  in 
reclam  extensae,  et  reliquum  latus  rectum  angulum  continentium  est  equale 
semidiametro  ejusdem  circuH.  Ad  quam  conclusionem  probandam  suppono 
primoj  omnem  figuram  alteri  inscriptam  Uli  cui  inseribitur  minorem  esse, 
ejusque  laiera  simul  juncla  lateribus  ilHus  cui  inseribitur  breviora,  2^,  sup- 
pono,  omnium  triangulorum  orihogonorum  illum  majorem  esse,  cujus  ambo 
laiera  angulum  rectum  constituentia  sunt  majora  reliquis  lateribus  reliqui  anguli 
orikogoni  angulum  rectum  conslituentibus ,  aut  alter  um  reliquo  unius  et  allerum 
rdiquo  ipsum  respiciente  equale,  sicut  patet  in  his  triangulis  .e.b.c.  et  .e.d.f. 
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6?/  .e.d.a.*     3^  supponoy   proposiiis   duahus   quaniitalibus  conlinuis  u  majore 
majorem   minore  posse  resecare(i).     Isla  patei  ex  eo  guod  quilibei  ea:ces8us, 
quo  una  quantilas  aliam  excedil,  est  divisibilis.     Bis  supposiiis  probo  conclu- 
sionem  sic:  Eslo  enim  circulus  .a.b.,  cujus  centrum  sü  .e.,  sitque  Iriangulus 
ortkogonus  .e.b.c,  cujus  latus  .e.e.  sii  equale  circumferentiae  circuli  .a.b.  m 
reclam   exten sae^    et  reliquum  latus  rectum  .e.b.  sil  semidiameter,    seu  equale 
semidiametro  circuli  .a.b.      Tunc  dico  triangulum  .e.b.c.  esse  equalem  circulo 
.a.b     (Fig.  12.)     Probatur  sie.  quia  Iriangulus  .e.b.c.  nee  est  major  nee  est 
minor  circulo  .a.b.,  igitur  sibi  equalis:   tenei  consequentia ,  quia  omnes  quan- 
iitates ,  qunrum  una  non  est  major  nee  minor  alia,   sunt  equales,     Sed  probo 
antecedens,  et  primo  quod  iriangulus  .e.b  c.  non  sit  minor  circulo  .a.b.     Nam 
si  siCj    tunc  per  tertiam  suppositionem  a  circulo  .a.b.  figura  major  triangulo 
.e  b.c.  posset  resecari,  sed  hoc  est  falsumi  nam  sit  illa  figura  poligonia  equi- 
lalera   et  equiangula    circulo    inscripta  .f.g.hi.k.I.m.n.,    a   cujus  centro  .a. 
ducatur  linea    a.o.  per pendiculariter  super  latus  .f.g.  (Fig.  13),  tunc  per  con- 
clusionem  quinlam  jam  ante  demonstratam  illa  figura  poligonia  et  ociogonia  eril 
equalis  triangulo   orlhogono,    cujus   alterum  lalerum  rectum  angulum  coniinen- 
tium    est  equale   omnihus  lateribus  illius  figurae  simul  junctis,   et  reliquum  est 
equale  lineae  perpendiculari  .a.o.;    sed  latera  praedictae  figurae  simul  juncta 
circumfereniia  circuli  in  reclam  exten sa  sunt  breviora,  ul  palet  per  secundam 
partem   primae  suppositionis ,   et  linea  .a.o.  est  breviur   semidiametro  ^    igitur 
Iriangulus    ortkogonus,    cujus   duo    latera   rectum   angulum   constiluenlia  sunt 
eaedem  lineae,  est  minor  triangulo  orihogono  .e.b.c   per  secundam  suppositio- 
nem,  quem  seil,   triangulum  .e.b.c.  vellcs   esse  equalem  circulo  .a.b.:    quare 
etiam  sequitur  figuram  iilam  poligoniam  a  circulo  resecalam  non  esse  majorem 
triangulo  .e.b  c. ;  quare  sequitur,  quod  circulus  .a.b.  non  est  major  triangulo 
.e.b.c.  quod  fuit  probandum.      Nee  polest  dici,   quod  Iriangulus  .e.b.c.  sil 
major  circulo  .a.b.,   quia  sic  a  triangulo  .e.b.c.  possei  una  quantilas  major 
circulo  .a.b.  resecari  per  3"".  suppositionem,  sed  hoc  est  falsum,  quia  si  sic, 
tunc  resecetur  ab  eo  una  quantilas  seu  una  figura  poligonia,  quae  sil  .a.p.q.r.s.tv.x. 
quae  si  est  major  circulo  .a.b.  polest  sibi,  vel  equali  sibi,  esse  circumscripta, 
quam  tarnen,  si  est  circumscripta  circulo  .a.b.  probo,  quod  impossibile  est,  ipsam 
esse  minorem  triangulo  .e.b.c.  (Fig.  14).    Nam  si  esset  minor  triangulo  .e.b.c. 
et  resecala  ab  eo,    sequerelur,   triangulum  orthogonum,  cujus  alterum  lalerum 
rectum   angulum   conslilueniium   est   equale   omnibus    lateribus  figurae   circum- 
scriptae  simul  junctis  et  reliquum  lalerum  equale  lineae  duclae  a  cenlro  ejus- 
dem  figurae  perpendictdariter  ad  unum  suorum  lalerum,  esse  minorem  triangulo 
.e.b.c,  quod  est  falsum:   tenel  consequentia  per  quinlam  conclusionem  prius 
demonstratam,  ex  eo  quod  isle  Iriangulus  est  equalis  Uli  figurae:  falsilas  con- 


*  Bei  den  beiden  letzten  Dreiecken  sind  die  Buchstaben  nicht  richtig  an- 
gegeben; 68  soll  wohl  heiesen:  .e.a.f.  et  .c.d.a.  Uebrigens  ist  diese  Suppositio 
höchst  überflussig. 


Der  Tract.  „De  quadratnra  circnli*^  defi  Albertus  de  Saxonia.      93 

sequentis  paiei,  quia  omnia  lafera  ftgurae  circumscriptae  sunt  longiora  circum- 
ferentia  circuli  inscripti  in  rectam  extensa^  ut  palet  per  secundam  partem 
primae  suppositionis ,  quae  guidem  laiera  omnia  figtirae  circumscriptae  simul 
juneta  unum  de  Interibus  trianguli  equalis  Uli  figurae  poligoniae  angulum  rectum 
continentibus  constituunt,  et  religuum  de  eisdem  lateribus  angulum  rectum  con- 
sHluentibus  est  eguale  semidiametro .-  igitur  per  secundam  partem  secundae  sup- 
posiUonis  triangulus  talis  orthogonus,  gut  est  eguaiis  ftgurae  Uli  poligoniae 
circumscriptae  circulo^  est  major  trianguio  .e.b.c,  quare  etiam  figura  illa 
poligonia  circulo  sie  circumscripta  est  major  trianguio  .e.b.c,  quare  sequiturj 
quod  non  est  sibi  minor,  nee  ab  eo  resecata,  et  eodem  modo  arguerem  de 
quacunque  alia  figura  poligonia  majori  ipSo  circtdo.  Sic  igitur  probatum  est, 
quod  triangidus  .e.b.c.  non  est  major  nee  minor  circulo  .a.b.,  quare  sequitur, 
quod  Sit  equalis,  quod  fuit  probandum. 

7*.  conclusio:  quadratura  circuli  quinio  modo  dicta  est  scibilis  et  scita, 
demonstrabilis  et  demonstrata:  probatur:  demonstratum  est  circulo  egualem 
triangulum  assignare ,  et  demonstratum  est  quadratum  equale  trianguio  invenire, 
igitur  demonstratum  et  scitum  est,  quadratum  eguale  circulo  invenire-,  tenet 
consequeniia,  quia  quaecunque  sunt  equalia  inter  se,  quicquid  est  equale  uni, 
est  equale  alteri:  sed  antecedens  quoad  primam  ejus  partem  patet  ex  dictis, 
et  quoad  secundam  ejus  partem  patet  ex  ultima  secundi  Euclidis,  quae  dicit, 
dato  trigono  equum  quadratum  invenire. 

Ad  rationes,  et  primo  ad  raliones  ad  oppositum.  Illae  enim  probant 
intentum :  verumtamen  (.*)  ponentes  illas  rationes  ad  alium  intellectum  intendebant 
de  quadratura  circuli,  et  ad  illum  intellectum,  Aristoteles  improbavit  Brissonem 
et  Antifontem:  Brisso  forte  intendebat,  quod  esset  dare  quadratum  equale  cir- 
ado,  cujus  omnia  latera  simul  juneta  essent  eqUalia  circumferentiae  in  rectum 
extensae,  et  hoc  est  impossibile  sicut  dictum  est  in  una  conclusione,  quamvis 
etiam  ratio  Brissonis  tene  probet  quadraturam  circuli,  quamvis  non  ad  intel 
lectum  Brissonis,  cum  hoc  tarnen  slat  et  verum  est,  quod  major  illius  rationis 
non  est  universaliter  vera,  quia  angulo  portionis*  datur  bene  angulus  recti- 
lifieus  major,  sicut  est  angulus  rectus,  et  angulus  rectilineus  minor:  non 
Urnen  datur  angulo  portionis  angulus  rectilineus  equalis,  et  igitur,  quamvis 
verum  sit  quod  ratio  prima  concludit,  tarnen  major  illius  rationis  non  est 
universaliter  vera,  Similiter  dico  de  2*.:  quamvis  verum  sit,  quod  ipsa 
concludit,  tamen  illud,  quod  reputatur  esse  falsum  in  ea,  est  valde  pos- 
sibite:  potest  enim  fieri  transitus  de  minore  ad  majus  transeundo  quodlibe^ 
punctum  inter  majus  et  minus ,  et  nunquam  peroenire  ad  equale.  Verbi  gratia : 
fäiquis  enim  angulus  rectilineus  est  minor  angtdo  portionis  et  aliquis  est  major 


*  Unter  anguHus  portionis  ist  der  Winkel  verstanden  gebildet  von  der  Peri- 
pberie  and  einer  Sehne;  er  spielt  nebst  dem  angulus  contingentiae  oder  contactus^ 
gebildet  von  der  Peripherie  und  einer  Tangente,  beiEuclid,  Campauus  und 
späteren  Geometem  eine  wichtige  Rolle;  noch  C  lavius  widmet  in  seiner  3.  Euclid- 
Aosgabe  diesen  Winkeln  13  Folioseiten  (8.  133—145  und  S.  245)! 
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eodem ,  sicul  est  angulus  reclus ;  et  possibile  est  quod  angulus  recUlineus  acutus 
contiime  (vigeatur,  donec  fiat  equalis  angulo  reclo ,  et  tarnen  nunguam  fit  equalis 
angulo  portionis,  quod  patet,  si  aliqua  linea  rectn  una  cum  diametro  alicujus 
circuli  constiluerel  unguium  rectum,  et  (diameter)  continue  moveretur  versus 
lineam  contingentem  circulum,  donec  ipsum  cooperiret,  et  istud  salis  clare  ponil 
Cnmpanus  et  deducit  super  15.  propositionem  tertii  Euclidis.  3".  ratio  prohat 
verum  ^  sicut  est  illud,  quod  aliae  rntiones  intendunt  concludere. 

Posten  ad  rationes  quae  videntur  esse  contra  conclusionem  prmcipaUter 
intentam.  Ad  primam:  quando  dicilur,  si  circulus  posset  quadrari ,  quadratum 
posset  circulari,  concedo  ad  islum  intellectum,  quod  possibile  est  invenire  dr 
culum  equalem  quadrato,  sicut  est  possibile  invenire  quadratum  equale  circulo, 
et  hoc  ad  intellectum  positum  in  questione:  et  quando  dicitur,  si  latera  alicujus 
quadraii  extendantur  equaliter  a  centro,  non  erit  superficies  equalis  snperficiei 
prius  exientae,  certe  verum  est,  nee  hoc  oportet  ad  quadraturam  circuli:  ymo 
dictum  est,  quod  impossibilc  est,  aliquod  quadratum  esse  equale  circulo ,  cujus 
omnia  latera  simul  juncta  sint  equalia  circumferentiae  in  rectum  exlensae.  Ad 
aliam:  quando  dicebatur,  impossibile  est  invenire  quadratum,  cujus  medielas 
Sit  equalis  medietati  circuli,  hoc  nego,  et  quando  dicebatur,  data  aliqua  medie- 
late  alicujus  quadrati,  anguli  istius  figurae  non  sunt  equales  aliquibus  angtdis 
semicirculi,  adjuto  (?),  et  quando  dicitur,  igitur  nee  medielas  quadrati  medietati 
circuli  est  equalis,  nego  consequentiam ,  et  quando  dicitur y  Euclides  et  Cam- 
panus per  equalitatem  angulorum  probant  equalitatem  figurarum ,  bene  voloj  ex 
hoc  tamen  non  sequilur,  quod  inequalilatem  angulorum  sequeretur  inequalHas 
figurarum,  et  cetera. 

Aus  dieser  Abhandlung  ersehen  wir,  dass  Albertus  de  Saxonia 
den  gleichen  Fehler  begeht;  wie  alle  seine  Vorgänger  seit  Boetius,  die 
sich  mit  der  Kreisquadratur,  resp.  Ausmessung  des  Kreises  beschäftigt 
haben,  nämlich  das  Verhältoiss  des  Kreisumfanges  zum  Durchmesser 
geuau  gleich  3^^  anzunehmen.  Boetius  selbst  bedient  sich  in  seiner 
Geometrie ''^  bei  Berechnung  der  Fläche  eines  Kreises  und  eines  Halb- 
kreises des  Verhältnisses  ^\  es  ist  indess  anzunehmen,  dass  er  die  Un- 
genauigkeit  dieses  Werthes  wohl  kannte,  denselben  aber  als  für  die 
Praxis  genügend  erkannte  und  deshalb  bei  seinen  Flächenberechnungs 
beispielen  anwandte.  Es  geht  dies  auch  aus  einer  Stelle  in  seinem  Com- 
mentar  zu  den  Kategorien  des  Aristoteles  hervor,  wo  Boetius  erklärt, 
was  man  unter  Quadratur  des  Kreises  verstehe,  aber  kein  weiteres  Ver- 
fahren angiebt;  er  fügt  dann  hinzu:  ,,  Aristotelis  quidem  temporibus  non 
fuisse  inventum  videlur  (seih  quadratum  aequale  circulo):  post  vero  repertum 
est,  cujus  quoniam  longa  demonstratio  praetermiltenda  est. ^'**    Nach  Boetius 


*  Edid.  Friedlein,  Leipzig  1867,  S.  423  u.  424. 

**  Nach  Ersch  und  Grub  er:  Allgemeine  Encyclopädie,  11.  Theil,  schrieb 
Boetius  auch  über  die  Quadratur  des  Kreises,  welches  Werk  aber  verloren  ge- 
gangen sei.  Woher  Er  seh  und  Grub  er  diese  Angabe  haben,  ist  mir  nicht  bekannt. 
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haben  Gerbert,  Adelbold  vod  Utrecht  und  Franco  von  LUt- 
ticb^  bei  der  Berechnang  des  Kreises  nnd  der  Kagel  das  Verhältniss 
21  angewandt,  aber  nur  der  Letztere  hat  sich  mit  der  eigentlichen  Qua- 
dratur beschäftigt,  ist  jedoch  zu  keinem  Ziele  gelangt,  da  ihm  die  Ver- 
wandlung des  Rechtecks  in  ein  Qaadrat  noch  nicht  bekanunt  war.**  Nach 
Franco  von  Lüttich  wird  als  nächster  Verfasser  einer  Kreisquadratur 
genannt  Campanus  vonNovarra.  Diese  kurze  Schrift  findet  sich  an 
mehreren  Orten  gedruckt,  so  in  dem  Werke  von  Lucas  Gauricus, 
betitelt:  „Tetragonismus ,  id  est  circuli  quadratura  per  Campanum,  Archi- 
medem  Sjracnsanum  atque  Boetium,  mathematicos  perspicacissimos  ad- 
inventa.  Venetiis  1503^';  von  Job.  Cesarius  Juliacensis  nebst 
einigen  anderen  kleineren  Abhandlungen  unter  dem  Titel:  „De  quadra- 
tura circuli  demonstratio  ex  Campano^',  1507,  und  am  Schlüsse  der  Geomotria 
speculativa  des  Thomas  Bradwardinus  unter  dem  Titel:  „Tractatus  de 
qaadratura  circuli  editus  a  quodam  archiepiscopo  ordinis  fratrum  minorum. 
Paris  1530/*  Dieser  letztere  Titel  und  auch  der  Inhalt  der  Schrift  haben 
Zweifel  darüber  aufkommen  lassen,  ob  dieselbe  dem  Campanus  an- 
gehöre; allerdings  Hesse  diese  Autorschaft  einen  bessern  Inhalt  erwarten, 
allein  Chasles'^**  ist  doch  vielleicht  in  der  scharfen  Verurtheilung  etwas 
zu  weit  gegangen;  freilich  wenn  Campanus  in  seinem  Quadrate,  dessen 
Seite  5^  von  den  7  gleichen  Theilen  eines  Kreisdurchmessers  hat,  ein 
solches  gefunden  zu  haben  glaubte,  dessen  Fläche  gleich  derjenigen  des 
Kreises  sei,  so  hat  Chasles  Recht;  wenn  aber  Campanus  die  Qua- 
dratur des  Kreises  so  auffasste,  es  sei  ein  Quadrat  zu  finden,  dessen 
Umfang  gleich  demjenigen  des  Kreises  ist,  so  hat  er  die  Aufgabe  bei 
Zugrundelegung  des  Verhältnisses  ^  richtig  gelöst,  und  in  der  That  hat 
Albertus  de  Saxonia  eine  zu  gute  Meinung  von  den  Kenntnissen  des 
Campanus,  als  dass  er  ihn  der  ersten  Auffassung  fähig  hielte,  er  citirt 
ihn  als  Denjenigen ,  der-  unter  Quadratur  des  Kreises  die  Auffindung 
eines  Quadrates  von  gleichem  Umfange  mit  dem  Kreise  verstand.  Das 
war  nun  allerdings  eine  sehr  einfache  Aufgabe,  wenn  das  Verhältniss  ^ 
festgesetzt  war,  und  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  bleibt  die  Quadratur 
des  Campanus  immerhin  ein  schwaches  Product. 

Dass  die  Abhandlung  den  Thomas  Bradwardinus  zum  Verfasser 


*  Für  die  ersten  beiden  vergl.  Pea,  „Thesaurus  anecdot.  nov.  Tom;  IIl.", 
ond  für  den  letzteren  die  Ausgabe  seiner  Quadratura  durch  Winterberg  im  Sup- 
plementheft zum  27.  Jahrg.  der  Zeitacllr.  f.  Math.  u.  Phys. 

^  Nach  Ziegelbau  er:  „Historia  rei  literariae  0.  S.  Benedicti.    Augsburg 
und  Würzburg  1764'*,  Bd.  IV  S.  S09,  hat  auch  Hermann   Contractus  eine  Ab- 
handlung „De  quadratura  circuli**  geschrieben.  Vergl.  auch  Chasles  (deutsch  von 
Sohncke),  Geschichte  der  Geometrie,  S.  592 
*^  A.a.O.  S.  602  u.  611. 
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habe,  welche  Frage  Chasles  den  Worten  auf  S.  614"^  nach  zu  schliessen 
als  eine  offene  betrachtet,  kann  mit  ziemlicher  Sicherheit  verneint  werden. 
Denn  erstens  würde  zur  Zeit  des  Albertns  de  Saxonia,  der  nur  etwa  30 
Jahre  jünger  war  als  Bradwardinus,  eine  von  diesem  Letzteren  verfasste 
Kreisquadratur  wohl  kaum  dem  Campanus  zugeschrieben  worden  sein, 
und    zweitens,    was    noch    entscheidender   ist,    hat   Bradwardinus   in 
seiner  Geometria    speculativa   (quinta   conclusio  sexti  capitnli  tertii 
tractatus)  selbst  eine  Kreisquadratur  gegeben  und  zwar  eine  auf  das  Ver- 
hältniss   ^    gestützte  richtige  Quadratur.     Er  verwandelt  nach  dem  von 
ihm  citirten  Satze  des  Archimedes,  dass  jeder  Kreis  einem  rechtwink- 
ligen Dreieck  an  Fläche  gleich  sei,  dessen  eine  Kathete  der  Umfang  des 
Kreises  und  die  andere  der  Radius  desselben  sei,  den  Kreis  in  ein  gleich 
grosses  Rechteck  und  dieses  in  ein  Quadrat.**  Endlich  mag  auch  noch  darauf 
aufmerksam  gemacht  werden,   dass  Bradwardinus  nicht  dem  Franzis- 
kanerorden angehört  hat;***  freilich  passt  jener  Titel  noch  weniger  auf 
Campanus,    der   weder   Erzbischof  war,   noch    dem    Franziskanero rden 
angehörte,  f      Wir    glauben    also     die    Frage    über    den    Ursprung    der 
sogenannten    Campanus'schen  Quadratur   insoweit  als    entschieden   be- 
trachten  zu    dürfen,    als   dieselbe    nicht   den   Thomas  Bradwardinus 
zum  Verfasser   hat;    ob    dieselbe  nun  von  Campanus   selbst,    oder  von 
einem    früheren    oder  von   einem  in  der  Zeit  zwischen  Campanns  und 
Bradwardinus   lebenden  Autor   herrühre,   ist   nicht   mit  Sicherheit  zu 
behaupten;  die  Thatsache  aber,  dass  Albertus  de  Saxonia  und  spätere 
Autoren  sie  dem  Campanus  zuweisen  und  nur  eine  einzige  Quelle  sie 
einem  Ungenannten  zuerkennen  will,  spricht  eher  für  die  erstere  Ansicht.tt 
Es  ist  nun  die  Abhandlung  des  Albertus   de  Saxonia  eine  aus- 
führlichere Darstellung  der  von  Bradwardinus  in  seiner  Geometri» 
speculativa    gegebenen    Kreisquadratur;     Albertus    beweist    die 
Sätze,    die  Bradwardinus    nur    citirt,    und 'fügt   noch   andere   hinzu; 
ausserdem  giebt  er  eine  Uebersicht  über  die  verschiedenen  Auffassungen, 
die  sich  bezüglich  dieses  Problems  geltend  gemacht  haben.     Wir  glauben 
aber  nicht,  dass  Albertus  jenes  Werk  des  englischen  Gelehrten  gekannt 


*  „Nach  dem,  was  wir  gesagt  haben,  wird  man  vermuthen,  dass  sie  eben- 
sowohl den  Namen  des  ßradwardin,  als  den  des  Campanus  führen  darf/* 

*•  Dies  führt  Chasles  auch  an  S.  613.  Um  so  weniger  sind  obige  Worte  w 
begreifen;  wir  vermuthen,  dass  statt  „ebensowohl"  es  beissen  sollte  „ebensowenig". 
***  Vergl.  Fabricius,  Biblioth.  med.  et  inf.  latin.,  Bd.  I. 

t  Nach  Libri:  Histoire  des  sciences  matbdmatiques  en  Italie,  Tome  11  p.49, 
war  er  Caplan  des  Papstes  ürban  IV.  und  Canonicus  von  Paris. 

ft  Pitseus,  De  illustribus  Angliae  scriptoribus,  pag.  471,  ist  meines  Wissens 
der  Erste,  der  aus  diesem  „quodam  archiepiscopo*'  seinen  Landsmann  Bradwar- 
dinus machte;  Baleus,  Scriptorum  illustrium  mag.  Brytann.  catalogus,  dem  Pit- 
seus meistens  folgt,  nennt  unter  den  Werken  Bradwardinus  keine  qiuidratura 
circuli. 
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hat,  sonst  hätte  er  wahrscheinlich  seinen  Namen  nicht  verschwiegen ,  wie 
er  ja  in  der  That  ältere  (Campanns)  nnd  sogar  die  ältesten  Mathe- 
matiker citirt,  die  sich  mit  diesem  Problem  beschäftigt  haben,  wie  Anti- 
phon nnd  Bryson.  Beide,  Bradwardinns  und  Albertus,  nehmen 
11  als  das  genane  Verhältniss  des  Kreisamfanges  zum  Durchmesser  an, 
was  beim  Ersteren  um  so  mehr  auffallen  muss,  als  er  in  seiner  Quadra- 
tur die  Schrift  des  Archimedes,  „De  mensura  circuli**  citirt.  Es 
fahrt  uns  dies  auf  den  Gedanken,  Bradwardinus  habe  diese  Schrift 
selbst  nicht  gesehen,  sondern  jene  Citate  aus  Archimedes  auf  indirec- 
tem  Wege  erhalten.  Welches  ist  nun  aber  diese  indirecte  Quelle?  Die 
Antwort  hierauf  findet  sich  nach  unserer  Ansicht  in  dem  von  Albertus 
gegebenen  Beweise  des  oben  schon  angeführten  Satzes,  dass  jeder  Kreis 
gleich  einem  rechtwinkligen  Dreieck  sei  etc.  Dieser  Beweis  ist  im  Princip 
derselbe,  den  schon  Archimedes  in  seiner  Kreisrechnung  sehr  kurz 
und  demnach  nicht  leicht  verständlich,  nach  ihm  aber  ausführlicher  Ze- 
nodoros  gegeben  hat,  und  der  dann  aus  der  nicht  mehr  vorhandenen 
Schrift*  des  Letzteren  in  die  C o  1 1  e c t i o  des  Pappos  (V.  Buch) **  und 
in  den  Commentar  des  Theon  von  Alexandrien  zum.Almagest  des 
Ptolemäos***  übergegangen  ist.  Der  Unterschied  zwischen  dem  Be- 
weise des  Albertus  und  demjenigen  des  Zenodoros  besteht  blos  darin, 
dass  Albertus  das  etwas  schwierige  Lemma  (Pappos  -  Ausgabe  von 
Hultsch,  3.  Bd.  S.  1195),  welches  beweisen  soll,  dass  man  durch  fort- 
gesetztö  Verdoppelung  der  Seitenzahl  des  umgeschriebenen  Vielecks  end- 
lich zu  einem  solchen  gelangt,  dessen  Fläche  kleiner  ist  als  diejenige 
eines  den  Kreis  an  Fläche  übertreffenden  Rechtecks  oder  rechtwinkligen 
Dreiecks,  durch  den  Grundsatz  ersetzt:  „Proposilis  duabus  quaniiialibus 
conlinuis,  a  majore  majorem  (parlem)  minore  posse  resecari.^^  (Wenn  man 
zwei  stetige  Grössen  hat,  so  kann  von  der  grösseren  stets  ein  Theil 
weggenommen  werden,  der  grösser  ist  als  die  kleinere  Grösse.)  Wir 
können  nicht  wohl  annehmen,  Albertus  habe  diesen  schönen,  aber 
keineswegs  leichten  Beweis  selbstständig  gefunden,  es  wäre  höchstens 
denkbar,  er  habe  ihn  ans  dem  kurzen  Beweis  der  Archimedischen 
Kreisrechnung  reconstruirt.  Allein  wir  haben  schon  einmal  darauf  hin- 
gewiesen, dass  es  höchst  unwahrscheinlich  sei,  dass  die  Archimed*sche 
Kreisrechnung  den  beiden  Mathematikern  Bradwardinus  und  Alber- 
tus vor  Augen  gelegen  habe,  sonst  hätte  wohl  auch  der  eine  oder  an- 
dere von   ihnen  darauf  aufmerksam  gemacht,   dass  ^  nicht  das  genaue 


*  ntQl  ioofihifmv  cxrjfiätiov. 
*^  Ausgabe  von  Hultsch,  1.  Bd    S.  309     336. 

«*«  Baseler  Ausgabe  vom  Jahre  1638,  S.  11—17.  Eine  lateinische  Uebersetz- 
img  dieser  Abhandlung  giebt  Hultsch  in  seiner  Pappos -Ausgabe,  3.  Bd.  S.  1189 
bis  1211. 

Hist..lit.  Abfblg.  d.  Z«ltaobr.  f.  Math.  n.  Phyi.  XZIX,  3.  8 
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Verhältniss  von  Umfang  zum  Durchmesser  sei;  es  bleibt  uns  also  nichts 
Anderes  übrig,  als  anzunehmen,  die  beiden  mittelalterlichen  Mathematiker 
haben  aus  dem  Commentar  des  Theon  (resp.  aus  der  Schrift  des 
Zenodoros  über  die  isoperimetrischen  Figuren)  oder  aus  dem  V.  Buche 
der  CoUectio  des  Pappos  geschöpft.  Da  Pappos  das  ganze  Mittel- 
alter hindurch  von  keinem  mathematischen  Autor  citirt  wird ,  so  wird  die 
Wahrscheinlichkeit  für  Theon 's  Commentar  zum  Almagest  um  so  grösser. 
Die  Abhandlung  des  Zenodoros  über  die  isoperimetrischen  Figuren 
ist  uns  allerdings  auch  noch  in  einer  Schrift  eines  griechischen  i  ^o- 
nymus  unter  demselben  Titel  erhalten,  welcher  nach  Theon  ge  jt 
haben  muss,  da -dieser  in  der  Abhandlung  citirt  wird.  Diese  Schrift  ist 
von  Hultsch  ebenfalls  in  seine  Pappos •  Ausgabe  aufgenommen  und  mit 
einer  lateinischen  Uebersetznng  begleitet  worden.*  Eine  solche  Ueber- 
setzung  war  aber  schon  im  Mittelalter  und  zwar  im  13.  oder  spätestens  in 
der  ersten  H&lfte  des  14.  Jahrhunderts  vorhanden  und  befindet  sich  jetzt 
noch  als  Manuscript  im  Codex  F.  II.  33  der  Basler  Universitäts- 
bibliothek.** Wir  haben  diese  Handschrift  einer  genaueren  Prüfung 
unterworfen  und  in  der  That  in  ihr  die  wortgetreue  Uebersetznng  jener 
Abhandlung  des  griechischen  Anonymus  gefunden;  auch  die  Figuren 
stimmen  bis  auf  wenige  kleinere  Fehler  mit  denen  der  griechischen  Schrift 
überein.  Es  ist  also  höchst  wahrscheinlich,  dass  auch  diese  Schrift  jenen 
beiden  Mathematikern  des  14.  Jahrhunderts  bekannt  war,  und  dass  jenes 
Libellus  de  corporibus  isoperimetris,  welches  Albertus  in  seiner 
Quadratura  (s.  oben  S.  88)  citirt,  diese  Schrift  über  die  isoperimetrischen 
Figuren  war.***  Dass  es  aber  nicht  diese  Schrift  allein  sein  kann,  die 
Bradwardinus  und  Albertus  zu  Gebote  stand,  zeigt  der  Umstand, 
dass  jener  Beweis  des  Satzes  von  der  Gleichheit  eines  Kreises  und  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks,  den  Bradwardinus  ebenfalls  kennt,  aber  nicht 
wiedergiebt,t  in  der  Schrift  des  Anonymus  fehlt ;tt  also  müssen  die 
beiden  Mathematiker  noch  andere  Quellen  gehabt  haben  .fff 


*  Bd.  ni  S.  1138—1165. 

**  Vergl.  Cantor,  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik,  S.  606. 
Wie  Herr  Cantor  in  der  Zeitschrift  für  Math.  u.  Phys.  1876,  hist.-lit  Abth.  S.  79 
mittheilt,  wurde  er  zuerst  yon  Herrn  Curtze  auf  dieses  Manuscript  aufmerksam 
g  emacht. 

•**  Eigenthümlicher  Weise  citirt  er  den  Satz  über  die  Eugel,  statt  den  ent- 
sprechenden über  den  Kreis. 

t  „Quoniam  eam  demonstrare  requireret  majorem  trctctatu/m  quam  sit  istud 
capitulum. 

tt  Der  Satz  ist  nur  citirt.    Vergl.  Hultsch,  Pappos  -  Ausgabe,  S.  Bd.  S.  1161. 
ttt  ThomasBradwardinus  war  ohne  Zweifel  der  selbstständigere  Arbeiter 
als  Albertus  de  Saxonia,  was  schon  seine  Leistungen  über  die  Stern vielecke 
beweisen;  dennoch  glauben  wir  nicht,  dass  die  isoperimetrischen  Sätze,  die  Brad- 
wardinus  im  6.  Cap.  des  11.  Tractatus   seiner  Geometria   specnlativa   aufstellt, 
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Nach  diesem  glauben  wir  berechtigt  zu  sein ,  aus  der  vergleichenden 
Betrachtung  der  Geometria  speculativa  des  Thomas  Bradwar- 
diu  US  und  der  hier  veröffentlichten  Abhandlung  des  Albertus  de 
Saxonia  folgende  Schlüsse  zu  ziehen:  1.  Es  ist  mit  ziemlicher  Sicher- 
heit anzunehmen ,  dass  den  beiden  Mathematikern  die  lateinische  lieber- 
Setzung  der  Schrift  des  griechischen  Anonymus,  De  figuris  isoperi|- 
metris,  bekannt  war.  2.  Sie  kannten  neben  dieser  Abhandlung  noch 
entweder  diejenige  des  Zenodoros,  aufbewahrt  im  Commentar  des 
Theon  zum  1.  Buch  des  Almagest,  oder  das  V.  Buch  der  Collectio 
des  Pappos;  das  Erstere  scheint  uns  das  Wahrscheinlichere.  3.  Ziem- 
lich unwahrscheinlich  ist,  dass  sie  die  Ereisrechnung  des  Archimedes 
aus  eigener  Anschauung  kannten. 

Zum  Schlüsse  sei  es  uns  gestattet,  noch  einen  Moment  auf  jene 
lateinische  Uebersetzung  der  anonymen  Schrift  über  die  isoperimetrischen 
Figuren  zurückzukommen,  die  sich  handschriftlich  in  der  Basler  Univer- 
sitätsbibliothek befindet.  Herr  M.  Cantor  schreibt  in  seinen  Vorlesungen 
tiber  die  Oeschichte  der  Mathematik  (S.  605):  ,,So  müssen  beispielsweise 
die  Arbeiten  des  Zenodoros  den  Arabern  bekannt  gewesen  sein,  weil 
in  einer  lateinischen  Abhandlung  über  die  isoperimetrische  Aufgabe, 
welche  handschriftlich  in  Basel  vorhanden  ist,  der  Name  Archimenides 
vorkommt.*^  Wir  haben  an  der  Richtigkeit  dieses  Schlusses  nicht  ge- 
zweifelt, bis  wir  jenes  Basler  Manuscript  zu  Gesicht  bekommen  und  mit 
der  griechischen  Schrift  des  Anonymus  verglichen  hatten.  Wir  fanden 
hierbei  Folgendes:  Erstens  kommt  neben  dem  Namen  Archimenides, 
der  viermal  auftritt,  auch  einmal  (in  der  7.  Propositio)  der  Name  Ar- 
ehimedes,  resp.  der  Dativ  Archimedi  deutlich  geschrieben  vor.  (Das 
Nämliche  sehen  wir  in  der  Geometria  speculativa  von  Bradwardinns, 
Pariser  Ausgabe  vom  Jahre  1530,  wo  in  der  Conclusio  de  quadratura 
circuli  auch  einmal  der  Genitiv  Archimedis  neben  Archimenidis 
vorkommt.)  Zweitens  ist,  wie  schon  erwähnt,  die  Basler  Schrift  die 
wortgetreue  Uebersetzung  der  griechischen  Abhandlung  des  Anonymus, 
wie  sie  Herr  Hultsch  veröffentlicht  hat;  es  fehlt  blos  die  Uebertragung 
des  letzten  Alinea,  beginnend:  ^^Aomov  öi  apaytialov*^  etc.  Die  An- 
lehnung an  das  griechische  Original  ist  so  frappant,  dass  wir  nicht  umhin 
können,  einige  Beispiele  davon  zu  geben.  Die  griechischen  Wörter 
loinXiVQogj  laoanski^gt  dvKjoaKfktjg  und  andere  sind  unübersetzt  ins  Latei- 
nische hinübergenommen  in  den  Formen:  ysopleurus,  ysocheles,  anysocheies, 

Bein  eigenes  Product  seien;  die  Beweise  jedoch,  die  von  denen  des  Zenodoros 
abweichen,  sich  aber  auch  nur  auf  ganz  einfache  Specialfälle  beschränken ,  mögen 
von  ihm  herrühren;  er  hielt  jedenfalls  die  ziemlich  umfangreichen  und  schwierigen 
Beweise  des  Zenodoros  für  sein  Breve  compendium  für  anpassend,  wie  er  ja 
auch  jenen  Beweis  des  Archimedes  aus  demselben  Grande  weggelassen  hat, 
^ür  aber  nichts  Anderes  zu  substitairen  wusste. 

6* 
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Das  Quadrat  Über  der  Hypotenuse  „to  ano  t'^g  vnoTBivovarjg  tag  oQ^ag''^ 
heisst  in  der  Uebersetzung:  j,(id)  quod  a  suhtendente  reclis*''':  der  Radius 
des  Kreises  9,^  Ix  rov  x^vr^ov^^  heisst  lateinisch  „guae  e  centro^^,  das 
Rechteck  aus  ab  und  cd,  „ro  vno  xfjg  ab  xcrl  t^;  cd^<  heisst  lateinisch 
„quod  sub  ab  et  cd'^  und  so  noch  andere.  Wir  stellen  im  Folgenden 
noch  zwei  Sätze  in  beiden  Sprachen  einander  gegenüber: 

(Ausgabe  von  Hultsch  S.  1144s.) 

"Eazfo  öo^iv  aviaoaxeklg  x(^LyGivov  Esto  daius  anysocheles  irigonus  a  b  g, 

TO  jiBFy  xal  diov  laxm  noirjaai  to  ei  conveniens  esio  facere  quod  dictum 
dtfti^kivov.  TCTfAifa^co  ij  AFöiia  xcra  est.  Dividaiur  ag  in  duo  aequalia  se 
TO  ^,  etc.  cundum  d,  etc. 

(S.  1168tt-11604.) 

"'Ot*  Ji  TO  vno  x'qg  ix  tov  xivT^ov  Quoniam  (quod !)  vero  quod  sub  ea 

xal  xiig  neffifAirgov  xov  kvkXov  öm-  quae  ex  semidyametro  et  perimetro  cir- 
Xdaiov  xov  xvxilot;  öiÖEiKxai  14^%*-  culi  duplum  circuli  demonstratum  est 
ft'^ösi  iv  xy  fiCT^ifaa  tov  xvxAot;*  Archimenidi  in  mensuratione  circuli: 
dniöd^i  yeiQ  oxi  nag  Kvnkog  taog  lcx\  demonslravil  enim  quod  omnis  circulus 
XQiymvm  OQ^oymvla  y  ov  'q  fniv  ix  xov  equalis  trigono  orthogonio,  cujus  quae 
xivxQov  liCfj  icxl  fiia  x<Sv  nsgl  xr^v  ecentru  equalis  est  uni  quae  circa  cen- 
OQ^fiv,  if  öh  kotntj  xy  TiiQiiiixQm  xov  trum  (rectum !),  reliqua  vero  perimetro 
xvxAov.  circuli.* 

Es  ist  nun  kaum  denkbar,  dass  eine  aus  dem  Griechischen  durch 
das  Arabische  ins  Lateinische  übergegangene  Schrift  so  wenig  Verände- 
rungen erfahren  sollte,  wie  es  bei  der  vorliegenden  der  Fall  ist,  zumal 
wenn  man  weiss,  in  welchem  Maasse  griechische  Schriftsteller  durch  ara- 
bische Uebersetzer  entstellt  worden  sind;  wir  sind  also  der  Ansicht,  die 
Uebersetzung  unserer  Schrift  sei  direct  nach  dem  Griechischen  gemacht 
worden,  und  erklären  uns  das  Auftreten  des  Wortes  „Archimenides*' 
folgendermassen :  Bevor  die  Hauptwerke  der  bedeutenden  griechischen 
Mathematiker  aus  dem  Griechischen  ins  Lateinische  übersetzt  waren ,  also 
vor  der  Mitte  des  15.  Jahrhunderts,  kannte  man  einige  derselben  durch 
Vermittelung  der  Araber,  so  also  auch  den  Archimedes,  aber  unter 
dem  Namen  Archimenides.  Aber  auch  griechische  Manusripte  tauch- 
ten lange  vor  jener  Zeit  hier  und  da  auf,  wurden  benutzt  und  übersetzt; 
durch  solche,  zu  denen  wir  also  auch  diese  anonyme  Schrift  rechnen, 
wurde  der  Name  Archimedes  bekannt,  so  dass  also  im  14.  Jahrhundert 


*  Diese  uebersetzung  ist  nicht  fehlerlos.  Erstens  ist  hier  oxi  mit  quoniam 
statt  mit  quod  übersetzt;  dann  giebt  das  Wort  semidyametro^  das  sonst  nirgends 
in  der  Abhandlung  vorkommt,  hier  keinen  Sinn,  es  sollte  an  seiner  Stelle  cerUro 
stehen,  wie  auch  weiter  unten  radius  oder  semidiameter  wirklich  durch  qwie  e 
cerUro  wiedergegeben  ist;  schliesslich  steht  am  Ende  fälschlich  centrum  statt  rectum, 
die  Benennung  qiuie  circa  rectum  (angutum)  für  Kathete  kommt  einige  Male  vor. 
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beide  Namen  neben  einander  gebrancht  wurden.  Oder  es  wäre  möglich, 
dass  der  Uebersetzer  unserer  anonymen  Schrift  hier  zum  ersten  Mal  auf 
den  Namen  Archimedes  gestossen  wäre,  in  demselben  den  durch  die 
Araber  bekannten  Archimenides  vermuthet  und  diese  arabische  Be- 
zeiehnnng  als  die  vermeintlich  richtige  der  als  fehlerhaft  vorausgesetzten 
griechischen  substituirt  hätte;  aus  Versehen  könnte  dann  einmal  der  Name 
Archimedes  stehen  «geblieben  sein.  Die  definitive  Erledigung  dieser 
Frage  steht  übrigens  bei  Denjenigen,  die  mit  der  Ausdrucks  weise  ara- 
bischer mathematischer  Schriften  vertraut  sind,  was  bei  uns  nicht  der 
Fall  ist;  haben  die  Araber  ein  besonderes  Wort  für  Radius,  so  wäre  die 
Frage  zu  unseren  Gunsten  entschieden;  nennen  sie  aber  den  Badius,  die 
Griechen  nachahmend,  die  (Linie)  aus  dem  Centrum,  so  wäre  es  immer 
noch  möglich,  dass  jene  Uebersetzung  nach  dem  Arabischen  gemacht 
wäre;  dann  hätten  wir  aber  in  dem  Basler  Manuscript  jedenfalls  ein 
einzig  dastehendes  Beispiel  der  Correctheit  einer  Doppelübersetzung  und 
zwar,  was  eben  das  Merkwürdige  wäre,  einer  durch  das  Arabische  ge- 
gangenen.* 

*  Wir  fanden  nachträglich,  dass  in  der  Campanus'Bchen  Eaclid- Ueber- 
setzung der  Radius  des  Kreises  bald  mit  semidiameter,  bald  mit  (linea)  qucte  e 
centro  wiedergegeben  ist,  so  dass  dieser  Punkt  für  die  Erledigang  der  Frage  nicht 
entscheidend  sein  kann;  auffallend  bleibt  aber  immerhin  die  wörtliche  Ueberein- 
stimmang  der  lateinischen  Uebersetzung  mit  dem  griechischen  Text 


Kecensionen. 


Abriss  der  Geschichte  der  Potentialtheorie.     InaugaraldissertatioD   von 
Max  Bacharaoh,   ABsistent   für  Mathematik   und   Physik   an    der 
königl.  Ereisrealschnle  in  Wttrzbarg.    Wttrzburg,  Dmck  der  Thein- 
scben  Druckerei.     1883.     IV,  78  8. 
Unseres  Wissens   bat  der  Verf.  mit  vorliegender  Schrift  auch  einen 
von  der  philosophischen  Facultttt  der  Universität  Würz  bürg  ausgesetzten 
Preis  gewonnen.     Wir  können,  wenn  diese  Annahme  zutrifft,  dem  Gut- 
achten  der  Preisrichter   nur   zustimmen,    denn    es   ist  in    der  That  eine 
tüchtige  Arbeit,    mit   welcher   wir  es   zu   thun   haben.     Die   Lehre  vom 
Potential  ist  eine  ungemein  umfassende  und  greift  in  die  verschiedensten 
Gebiete   ein,   es   war  also  gewiss  nicht  leicht,   die  Theorie  sammt  ihren 
mannichfaltigen  Anwendungen  so  darzustellen ,  dass  erstens  im  geschicht- 
lichen  Aufbau   sich   keine  Lücke   nachweisen   liess,    und   zweitens    eine 
Uebersicht  des  reichhaltigen  Stoffes  ermöglicht  wurde.  Beides  zu  erreichen, 
ist  aber  dem  Verf.  wohl  gelungen. 

In  der  Einleitung  wird  gezeigt,  wie  aus  dem  Newton'schen  Attrac- 
tionsproblem  durch  einen  glücklichen  Griff  Lagrange 's  der  Begriff  des 
Potentials  sich  herausbildete.  Hierauf  wird  die  eine  Zeit  lang  aufrecht 
erhaltene  Gegenüberstellung  von  „Potential"  und  „ Potential function*^ 
erörtert  und  abgelehnt.  §  3  beschäftigt  sich  mit  der  partiellen  Differen- 
tialgleichung 

a»r   a>r    a«F 

welche  Laplace  zuerst  in  diese  Form  brachte,  während  Poisson  die 
wichtige  und  durch  einen  dreifachen  Beweis  erhärtete  Bemerkung  machte, 
dass  fiir  einen  innerhalb  der  wirkenden  Masse  gelegenen  Punkt  rechts 
vom  Gleichheitszeichen  ^  4nQ  an  die  Stelle  von  0  zu  treten  habe.  Man- 
cher Leser  wird,  wie  Referent,  zu  seinem  Staunen  ersehen,  welch*  mäch- 
tige Literatur  durch  d  ieses  Laplace-Poisson  'sehe  Theorem  ins  Leben  ge- 
rufen worden  ist.  Weiter  schildert  der  Verfasser  die  Untersuchungen,  welche 
das  erste  und  zweite  Differential  des  Körperpotentials  bebandeln  und  damit 
für  die  Ausnahmepunkte  und  Ausnahmelinien  dieser  Function  die  Regeln 
aufstellen.  Bis  hierher  bezog  sich  das  Potential  ausschliejislich  auf  Gebilde 
von  drei  Dimensionen,  die  Elektrostatik  hat  aber  dazu  geführt,  auch  Flächen- 
potentiale   in  Betracht  zu  ziehen.     Der  Green *sche  Lehrsatz  beherrscht 
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dieses  Capitel,  und  um  ihn  drehen  sich  denn  anch  hauptsächlich  die  Aus- 
fährungen des  §  5,  welche  auch  auf  die  allerneuesten  Arbeiten  von  Paci 
und  Heim  Rttcksicht  nehmen.  Das  Linien-  und  Punktpotential  wird 
Beiner  Einfachheit  wegen  nur  ganz  summarisch  abgehandelt,  während  §  7 
wieder  ausführlicher  bei  Green,  W.  Thomson  und  Gauss  verweilt, 
welch*  Letzterer  durch  seine  Studien  Über  den  Erdmagnetismus  selbst- 
ständig zu  den  auf  ganz  anderem  Wege  erlangten  Ergebnissen  der  eng- 
lischen Analytiker  kam.  Namentlich  der  „Gauss 'sehe  Satz  des  arith* 
metischen  Mittels*',  wie  ihn  Carl  Neumann  später  nannte,  bildete  in 
den  Händen  seines  Erfinders  ein  kräftiges  Hilfsmittel  zur  Entdeckung 
neuer  Wahrheiten.  Die  Darstellung  geht  nun  über  zu  der  Functionen 
theoretischen  Begründung  der  Potentialtheorie,  wie  sie  namentlich  an- 
gestellt wurden,  um  für  ein  gewisses  Integral  die  Existenz  eines  Mini- 
malwerthes  streng  zu  erweisen,  nachdem  Green  dieselbe  nur  mittelst 
einer  eigen thümlichen,  aber  mehr  physikalischen,  denn  mathematischen 
Ueberlegung,  erschlossen  hatte.  Natürlich  wird  auch  des  Dirichlet- 
scben  Princips  und  der  Bedenken  eingehend  gedacht,  welche  sich  gegen 
die  in  jenem  gelegene  Hineintragung  der  Variationsrechnung  in  die  vor- 
wftrfige  Frage  erhoben  haben.  Eine  wichtige  Anwendung  der  allgemeinen 
Sätze  bildet  die  Lehre  von  der  „äquipotentialen''  Massenvertheilung, 
welche,  wie  hier  dargethan  wird,  durch  Lipschitz,  Stahl,  Bruns 
u.  s.  w.  im  Anschlnss  an  die  Reductionstheoreme  von  Ivory  (besser  von 
Laplace),  Chasles  und  Gauss  entwickelt  worden  ist.  Damit  ist  denn 
bereits  ein  halbwegs  physikalisches  Gebiet  betreten;  der  nächste  Para- 
graph ist  speciell  dem  Potential  in  der  Physik  gewidmet  und  verfolgt 
das  Auftreten  dieser  wichtigen  Function  in  den  verschiedensten  Zweigen. 
Angesichts  der  äusserst  concisen «  ja  gedrängten  Darstellung,  welcher  sich 
der  Verf.  wohl  aus  äusseren  Gründen  befleissen  musste,  hält  es  schwer, 
auf  besondere  Einzelheiten  die  Aufmerksamkeit  zu  richten;  doch  sei  als 
Beleg  für  gründliches  historisches  Studium  dessen  gedacht,  dass  das  erste 
Auftreten  der  Niveauflächen  in  der  Hydrostatik  bei  Maclaurin  (1742) 
und  bei  Gl air au t  (1743)  nachgewiesen,  und  dass  die  erste  Verwendung 
des  Ausdrucks  ,fVis  potenlialis^^  den  Basler  Mathematikern,  namentlich 
dem  Daniel  Bernoulli  zugeschrieben  wird,  von  welch*  Letzterem 
ihn  einer  gar  nicht  unwahrncheinlichen  Vermuthung  des  Autors  zufolge 
Ganss  entlehnte.  Die  „Green'sche  Bdegung",  welche  Helmholtz 
für  seine  Theorie  der  Luftschwingungen  und  W.  Thomson  für  seine 
die  gesammte  Geophysik  beherrschende  Definition  der  centrobarischen 
Massen  verwerthete,  wird  als  ein  schneidiges  Instrument  der  neueren 
mathematischen  Physik  charakterisirt,  namentlich  nachdem  ihr  Helm- 
holtz, C.  Neumann  u.  A.  die  „Doppelbelegung*'  zur  Seite  gestellt 
haben.  Bis  hierher  reicht,  wenn  diese  Bezeichnung  gestattet  ist,  die  Prin- 
cipienlehre,   denn  jetzt  wendet  sich  der  Verf.  dazu  (im  §  13),    die  ana- 
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lytischen  Methoden  zu  schildern,  durch  deren  Mitwirkung  Potentialauf- 
gaben gelöst  werden.  Dies  sind  die  Kugel-  und  Cylinderfunctiooen  — 
welch*  letztere,  beilKufig  bemerkt,  nicht  erst  von  Bessel,  sondern  nach 
Maggi  bereits  von  Bernonlli  und  Euler  der  Analysis  dienstbar  ge- 
macht worden  sind  — ,  die  krummlinigen  Coordinatensysteme,  das  Neu- 
mann*sche  Verfahren  des  arithmetischen  Mittels  u.  s.  w.;  auch  erfahren 
wir,  für  welche  Körper  und  Flächen  die  Bestimmung  des  Potentials  bereits 
endgiltig  durchgeführt  worden  ist.  Einem  besondern  Paragraphen  blieb 
die  Methode  der  sphärischen  Spiegelung  (Transformation  durch  reciproke 
Radien)  vorbehalten;  Gleiches  gilt. auch  für  das  „cylindrische**  oder  nach 
neuerer  Terminologie  „logarithmische*'  Potential,  das  planare  Analogon 
des  Gravitationspotentials,  dem  allerdings  erst  Neu  mann  zur  vollen 
Anerkennung  seiner  Gleichberechtigung  verhelfen  hat.  Den  Beschluss 
macht  eine  Uebersicbt  über  die  neueren  Versuche,  den  Begri£F  des  Po- 
tentials sowohl  auf  eine  ebene  Mann ichfaltigkeit  von  /i  Dimensionen,  als 
auch  auf  dreidimensionale  Räume  von  nicht  verschwindendem  Krflmmungs- 
maasse  auszudehnen. 

Jedem  Abschnitte  ist  ein  die  Citate  und  näheren  Nachweianngen 
enthaltender  Anhang  beigegeben ,  und  diese  Anhänge  geben  dem  Verfasser 
volle  Gelegenheit,  seine  in  hohem  Grade  anerkennenswerthe  Literatur- 
kenntniss  zu  bethätigen.  Referent  ist  nur  in  einem  einzigen  Falle  einen 
kleinen  Nachtrag  (zu  8.  62)  zu  liefern  in  der  Lage:  der  explicite  Aus- 
druck für  die  Kraft,  mit  welcher  ein  homogenes  Parallelepipedum  auf 
einen  ausserhalb  gelegenen  Punkt  wirkt,  ist  zuerst  durch  ^  Friesach 
in  den  Verhandlungen  des  steiermärkischen  naturforschenden  Vereins 
aufgestellt  worden.  Für  junge  Mathematiker,  welche  selbstständig  das 
weite  Feld  der  Potentialtheorie  bearbeiten  wollen,  ist  die  Bacharach'sche 
Schrift  besonders  schätzbar,  denn  in  ihr  finden  sie  über  etwaige  Vor- 
arbeiten gewiss  jeden  nur  wünschbaren  Aufschluss. 

Ansbach.  Dr.  S.  Günthrr. 


RderdatioiLS  mathdmatiqnea  par  M.  J^oouard  Lucas.  II.  Paris,  Gauthier- 
Villars,  Imprimeur -  Libraire.  1883.  245  S. 
Die  erste  Abhandlung  dieses  interessanten  Werkes  ward  von  uns 
bereits  in  der  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  besprochen.  Was  die  zweite, 
nunmehr  vorliegende  anlangt,  so  werden  in  ihr  gewisse  Spiele  aus  älterer 
und  neuerer  Zeit  erörtert,  deren  Wesen  einen  unleugbar  mathematischen 
Charakter  trägt;  selbstverständlich  sind  wesentlich  Combinatorik  und  Jna- 
lysis  Situs  diejenigen  Disciplinen,  welche  bei  der  Fragestellung  und  bei 
der  Lösung  der  Aufgaben  in  Betracht  kommen.  Den  Beginn  macht  jene 
Abart  des  Damenbrettspieles,  welche  in  Frankreich  den  Namen  „O^i perd 
gagne',  in  Süddeutschland  den  etwas  prosaischen  Namen  ,,  Stein  fressen'' 
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lulirt.  £d  folgt  das  Domiuo,  für  dessen  auf  den  Steinen  zum  Ausdruck 
gelangende  Zahlwertbe  der  Verf.  drei  fundamentale  Sätze  beweist.  Er 
lehrt  sodann  die  Steine  zu  Figuren  zusammenzusetzen,  welche  er  als 
„magische**  und  „teuflische**  Dominos  bezeichnet,  behandelt  algebraisch 
gewisse  Rfttbselfragen ,  welche  sich  auf  das  Dominospiel  beziehen,  und 
construirt  eine  elegante  zwölfeckige  Figur  aus  Dominosteinen,  zusammen- 
gesetzt aus  14  Einzelquadraten,  deren  jedes  wieder  vier  mit  der  näm- 
lichen Zahl  erfüllte  Einzelzellen  aufweist.  Natürlich  wird  auch  das 
Reiss'sche  Problem  behandelt,  anzugeben,  wie  und  wie  oft  sämmtliche 
Steine  im  Sinne  der  Spielregel  aneinandergereiht  werden  können.  An 
das  Dominospiel  schliesst  sich  ganz  natürlich  an  das  Spiel  des  Mühle- 
ziehens („le  Jeu  de  marelle^'),  dessen  erste  Andeutung  Herr  Lucas  in 
den  „Tristien**  des  Ovid  zu  finden  glaubt.  Von  diesem  giebt  es  eine 
ganze  Menge  von  Ab-  und  Unterarten,  deren  jede  einzeln  besprochen 
wird.  U.  A.  wird  hierher  gerechnet  die  hübsche  Unterhaltung  „entre 
ehiens  et  loup'*^  (Wolf  und  Schaafe);  es  handelt  sich  dabei  darum,  auf 
einem  Brette  von  (;i)^  Feldern  durch  n  einer  bestimmten  Farbe  angehö- 
rige  Steine  einen  einzelpen  Stein  von  derselben  Farbe  derart  einzu- 
schliessen,  dass  dem  letzteren  schliesslich  jedwede  Bewegung  unmöglich 
gemacht  wird.  Die  Theorie  dieses  Spieles  ist  keineswegs  eine  so  leichte, 
wie  man  wohl  auf  den  ersten  Blick  anzunehmen  geneigt  sein  könnte, 
indem  die  Anzahl  der  zu  berücksichtigenden  Möglichkeiten  eine  sehr  grosse 
ist.  Von  hier  wendet  sich  unser  Autor  zu  dem  j^Jeu  de  parquer'y  dessen 
Grundregeln  allem  Anscheine  nach  bereits  für  die  Mosaikböden  der 
Alten  massgebend  waren,  dessen  Theorie  aber  zuerst  ein  Pater  Trnchet 
ZQ  Beginn  des  vorigen  Jahrhunderts  bearbeitet  hat.  Man  hat  n^  Quadrate, 
deren  jedes  durch  eine  Diagonale  in  eine  schwarze  und  in  eine  weisse 
Hälfte  getheilt  ist;  es  ist  die  Frage,  wie  man  diese  Quadrate  so  zusam- 
menstellen könne,  dass  sich  symmetrische  Figuren  ans  den  verschieden 
gefärbten  Theilen  ergeben.  Es  lag  für  den  Verfasser  der  originellen 
HTheorie  der  Gewebe***  nahe,  die  Construction  der  Parketböden  mit  den 
»anallagmatischen  Quadraten**  Sylvester's  in  organische  Beziehung  zu 
setzen  und  dabei  auch  auf  die  schönen  Mosaikornamente  einzugehen, 
deren  Theorie  man  Laisant  und  Catalan  verdankt. 

Während  die  Spiele,  von  welchen  wir  bisher  zu  sprechen  hatten, 
wesentlich  einen  combinatorischen  Anstrich  hatten,  betreten  wir  mit  dem 
j,ca8$e-tHe  cMnois^'  mehr  ein  geometrisches  Gebiet.  Man  stellt  sich  die 
Aufgabe,  geometrische  Figuren  ohne  Aenderung  ihres  Flächeninhalts  in 


*  Diese  wirklich  geistreiche  Anwendung  der  Zahlentheorie  auf  geometrische 
Fragen  ist,  soweit  ans  bekannt,  in  Dentschland  nur  zu  geringer  Verbreitung  ge- 
langt. Bis  sich  vielleicht  einmal  ein  Uebersetzer  für  Lucas'  „Geometria  dei 
tesBati"  (Turin  1876)  findet,  verweist  Referent  auf  seinen  bezüglichen  Aufsatz  im 
13.  Jahrg.  der  Zeitschr.  f.  math.  u.  naturw.  Unterricht. 


106  Historisch  -  literarische  Abtheilnng. 

andere  Figuren  von  vorgeschriebener  Gestalt  umzuwandeln ,  eine  Anfgabe, 
mit  deren  Lösung  man  nach  Ausonius  bereits  zur  sptttrömischen  Zeit 
den  jugendlichen  Scharfsinn  zu  wecken  und  zu  stärken  Hebte.*  Es 
werden  uns  hier,  unter  den  mann  ich  faltigsten  und  —  für  den  Referenten 
wenigstens  —  theilweise  ganz  neuen  Namen  Zerlegungsprobleme  aller  Art 
vorgeführt,  die  unbedingt  in  den  elementargeometrischen  Unterricht  auf- 
genommen zu  werden  verdienen.  Insbesondere  möchten  wir  auf  die  schöne 
Constructionsaufgabe  aufmerksam  machen:  Ein  regelmässiges  Fünfeck  so 
in  sieben  Flächenstücke  zu  zerlegen,  dass  diese,  gehörig  zusammengesetzt, 
ein  —  dem  Fünfeck  mithin  fiächengleiches  —  Quadrat  liefern.  Hier  findet 
auch  das  nette  Paradoxon  seine  Stelle,  welches  in  dem  geometrischen  Be- 
weise der  Relation  64  =  65  gipfelt;  der  Verf.  zeigt,  wie  die  Auf  klärung  des 
Fehlers  auf  die  Reihe  von  FibonacciLam^  (0,  1,1,2,3,5,8,13,21,  ...) 
und  auf  den  Kettenbruch  1 :  (1  +  (1  •  (1  +  •  ••  führt,  doch  hätte  er  diesen 
Abschnitt  noch  etwas  reichhaltiger  gestalten  können,  wenn  er  auf  die  in 
dieser  Zeitschrift  veröffentlichte  Arbeit  V.  SchlegeTs  Bezug  genommen 
haben  würde.  Ein  dankenswerther  Anhang  zu  diesem  Capitel  handelt 
von  der  Unmöglichkeit  der  Kreisquadratur  und  den  diebelbe  gewähr- 
leistenden neueren  Untersuchungen  von  Hermite-Lindemaun.  Wie- 
derum einen  Sammeltitel  repräsentirt  die  nächstfolgende  Aufschrift  ,,Les 
jeux  de  demoiselles'^  deren  Grundzug  in  der  Einbeschreibung  gewisser 
halbregelmässiger  Sternpolygone  in  einen  Kreis  besteht,  während  jedoch 
diese  Construction  nicht  sowohl  geometrisch ,  als  vielmehr  durch  Bildung 
gewisser  Permutationen  zu  erfolgen  hat.  Eine  wesentlich  analoge,  jedoch 
in  der  Ausführung  noch  ungleich  schwierigere  Problemstellung  ist  die 
der  Turnkunst  entnommene,  mit  welcher  sich  Nägelsbach  im  Erlanger 
Gymnasialprogramm  für  1878  beschäftigte.  Von  der  Ebene  zum  Räume 
sehen  wir  uns  emporgefübrt  in  dem  englischen  Spiele  ,yThe  Travellers 
Dodocahedron^%  welches  keinem  Geringeren,  als  dem  berühmten  Erfinder 
der  Quaternionenrechnung,  SirRowan  Hamilton,  seine  Entstehung  ver- 
dankt; dasselbe  giebt  Veranlassung  zu  mancherlei  interessanten  Excursen 
in  die  Lehre  von  den  regelmässigen  Sternpolyedern  überhaupt,  und  nament- 
lich das  Ikosaeder  ist  es,  auf  welches  Herr  Lucas  die  von  Hamilton  für 
das  Dodekaeder  entworfenen  Spielregeln  auszudehnen  weiss.  Es  muss 
Jedermanns  Interesse  erregen,  wenn  er  sieht,  wie  sich  hier  ein  für  die  ge- 
sammte  Raumwelt  charakteristisches  Gesetz,  nämlich  dasjenige  der  Dua- 
lität oder  Reciprocität,  in  den  Dienst  des  Erfinders  stellt,  um  neuere  und 
mann  ich  faltigere  Spiele  des  Geistes  und  der  Combinationskraft  zu  ersinnen. 
Einige  rein  mathematische  Noten  beschliessen  das  Ganze.  Die  eine 
behandelt  die  Kriterien,   mittelst  deren  die  Theilbarkeit  oder  Nichttheil- 


*  Unter  dem  Namen  „  Loculus  Archimedius*'  wird  das  gleiche  Spiel  bekannt- 
lich —  sei  es  mit  Recht,  sei  es  mit  Unrecht  —  auf  Archimed  zurückgeführt 
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barkeit  einer  Zahl  von  der  Form  (2"*  — 1)  je  nach  dem  Charakter  der 
Zahl  m  erkannt  werden  soll.  Eine  zweite  ist  einer  näherungsweisen 
Reetification  des  Kreises  gewidmet,  eine  dritte  beleuchtet  den  Hamil- 
ton'sehen  „Caicul  icosien^\  welcher  den  von  Laisant  gegebenen  Anf- 
schllissen  zufolge  eine  Rechnung  mit  Operationssymbolen  für  die  Wurzeln 
der  Einheit  darstellt.  Auch  zu  der  ersten  Abtbeilung  der  ,,R^cr^ations" 
werden  einige  Notizen  und  Verbesserungen  nachgetragen. 

Wir  können  zum  Schlüsse  dieser  Anzeige  nur  unserer  Befriedigung 
darüber  Ausdruck  verleihen ,  dass  es  dem  unermüdlichen  Autor  im  Verein 
mit  der  berühmten  Verlagsfirma  gelungen  ist,  dieses  durchaus  eigenartige 
Werk  zu  schaffen,  dem  wir  in  Deutschland  recht  viele  Leser  wünschen 
möchten. 

Ansbach.  Dr.  S.  GIInther. 

Handbuoh  der  Klimatologie  von  Dr.  Julius  Hann,  Director  der  meteo- 
rolog.  Central anstalt  und  Professur  an  der  Universität  in  Wien 
etc.  etc.     Stuttgart,  Verlag  von  J.  Engelhorn.     1883.     X,  764  S. 

Treffliche  Lehrbücher  der  Meteorologie,  die  den  vollen  Wissensstand- 
pnnkt  ihrer  Zeit  zum  Ausdruck  bringen,  giebt  es  in  grösserer  Anzahl; 
es  genügt,  an  die  Namen  Kämtz,  Schmid,  Mohn  zu  erinnern.  In 
air  diesen  Werken  ist  natürlich  auch  das  klimatologische  Element  mehr 
oder  weniger  berücksichtigt,  allein  es  spielt  darin  doch  mehr  nur  eine 
untergeordnete  Rolle,  und  zumal  Derjenige,  der  sich  über  die  klima- 
tischen Verhältnisse  einer  bestimmten  Erdgegend  unterrichten  wollte,  sah 
sich  auf  die  mühsame  Arbeit  angewiesen,  aus  Monographien  und  Reise- 
beschreibungen die  für  ihn  wichtigen  Einzelheiten  zusammenzusuchen. 
Wenn  sonach  auf  ein  Buch  die  viel  missbrauchte  Bezeichnung  „Befrie* 
digang  eines  allgemein  gefühlten  Bedürfnisses**  angewandt  werden  kann, 
so  ist  es  das  vorliegende  Handbuch  der  Klimatologie ,  welches  aus  der 
Feder  eines  der  berufensten  Vertreter  der  Erdphjsik  stammt  und  den 
zweiten  Band  der  von  Prof.  Ratzel  in  München  herausgegebenen  „Geo- 
graph. Handbücher**  bildet.  Ein  Werk  wie  dieses  vermag  ja  selbstver- 
ständlich nicht  endgiltig  Abschliessendes  zu  liefern,  denn  eine  solche 
gleichmässig  theoretische  wie  beschreibende  Disciplin  wird  eben  zu  keiner 
Zeit  eine  fertige  sein;  wohl  aber  haben  wir  es  mit  einem  Repertorium 
zu  thun,  zu  welchem  zwar  Nachträge  und  Zusätze,  kaum  aber  Ergän- 
zungen von  principieller  Bedeutung  sich  liefern  lassen  werden. 

Das  Wort  „Klima**  fasst  Hann  im  allgemeinsten  Sinne;  die  Hum- 
boldt'sche  sowohl,  wie  die  PescheTsche  Definition  des  Wortes  wird 
als  eine  zu  enge  verworfen  und  mit  Recht  wird  der  ersteren  gegenüber, 
die  wesentlich  auf  den  Wechselbeziehungen  zwischen  der  Atmosphäre 
nnd  dem  menschlichen  Organismus  fusste,  darauf  hingewiesen,  dass  von 
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einem  Klima  anf  der  Erde  selbst  für  jene  graue  Vorzeit  gesprochen  wer- 
den dürfe,  da  es  weder  eine  vegetabilische,  noch  auch  eine  animalische 
Bevölkerung  gab.  Wir  verstehen  den  Sinn,  welchen  unser  Verf.  mit  dem 
Stichworte  verbindet;  am  besten,  wenn  wir  seiner  Besprechung  der  einzelnen 
kliroatischen  Factoren  folgen.  In  erster  Linie  stehen  natürlich  die  Tempe 
ratnrverhältnisse,  deren  umfassende  Kenntniss  die  Bestimmung  der  Jahres- 
temperatur, der  Monatsmittel,  der  mittleren  Jahreasch  wankung,  der  täg- 
lichen Amplitude,  sowie  auch  Berücksichtigung  der  unregelmässigen 
Wärmeschwankungen  zur  Voraussetzung  hat.  Nicht  weniger  als  acht 
Elemente  der  Lufttemperatur  müssen  für  eine  Gegend  bekannt  sein,  wenn 
eine  genügende  klimatographische  Charakteristik  von  derselben  möglich 
werden  soll.  Die  strahlende  WÄrme  ferner,  welche  für  die  Meteorologie 
von  mehr  untergeordneter  Bedeutung  ist,  spielt  in  der  Klimakunde  eine 
nicht  unwichtige  Rolle ,  wie  es  denn  für  agronomische  Zwecke  sogar  wnn- 
schenswertb  erscheint,  die  Quote  des  von  grösseren  Wasserflächen  reflec- 
tirten  Quantums  der  Sonnenwärme  schätzen  zu  können.  Nächtliche  Er- 
kaltung und  Bodentemperatur  erheischen  gleichfalls  eine  genaue  Messung. 
Sowohl  die  absolute,  als  auch  die  relative  Feuchtigkeit  der  Luft  müssen 
ihren  Monatsmitteln  nach  bekannt  sein,  und  zwav  ist  die  letztere  der 
klimatologisch  einflussreichere  Factor.  An  dritter  Stelle  kommt  der 
Grad  der  Bewölkung/  welchen  man  neuerdings  durch  Selbstregistratoren 
zu  bestimmen  begonnen  hat;  hiermit  in  engster  Beziehung  steht  Angabe 
der  nebligen  und  nebelfreien  Tage  im  Jahre  und  Messung  des  Than- 
falles.  Dass  die  Winde  unter  den  das  Klima  in  seiner  Eigenart  gestal- 
tenden Potenzen  nicht  vergessen  werden  dürfen ,  versteht  sich  von  selbst, 
und  namentlich  ist  die  Häufigkeit  der  verschiedenen  Windrichtungen 
nicht  zu  unterschätzen;  die  Luftdruckschwankungen  dagegen,  deren  Stu- 
dium der  modernen  Meteorologie  besonders  am  Herzen  liegt,  treten  in 
unserem  Specialfache  nicht  eben  in  den  Vordergrund.  Dagegen  sind  die 
Verdunstungsmesser  von  Wild  und  Piche  stetig  zu  beobachten,  die 
Schwankungen  in  der  chemischen  Zusammensetzung  der  Erd-  und  Boden- 
luft verdienen  Beachtung,  obwohl  oder  gerade  weil  man  Über  deren 
klimatograpbischen  Werth  noch  nicht  recht  im  Klaren  ist.  Endlich  ist 
das  Anstellen  pflanzenphänologischer  Beobachtungen  nicht  zu  vernach- 
lässigen. Man  sieht,  das  hier  kurz  skizzirte  Programm  ist  kein  gering- 
fügiges, Manches  ist  darin  enthalten,  worauf  bisher  kein  oder  doch  nur 
ein  schwächeres  Gewicht  gelegt  wurde;  allein  man  darf  sich  wohl  über- 
zeugt halten ,  dass  der  Vorstand  der  ältesten  und  geachtetsten  aller  An- 
stalten ,  welche  der  Verfolgung  geophysikalischer  Erscheinungen  gewidmet 
sind,  nur  Dasjenige  in  sein  Programm  aufgenommen  haben  werde,  was 
ihm  nach  seiner  langjährigen  Erfahrung  als  durchaus  nothwendig  erschien. 
Die  an  dieses  Einleitnngscapitel  sich  anschliessende  theoretische  Kli- 
matologie  zerfällt  in  zwei  Haaptabtbeilungen ,  deren  erste  das  solare  oder 
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mathematische  Klima  erörtert  nnd  namentlich  auch  die  absorbirende  Wir- 
kung der  irdischen  Atmosphäre  nntersncht.  Es  findet  sich,  dass  in 
unseren  Breiten  selbst  bei  ganz  heiterem  Himmel  unsere  Lufthülle  die 
Hälfte  der  täglichen  Wärmestrahlung  der  Sonne  neutralisirt.  Die  zweite 
Abtheilung  widmet  sich  der  Klarstellung  jener  Modificationen ,  welche  das 
solare  Klima  unter  dem  Einflüsse  der  verschiedenartigen  Bedeckung  der 
Erdoberfläche  mit  Wasser  und  Land  erleidet.  Als  die  wichtigsten  Klima> 
gmppen  terrestrischen  Ursprungs  erscheinen  einerseits  das  Land-  und 
Seeklima  und  andererseits  das  Gebirgsklima.  Das  Wesen  der  cyklonalen 
und  anticjklonalen  Luftbewegung  wird  in  höchst  tibersichtlicher  Weise 
gekennzeichnet  und  ebenso  der  Einfluss,  welchen  die  selbst  wieder  nur 
tls  die  Ergebnisse  solcher  Luftbewegungen  von  langer  Dauer  anzusehen- 
den Meeresströmungen  auf  die  Wärmevertheilung  und  auf  das  Klima  aus- 
Qben.  Das  „ Höhenklima*'  hat  vermnthlich  noch  nirgendwo  eine  so  sorg- 
fältige Behandlung  erfahren,  wie  hier,  und  die  atmosphärischen  Höhen- 
Btufen  trifft  man  für  eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Erdgegendeu  genau 
angegeben.  Höchst  ansprechend  ist  die  nach  mehreren  Seiten  hin  neue 
Gesichtspunkte  eröffnende  Theorie  der  Gebirgswinde ,  den  Fön  (Hann 
hat  noch  die  ältere  Schreibart  „Föhn**)  mit  eingeschlossen.  Die  klima- 
tische  Function  der  Bergzüge  ist  die  des  Windschutzes  und  der  Hem- 
mang  dea  Luftaustausches  zwischen  beiden  Abhängen.  Auf  diese  Weise'^ 
bat  der  Verf.  die  Grundzttge  der  allgemeinen  Klimatologie  gewonnen, 
welche  es  nun  gilt  zu  Gunsten  der  speciellen  Klimatologie,  d.  h.  der 
Rlimatographie  der  Erdoberfläche,  zu  verwerthen. 

Obwohl  dieser  Bestandtheil  des  Werkes  ganz  natürlich  das  räum- 
liehe Uebergewicht  besitzt  (über  ^  des  Ganzen),  so  müssen  wir  uns  doch 
an  dieser  Stelle  kürzer  darüber  fassen.  Es  genüge,  zu  sagen,  dass  mit 
enormer  Belesenheit  und  Sachkunde  für  die  einzelnen  Länder  das  klima- 
tische Gesammtbild  gezeichnet  wird,  so  zwar,  dass  die  Einwirkung  der 
klimatischen  Verhältnisse  auf  Sitten  und  Eigenart  der  Bewohner  zu  ihrem 
▼ollen  Rechte  gelangt.  Die  Eintheilungsprincipien  nach  Klimazonen  sind 
im  Grossen  und  Ganzen  diejenigen  des  Parmenides,  ohne*  natürlich 
sich  streng  an  die  begrenzenden  Parallelkreise  zu  halten.  Was  die  ein- 
.zelnen  Welttheile  anlangt,  so  ist  die  Schematisirung  folgende:  I.  Tropen- 
zone. 1.  Afrikanisches  Tropengebiet;  2.  Südasiatisches  Tropengebiet  oder 
Gebiet  des  Südwest- Monsuns;  3.  Hinterindisch -australisches  Tropengebiet 
oder  Gebiet  des  Nordwest- Monsuns;  4.  fnseln  des  stillen  Oceans;  5.  Ame- 
rikanisches Tropengebiet.  II.  Gemässigte  Zonen.  1.  Subtropengebiet  der 
alten  Welt  (Mittelmeerländer);  2.  Atlantisches  Klimagebiet,  West-  und 
Nordeuropa  umfassend;  3  Mitteleuropa;  4.  Russland  und  Westsibirien 
als  Gebiet  des  europäisch-asiatischen  Continentalklimas;  5.  Ostasien  ausser 
der  Tropenzone;  6.  Nordamerika  zwischen  Wende-  und  Polarkreis;  7.  Süd- 
^Mka   ausserhalb    der    Tropen;    8.    Australien    ausserhalb    der  Tropen; 


y 
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9.  Aassertropisches  Südamerika.  III.  Polarregionen.  1.  Uferländer  und 
Inseln  des  europäischen  Eismeeres;  2.  Polares  Asien;  3.  Polares  Nord- 
amerika; 4.  Antarktischer  Gürtel.  Ausser  den  Detailschilderungen  begeg- 
nen wir  noch  einer  klimatographischen  Charakteristik  jeder  der  drei 
grossen  Schilderungen  im  Allgemeinen,  trefflichen  kleinen  Monographien, 
auf  welche  zumal  die  Verfasser  von  geographischen  und  physikalischen 
Lehrbüchern  aufmerksam  zu  machen  wären ,  weil  sie  daselbst  in  nuce  die 
wichtigsten  ihnen  nothwendigen  Materialien  beisammen  finden  können. 
Beiläufig  sei  erwähnt,  dass  auch  ein  so  vorsichtiger  Meteorologe,  wie 
Herr  Hann,  die  Versuche  Koeppen^s  mit  günstigem  Auge  ansieht 
^S.  707),  zwischen  den  periodischen  Temperaturschwankungen  der  Tropen- 
zone und  der  wechselnden  Sonnenfleckenhäufigkeit  einen  Causalzusam- 
menhang  zu  ermitteln. 

Von  specifisch  mathematischem  Interesse  sind  drei  Ezcurse  unseres 
Werkes.  Die  Intensität  der  Sonnenstrahlung,  mit  deren  ezacter  Bestim- 
mung Meech,  Wiener,  Haughton,  Röllinger,  Schlemüller  u.  A. 
sich  beschäftigt  haben,  wird  (S.  77  flgg.)  durch  eine  ganz  einfache  For- 
mel ausgedrückt,  die  Forbes'sche  Formel  zur  Darstellung  der  mittlem 
Temperatur  eines  Breitenkreises  erfährt  (S  134  flgg.)  eine  eingebende 
Discussion,  und  ganz  besonders  verdienstlich  ist  ein  neues  Verfahren, 
um  den  Einfluss  der  Erdrotation  auf  meridionale  Luftströmungen  matbe 
matisch  zu  bestimmen.  Das  Princip  der  Flächenerhaltung  führt  rasch 
und  sicher  zum  Ziele. 

Einzelbedenken  gegen  ein  so  ausgezeichnetes  —  und,  nebenbei  be- 
merkt, auch  äusserlich  trefflich  ausgestattetes  —  Werk  wird  wohl  nur  ein 
solcher  Recensent  geltend  zu  machen  in  der  Lage  sein ,  der  das  bearbei- 
tete Gebiet  mit  gleicher  Sicherheit  beherrscht,  wie  der  Autor  selbst,  und 
solcher  Recensenten  wird  es  nur  sehr  wenige  geben.  Nur  Eine  Frage 
sei  gestattet:  Sollte  nicht  auch  der  Eisgang  der  Flüsse,  deren  alterniren- 
des  Aufgehen  und  Wiedergefrieren,  unter  den  klimato logischen  Factoren 
ein  wenn  auch  bescheidenes  Plätzchen  verdienen?  Hällström^s  mathe- 
matisch gehaltene  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand,  vor  Allem  die  im 
1.  Bande  der  Acta  soc.  scient.  Fenn,  enthaltenen  „Specimina  mutati  cur- 
rente  saeculo  temporis,  quo  glacies  fluminum  annuae  dissolutae  sunt**, 
scheinen  uns  auch  heute  noch  einige  Aufmerksamkeit  zu  verdienen. 

Ansbach.  Dr.  S.  Günther. 


Untersuchungen  auf  dem  Oebiete  der  trigonometrischen  Reihen  und  der 

Fourier*8chen  Integrale  von  Otto  Beau.  Druck  von  B.  G.  Teubner. 

Leipzig  1883.     84  S. 

Die   beacbtenswerthe  Abhandlung,    deren  Verfasser   eine  erfreuliche 

Gewandtheit  in  analytischen  Kechnungen  an  den  Tag  legt,   besteht  ans 
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drei  Abschnitten.    Im  ersten  Abschnitte  werden  den  bekannten  Coefficien- 

2    /* 

ten  der  periodischen  Cosinus-  nnd  Sinusreihen  a,  =  —  I f{^a),co$va.da^ 

s  0 

2   /• 
ft,  =  —  I  f{a).sinva,da  Formen  ertheilt,  in  welchen  Integrale  mit  anend- 

0 
liehen  Intervallen  vorkommen,  nämlich: 


OD 

4    /*  dx 

fly  =  —  I  f{3r) .cos (v+ fi) :r ,  sinax'  — 

Ä  t/  X 


dx 

0 

und 


4    r                                            dx 
/>»=—  I  f(a).sin{v  +  ri)x.  sinax ;    0<a  +  «<l. 

7t«y  X 

0 
Der  Verfasser  erhält  diese  neuen  Coefficienten formen  auf  doppelte  Art. 
Einmal  leitet  er  sie  nnmittelbar  ab,  ausgehend  von  einigen  allerdings 
schon  bekannten,  aber  selbst  neu  abgeleiteten  bestimmten  Integralen; 
>  dann  giebt  er  zum  Zweiten  die  Umformung  der  beiden  Coefficienten  aus 
der  neuen  Gestalt  in  die  alte,  eine  Operation,  deren  nothwendige  Aus- 
führbarkeit ihm  aus  dem  Satze  folgt,  dass  jede  Function  nur  auf  eine 
Weise  in  periodische  Cosinus-  oder  Sinusreihen  entwickelt  werden  kann. 

Der  zweite  Abschnitt  führt  von  den  periodischen  Reihen  zu  Doppel- 
integralen.  Sie  bieten  das  Analogon  zu  jenen  Doppelintegralen,  welche 
Fonrier^s  Namen  führen,  und  heissen  unter  der  Voraussetzung  der 
CoDtinnität  von  i(;(x)  für  a?  =  — oo  bis  x  =  cx>: 

$inaz,d(t  1  tp (ar) . co« a x .  dx  =  z  f  tlf(x)'-^ > 

0  0  0 

^{x)  eine  gerade  Function; 

OD  OD  OD 

/  cosaz.da  j  'p{x),  sinax.  rfx==  j  x.i\f{x)'  -^ ^» 

0  0  0 

^{x)  eine  ungerade  Function. 

An  diese  Doppelintegrale  schliessen  sich  andere,  welche  Functionen  von 
grösserer  Allgemeinheit  enthalten,  ähnlich  wie  sie  in  den  Fourier^schen 
Integralen  vorkommen.  Einige  specielle  Beispiele  beschliessen  den  Ab- 
schnitt. 

Der  dritte  Abschnitt  endlich  führt  die  Ueberschrift:  Snmmation  von 
Reihen  mit  Hilfe  von  (Fourier^schen)  Doppelintegralen.  Reihen,  welche 
nach  gewissen  A- Functionen  fortschreiten  und  Coefficienten  A^,  B^  be- 
sitzen, die  aus  den  früheren  a^,  6,  hervorgehen,  werden  durch  Doppel- 
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integrale   sammirt  und,    nachdem   die   Convergenz    jener   Reihen    nach- 
gewiesen ist,  wird  die  Methode  an  bestimmten  Beispielen  geprüft. 

In    einem   Anhange   werden   noch   weitere  Umgestaltungen   der  oft- 
genannte^i  Coefficienten  o»,  h^  besprochen.  Cantob. 


Aufgaben  der  sphärisclien  Astronomie,  gelöst  durch  planimetrische  Con- 
strnctionen  und  mit  Hilfe  der  ebenen  Trigonometrie.  Von  Dr. 
A.  Pein,  ordentl.  Lehrer  an  d.  Höheren  Bürgerschale  zu  Bochum. 
1883.  4«.  VIII,  48  S.,  3  Fignrentafeln. 
Ein.  den  Anforderungen  mathematischer  Strenge  genügender  Unter- 
richt in  der  sphärischen  Trigonometrie  wird  jedenfalls  eine  Fandamen - 
talformel  stereometrisch  beweisen  und  deren  Giltigkeit  für  alle  möglichen 
Fälle  darthun  müssen.  Von  dieser  einmal  gewonnenen  Fundamental- 
forrael  aus  werden  alsdann  meistens  auf  dem  Wege  analytischer  Ableitung 
andere  und  andere  Formeln  entwickelt,  andere  und  andere  Aufgaben 
gelöst.  Man  kann  auch  den  andern  Weg  einschlagen,  nämlich  unt«r 
möglich  geringster  Anwendung  analytischer  Ableitungen  jede  Aufgabe  für 
sich  stereometrisch  betrachten  und  die  ihre  Antwort  enthaltende  Formel 
aus  der  Figur  zu  erkennen  suchen.  Will  man  ein  solches  Verfahren 
sphärische  Trigonometrie  nennen  oder  nicht,  das  scheint  ziemlich  gleicb- 
giltig,  und  den  Ausschlag  dafür  dürfte  häufig  der  äussere  Umstand  geben, 
ob  der  betreffende  Lehrer  an  der  betreffenden  Schule  das  Kecbt  hat, 
„sphärische  Trigonometrie**  vorzutragen,  oder  ob  nur  deren  Zwillings-. 
Schwester  ,, mathematische  Geographie**  den  Schülern  bekannt  werden  soll. 
Herr  Pein  hat,  wie  es  scheint,  unter  dem  Drucke  einer  derartigen 
Nöthigung  seine  Anwendung  der  zweiten  hier  erwähnten  Methode  eine 
planimetrische,  nur  ebene  Trigonometrie  beanspruchende  genannt.  Weseut 
lieh  ist  dieser  Name  nicht  für  die  uns  vorliegende  recht  interessante  Pro- 
grammschrift. Wesentlich  erscheint  uns  nur  das  Eine,  dass  die  verhält* 
nissmässig  selbstständige  Behandlung  derjenigen  Aufgaben,  die  man  sonst 
die  einzelnen  Fälle  der  sphärischen  Trigonometrie  zu  nennen  pflegt,  es 
gestattet,  je  nach  Zeit  und  Bedürfniss  bald  die  eine,  bald  die  andere 
Aufgabe  zu  behandeln  oder  zu  vernachlässigen,  und  dass  die  Einkleidung 
der  Aufgaben  in  die  Kunstsprache  sphärischer  Astronomie  ihnen  für  viele 
Schüler  ein  erhöhtes  Interesse  beilegen  wird.  Ob  dagegen  andere  Schüler 
durch  die  Schwierigkeit  der  ihnen  neuen,  fremdartigen  Kunstsprache 
nicht  abgestossen  werden  dürften,  hängt  sicherlich  —  wie  freilich  das 
Meiste  in  der  Mathematik  der  Mittelschulen    —  von  dem  Lehrer  ab. 

Cantor. 
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Vierstellige  logarithmiscli-trigonoiiietrisohe  Tafeln,  bearbeitet  v*.  J.  Hbn- 
Rici.  8tereotypau8gabe-  Leipzig  1882,  bei  B.  G.  Teubner. 
Eine  Seite  Erklärung,  nenn  Seiten  Tabellen  in  Dnodezformat,  das 
ist  die  äussere  Gestalt  dieser  Tafeln,  die  in  jeder  Brnsttascbe  Platz 
finden  können  und  durcb  ebenso  geschmackvollen,  als  soliden  Leinwand- 
einband  gegen  Zerreissen  geschützt  sind.  Die  Erklärung  hier  wieder- 
zugeben wäre  unmöglich,  ohne  die  Tafeln  selbst  zum  Abdruck  zu  bringen. 
Es  gehört  so  wie  so  eine  gewisse,  allerdings  nicht  schwer  zu  erwerbende 
Uebung  dazu,  sich  an  die  Benutzung  dieser  Täfelchen  zu  gewöhnen.  Ob 
allerdings  die  nur  sehr  geringfügige  Annäherung  der  mittels  vierstelliger 
Logarithmen  zu  erhaltenden  Rechnungsergebnisse  mehr  als  zu  blos  vor- 
laufigen Ueberschlägen  für  später  noch  genauer  auszuführende  Rechnungen 
dienen  können ,  ist  dem  Referenten  zweifelhaft.  Zu  einer  Bejahung  der 
aufgeworfenen  Frage  scheint  allerdings  der  Umstand  drängen  zu  müssen, 
dass  es  noch  kürzer  gefasste  Tafeln  giebt.  Hat  doch  eine  dreistellige 
logarithmisch -trigonometrische  Tabelle  von  Bremiker  durch  den  Druck 
Verbreitung  gefunden.  Cantob. 


Breiniker*8   logarithinisch- trigonometrische  Tafeln   mit  sechs  Decimal- 
stellen,  neu  bearbeitet  von  Dr.  Th.  Albekcht,  Professor  und  Sec- 
tionschef  im  königU  prenss.  Geodätischen  Institut.     X.  Stereotyp- 
ausgabe.   Berlin  1883,  Nicolai'scbe  Verlagsbuchhandl.  (R.  Stricker). 
XVIII,  598  S. 
Wir  haben  Bd.  XXVIl,  hist.-lit.  Abth.  S.  142,  auf  die  1881  erschie- 
nene   VIII.  Stereotypausgabe    der  bekannten   sechsstelligen   Tafeln   auf- 
merksam gemacht.     Zwei  Jahre  genügten,  um  jene  VIII.  und  auch  noch 
eine  IX.  Ausgabe   buchhändlerisch   aufzubrauchen,   die  X.  Ausgabe  liegt 
vor  uns.     Von  Veränderungen,  durch  welche  dieselbe  sich  von  den  älte- 
ren Abdrücken  unterscheidet,  sind  zwei  zu  nennen.     Die  von  uns  früher 
bemängelten    Maass-   und   Gewichtsvergleichungen    mit   ihren    nicht    blos 
dem  Gebrauch ,  sondern  sogar  der  gesetzlichen  Statthaftigkeit  entrückten 
Grössenarten    sind    in  Wegfall   gekommen.     Hinzugekommen  ist  dagegen 
auf  S   188  —  262   eine  Tafel    der  Logarithmen   der  Sinus   und  der  Tan- 
genten  der  Winkel   bis   zu   5^  von  Secunde   zu  Secunde   fortschreitend, 
ähnlich    wie   sie   in  den  nicht  stereotypirten  Ausgaben  der  sechsstelligen 
Bremiker'schen   Logarithmen   von   1852   und   1860   vorhanden    war,   in 
den  stereotypirten  Ausgaben   aber  weggelassen  wurde,   eine  Verkürzung, 
welche  von  Astronomen  übel  vermerkt  worden  zu  sein  scheint. 

Cantor. 


Hirt.-lit.  Atbhlff.  d.  Zaltsobr.  i.  M»ih.  a.  Phys.  XXIX,  S. 
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Logarithjnisch-trigonometrisclie  und  andere  für  Rechner  nützliche  Tafeln, 
zunächst    für   Techniker,    sowie    für    den   Schnlgebranch   und    fQr 
praktische  Rechner  überhaupt  von  Dr.  Moritz  Rühlmamn,  königl. 
preuss.    Geh.   Begiernngsrath    und  Professor   an    der   technischen 
Hochschule   zu   Hannover,   und  Dr.  Mobitz  Richard  Rühlvann, 
Professor   am   königl.  Gymnasium  zu  Chemnitz.     IX.,   vollständig 
umgearbeitete  und  beträchtlich  vermehrte  Auflage.  Leipzig,  Arnol- 
dische Buchhandlung.     1883.     XXXVIII,  320  8. 
Die  Logarithmen   sind   zu  sechs  Stellen  angegeben.     Der  Druck   ist 
so  eingerichtet,  dass  stets  nach  je  fünf  Zeilen  ein  Zwischenraum  eintritt, 
wenn  auch  kein  so  scharf  hervortretender  wie  bei  anderen  Tabellen!    Die 
Logarithmen   der   Zahlen   unterhalb   der   Einheit,    also   insbesondere   der 
trigonometrischen  Sinus  und  Cosinus  sind  bei  positiv  bleibender  Mantisse 
mit  negativer  Charakteristik   abgedruckt.     Z.B.  /o^.  sin.  4^  5'=  2,852525, 
wobei   die  ttberstrichene  Charakteristik  2  besagen  soll,   es   sei  eigentlich 
0,852525  —  2   gemeint.     Die  Verfasser  glauben  in  der  Vorrede,   „znmal 
der  Lehrer,   dem    die  Aufgabe   zufällt.    Ungeübte   in   den    Gebrauch    der 
Tafeln    einzuführen,   werde   diese   Ab&nderung   als   einen  Fortschritt   zu 
schätzen   wissen 'S     Referent  kann  einen  Fortschritt  unmöglich  in  einem 
Verfahren   erkennen,   welches  ibm  der  Logik  der  Bezeichnung  geradezu 
zu  widersprechen  scheint.     Wir  würden  fürchten ,  unsere  Schüler  zu  den 
tollsten  Rechenfehlern    zu   veranlassen,   wenn  wir  sie  eine  derartige  Be- 
zeichnung  kennen  lehrten.     Wir  können  auch  keinerlei  Grund  absehen, 
warum  von  der  althergebrachten  Schreibweise  8,852525  {sc,  — 10)  Abstand 
zu   nehmen   wäre.      Die   fast  100  Seiten    füllenden  anderen  als  logarith- 
mischen Tabellen  sind  sehr  zweckmässig  gewählt. 

Ausstattung,  Druck  und  Papier  lassen  Nichts  zu  wünsdien  übrig.* 

Cantor. 


Sammlung  von  arithmetischen  und  algebraischen  Fragen  und  Aufgaben, 
verbunden  mit  einem  systematischen  Aufbau  der  Begriffe,  Formeln 
und  Lehrsätze  der  Arit^^metik,  für  höhere  Schulen  von  Dr.  Her- 
mann  Schubert,   Oberlehrer   au    der  Gelehrtenschule   des  Johan- 
neums  in  Hamburg.     Zweites  Heft:  Für  obere  Classcn.     Potsdam 
1883,  Verlag  von  Aug.  Stein.     224  6. 
Wir  haben  das  zweite  Heft' der  Aufgabensammlung  vor  uns,   deren 
erstes   für  den  Gebrauch   in  mittleren  Gymnasialclassen  bestimmtes  Heft 
wir  im   vorigen  Bande  (bist.-  lit.  Abthlg.  S.  199)   angezeigt  haben.     Was 
wir   damals   lobend   betonen    durften,    Strenge   mit  Fasslichkeit  gepaart, 
geschmackvolle   Einkleidung   der  Textaufgaben,   vielseitige    Anknüpfung 
an  sonstige  Gegenstände   des  Gymnasialunterrichts,    das  findet  buchstäb- 
lich  zu  wiederholende  Anwendung   auch   auf  das  neue  Heft.     Dem  Ge- 
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braoche  in  den  oberen  Classen  angepasst,  enthält  es  natürlich  anch 
gewisse  Dinge,  welche  kaum  vor  vier  Jahrzehnten  ihren  Einzug  in  die 
Hörsäle  der  Universitäten  hielten  nnd  heute  schon  der  Mittelschnle  un- 
entbehrlich geworden  sind:  die  folgerichtige  Begründung  der  Erweite- 
niDgeD  des  Zahlbegriffes  zur  irrationalen  und  zur  imaginären  Zahl.  Jene 
gewinnt  der  Verfasser  in  üblicher  Weise,  indem  er  zeigt,  dass  jede 
Nichtqnadratzahl  zwischen  zwei  Quadratzahlen  eingeschlossen  werden 
kann,  welche  beliebig  wenig  von  ihr  sich  unterscheiden;  uns  scheint 
indessen  damit  noch  nicht  Alles  geleistet,  sofern  nicht  bewiesen  wird, 
dtss  die  Commutativität  der  Addition  und  Multiplication  auch  bei  Irratio- 
nalzahlen obwaltet,  ein  Beweis,  den  Referent  1855  in  seinen  „Orund- 
zügen  einer  Elementararithmetik'*  S.  57 — 59  aus  Kästner *s  vielverleum- 
deten,  weil  wenig  gelesenen  Schriften  in  Erinnerung  gebracht  hat.  Dieser 
Beweis  als  geführt  vorausgesetzt,  ist  Herrn  Schubert^s  Darstellung  des 
Rechnens  mit  irrationalcomplezen  Zahlen,  wie  er  die  algebraische  Summe 
eines  rationalen  und  eines  irrationalen  Theiles  nennt  (§  29  F,  S.  248  bis 
250),  als  sehr  gelungen  zu  bezeichnen.  Daran  schliessen  sich  Bemer- 
kungen über  die  fremdartigen  Wurzeln ,  welche  durch  Beseitigung  von 
Irrationalitäten  in  eine  Gleichung  hineingebracht  werden  können,  Bemer- 
kungen, welche  auf  S.  270  in  anderer  Form  wiederkehren.  Das  Rech- 
nen mit  den  durch  die  Nothwendigkeit,  auch  negative  Zahlen  radiciren 
za  können,  erzwungenen  imaginären  Zahlen  behandelt  der  Verfasser 
8.  260flgg.,  bevor  er  die  Versiunlichung  der  imaginären  Zahl  kennen 
lehrt.  Er  bedarf  also  eines  von  der  Zahlenebene  nicht  Gebrauch  machen- 
den Beweises  des  Satzes  {+j/—  0),{'\'j/^^')  = —j/bc  ohne  weitere  Vor- 
aassetzung  als  der  von  (+  j/-'b)^=^—b.  Er  führt  diesen  hübschen  Be- 
weis folgendermassen  •  +  y —  b  ist  Wurzel  der  Gleichung  rt*  =  —  6  und 
+  /—  c  Wurzel  der  Gleichung  y*  =  —  c,  Vervielfachung  beider  Gleich- 
ungen liefert  a?*y^  =  6r,  xy  =  +  ybc  oder  xyc=  —  }/bc,  und  zwar  kann, 
sofern  speciell  a?  =  +  j/— A,  y  =  +  V—  c  genommen  wird,  nur  ein  Werth, 
«ei  es  +ybc  oder  —j/bc^  erscheinen.  Die  Richtigkeit  des  Letzteren 
wird  an  dem  Sonderfalle  c  =  6  sofort  erkannt.  Wir  denken  unseren 
Lesern  an  diesem  einen  Beispiele  eine  deutliche  Probe  des  Geistes,  in 
welchem  das  Aufgabenlehrbuch,  wie  wir  Herrn  Schubert *6  Buch  nennen 
möchten,  verfasst  ist,  gegeben  zu  haben  und  sind  überzeugt,  dass  kein 
Lehrer  es  bereuen  wird,  sich  durch  eigenen  Augenschein  mit  unserer 
Vorlage  bekannt  zu  machen.  Cantor 
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Erwiderung. 

Im  2.  Hefte  dieses  Bandes  bat  Herr  Knrz  sieb  mit  meiuer  Arbeit 
über  die  Principien  der  Hydrodynamik  bescbäftigt  und  dabei,  wie  er  sieb 
ausdrückt,  allerband  Scblacken  gefunden.  Ich  möcbte  auf  diesen  Angriff 
erwidern,  da  derselbe  die  Fundamente  meiner  Arbeit  betrifft;  ich  werde 
nur  auf  das  Sachliche  der  Recension  eingehen. 

Herr  Kurz  behauptet,  meine  Definition  der  Componenten  der  Win- 
kelgeschwindigkeit eines  Linienelements  sei  falsch.  Dass  seine  Definition 
die  richtige  ist,  hält  er  nicht  für  nötbig  zu  beweisen,  da  er  ja  von  Herrn 
Dr.  Braun  die  richtigen  Formeln  erhalten  hat.  Ich  gedenke  nun  Herrn 
Kurz  zu  beweisen,  dass  meine  Formeln  die  {ichtigen  sind,  dass  also 
die  Formeln  des  Herrn  Dr.  Braun  falsch  sind.  Dabei  ist  es  wohl  nötbig, 
etwas  ausführlicher  zu  sein,  als  ich  es  in  der  Abhandlung  war,  da  ich 
mich   vielleicht   für   den   Herrn  Recensenten   zu   kurz   ausgedrückt  habe. 

Ein  Linienelement  öx,  6y^  dz,  dessen  Richtungscosinus  a^  ß^  y 
sind,  habe  nach  einer  unendlich  kleinen  Zeit  dt  die  Projectionen 
6sc  +  Sudi^  öy  +  övdi^  öz  +  6wdt  und  die  Richtungscosinus  «j,  /Jj,  y, ; 
die  beiden  Richtungen  mögen  einen  Winkel  £  dt  miteinander  machen. 
Dann  ist  c  die  Rotationsgesch windigkeit  der  Richtung  a,  jS»  y  um  eine 
zu  der  Anfangs-  und  Endrichtung  senkrechte  Axe.  Die  Richtungscosi- 
nns  dieser  Rotationsaxe  seien  a^-,  ß^,  ^2*  ^^  ^^^^  ^^®  Componenten  der 
Rotationsgeschwindigkeit  resp.  fa^,  cjS^,  cy^  (vergl.  Kirchhoff,  Mech., 
S.  48).  Trägt  man  vom  Coordinatenursprung  auf  den  Richtungen  o^^  ß^^y^^ 
a,  ß,  y  die  Längeneinheit  ab  und  verbindet  man  die  Endpunkte,  so 
entsteht  ein  gleichschenkliges  Dreieck  J,  dessen  doppelter  Inhalt  gleich 
sin[idl)  ist,  und  die  Projectionen  dieses  Dreiecks  auf  die  Coordinaten- 
ebenen  ^,  B^  6' sind  gegeben  durch  folgende  Gleichungen  (vergl.  Hesse, 
Anal.  Geom.  des  R.,  2.  Aufl.,  8.  8  u.  9): 

2A^yß,-ßy,,     2B  =  ay^--ya,,     2C=ßa,--aß, 

Hist.-Ut.  Abthlg.  d.  Zeltiohr.  f.  M»th.  u.  Phyi.  XXIX.  4.  10 
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(wobei  gegen  die  Bezeichnung  von  Hesse  die  Indices  vertauscht  sind). 
Nnn  ist  aber 

und  da  dt  ein  unendlich  kleiner  Winkel  ist,  so  habe  ich 

^dt.a^  =  yßi  —  ßYi,     ^  dt.ß^=  ay^—ya^,     s  dt.y^  =  ßa^^aß^. 

Die  Aasdrücke  rechter  Hand  kann  ich  demnach  die  Projectionen 
des  Winkels  idi  nennen,  und  wenn  ich  der  Reihe  nach  diese  Aas- 
drticke  =^&dt^   idt^    %dl  nenne,  so  habe  ich 

tdt,a^^%di,     sdt.ß^  =  idi,     tdt.y^^xdt, 

und  wenn  ich  mit  dt  darchdividire , 

(linker  Hand  stehen  die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit),  ood 
damit  also  bewiesen,  dass  die  Grössen 

0=(yft-/JyO•rf^     •=(«yi-y«i):rf',     x={K-«A):^' 
die  Componenten  der  Winkelgeschwindigkeit  £  sind. 

Vielleicht  versteht  jetzt  Herr  Kurz  die  Entwickelang,  deren  Rich- 
tigkeit er  angezweifelt  hat.  Er  hat,  wenn  ich  seine  Formeln  recht  ver 
stehe,  sich  nicht  klar  gemacht,  was  man  anter  den  Componenten  einer 
Rotationsgeschwindigkeit  versteht.  Denn  seine  Aasdrücke  für  Od/,  idl^ 
%dt  (ich*  meine  damit  diejenigen  Grössen,   die  ich  so  bezeichnet  habe), 

d  rf^  =  O'  dl  ^1-a«  Vi  —  ^i\ 

wo  %'  die  von  Herrn  Braan  aafgestellte  Componente  ist,  zeigen  mir, 
dass  er  als  Componente  der  Winkelgeschwindigkeit  nach  der  a;-Axe  den 
Winkel  zwischen  den  Projectionen  zweier  aufeinander  folgender  Lagen 
des  Linienelements  aaf  die  y-,  z- Ebene,  dividirt  darch  dt  versteht  In 
jedem  Lehrbach  der  Mechanik  aber  kann  er  sich  darüber  anterrichten, 
dass  die  Componenten  einer  Winkelgeschwindigkeit  9  nach  den  Axen  d?,  y^ 
z  resp.  €«2»  ^ßi^  ^Yi  ^^^^t  ^o  <^8)  ß%y  Yi  ^^®  Cosinas  der  Drehaxe  sind. 
Aach  die  Bemerkung  über  den  Anfang  des  §  3  ist  so  haltlos,  wie 
es  fehlerhaft  ist,  bei  allgemeiner  Flüssigkeitsbewegung 

du      dv     dm 
dx      dy^dz  "" 
zn  setzen. 

Tübingen,  den  20.  Juni  1884.  R.  Rbiff. 
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Theorie  der  homogen  zneammengeeetiten  Bavmgebilde;  von  Dr.  Victor 
ScHLBGEL.  Mit  9  TaPelD.  Halle  1883.  In  Comm.  bei  W.  Engel- 
mann in  Leipzig.  Aue:  Nova  acta  der  kaieerl.  Leop.-Carol.  deut- 
schen Akademie  der  Naturforscher.     Bd.  XLIV  Nr.  4. 

In  einer  Abhaudlung:  „Quelques  th^or^mes  de  g^om^trie  k  n  dimen- 
sioDS**  (Bulletin  de  la  soci^t^  math^matique  de  France.  Paris  1882) 
hatte  Herr  Schlegel  ein  homogen  begrenztes  oder  homogenes 
n-dimensionales  Raumgebilde  durch  die  Bedingung  definirt,  dass  um  jede 
Ecke,  Kante,  Fläche  u.  s.  w.  bez.  gleichviel  Grenzgebilde  von  höherer 
Dimensionszahl  liegen,  so  dass  z.  B.  für  n=:2  jedes  ebene  Polygon,  für 
n  =  3  die  fünf  im  weitereu  Sinne  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächi- 
gen Polyeder  erster  Art,  von  denen  die  regulären  (Platonischen)  Polyeder 
Specialfälle  sind,  solche  homogene  Figuren  darstellen.  Der  Verfasser 
betrachtet  nun  in  der  vorliegenden  Schrift  die  homogen  zusammen- 
gesetzten Baumgebilde  und  deren  Beziehungen  zu  d«n  homogenen;  er 
nennt  ein  {n  —  1)- dimensionales  Raumgebilde  homogen  zusammen- 
gesetzt, wenn  alle  Theile  desselben  gleichviele  Orenzgebilde  haben  und 
alle  diese  Grenzgebilde  gleichvielen  Theilen  angehören. 

Ein  solches  homogen  zusammengesetztes  (ra^l)- dimensionales  Raum- 
gebilde kann  als  die  Abbildung  der  Grenze  eines  homogenen  n-dimen- 
sicnalen  Gebildes  auf  einem  einfachen  (ebenen)  (n  — l)-dimensionalen 
Gebilde  angesehen  werden.  Denn  denkt  man  sieb  eines  der  (ft  — 1)- 
dimensionalen  Grenzgebilde  entfernt  und  den  Complex  aller  übrigen  auf 
einem  ebenen  (/i  —  l)- dimensionalen  Gebilde  ausgebreitet,  so  resultirt  ein 
homogen  zusammengesetztes  (;i  —  l)- dimensionales  Gebilde,  welches  für 
die  Fälle  1  =  2,  3,  4  bez.  als  Kette  des  Polygons,  als  Netz  des 
Polyeders,  als  Zellgewebe  des  Polytops  bezeichnet  wird.  Hierbei  kann 
ffir  n  =>  2  der  zu  beiden  Seiten  der  Kette  liegende  Theil  der  im  Unend- 
lichen geschlossenen  Geraden,  für  ra  =  3  der  rings  um  das  Netz  liegende 
Theil  der  Ebene,  für  n  =  4  der  rings  um  das  Zellgewebe  liegende  Theil 
des  Euklidischen  Raumes  als  die  Abbildung  des  einen,  vorher  entfernten 
Qrenzgebildes  angesehen  werden. 

Umgekehrt  kann  ein  homogenes  yi -  dimensionales  Gebilde  durch 
Znsammenfaltung  eines  homogen  zusammengesetzten  (n  —  1)  -  dimensionalen 
Gebildes  im  n  -  dimensionalen  Räume  und  Hinzufügung  des  einen  fehlen- 
den Grenzgebildes  erzengt  werden. 

In  der  vorliegenden  Schrift  erstreckt  sich  die  Untersuchung  im 
Wesentlichen  auf  die  homogen  zusammengesetzten  Gebilde  der  Ebene 
und  des  Euklidischen  Raumes. 

Der  erste  Haupttheil  enthält  die  Betrachtung  der  homogen  zusam- 
mengesetzten Figuren  in  der  Ebene  oder  der  homogenen  polygo- 
nalen Figuren.  In  dem  ersten  Abschnitte  werden  zunächst  Re- 
lationen   zwischen    den    Gesammtzahlen    der    Gebilde,    den   Zahlen    der 

10* 


124  Historisch  -  literarische  AhtheiloDg. 


ftnsseren  nnd  inneren  Gebilde,  speciell  auch  für  die  vollständigen 
derartigen  Figuren  (für  welche  die  Zahl  der  in  einer  Aussenecke  und  in 
einer  Innenecke  zusammentreffenden  Kanten  dieselbe  ist)  aufgestellt.  Für 
die  nähere  Bestimmung  der  verschiedenen  Arten  der  homogenen  polygo- 
nalen Figuren  ergeben  sich  drei  Fälle  entsprechend  der  Formel: 

wenn  n  die  Kantenzahl  der  Polygone,  p  die  Anzahl  der  in  jeder  Innen- 
ecke  zusammentreffenden  Flächen  bedeutet.  Der  erste  Fall:  i^>  0,  liefert 
fünf  endliche  vollständige  Figuren,  nämlich  die  3theilige,  Ttheilige  und 
lOtheilige  triagonale,  die  5theilige  tetragonale  und  die  lltheilige  penta- 
gonale  Figur.  Im  zweiten  Falle:  z/  =  0,  ergeben  sich  drei  unend- 
liche (d.  h.  ans  einer  unendlichen  Anzahl  von  Theilen  bestehende)  voll- 
ständige Figuren,  den  Werthsystemen 

w  =  6,    p  =  3, 

n  =  4,     p  =  4, 

«  =  3,  p=^6 
entsprechend.  Der  dritte  Fall:  z/<0,  liefert  keine  vollständigen  Fi- 
guren, sondern  solche  Netze,  welche  ins  Unendliche  fortgesetzt  werden 
können,  doch  nicht  gleichmässig,  wie  im  zweiten  Falle,  sondern  so,  das« 
die  entfernteren  Theile  sich  mehr  zusammendrängen  und  der  Dmfang  der 
polygonalen  Figur  sich  einer  Curve  als  Grenze  nähert.  Die  Construction 
der  vollständigen  homogenen  Figuren  wird  sodann  durch  Zusammen- 
setzung oder  Zerlegung  einer  gegebenen  Figur  ausgeführt,  wobei 
sich  diese  beiden  Processe  als  symmetrisch  verwandt  zufolge  der  Eigen- 
schaft der  Umkehrbarkeit  erweisen. 

Diejenigen  Systeme  ebener  Polygone,  deren  Ebenen  Winkel  bilden, 
d.h.  die  räumlichen  polygonalen  Figuren^  deren  Betrachtung  der 
folgende  Abschnitt  gewidmet  ist,  gehen  aus  den  ebenen  polygonalen 
Figuren  hervor.  Aus  den  vollständigen  endlichen  Figuren  ergiebt  sich 
beim  Uebergang  aus  der  Ebene  in  den  Raum  und  durch  Hinzufügnng 
der  vom  Rand  polygen  begrenzten  ,,  Schlussseite  ^*  eine  geschlossene  Figur 
und  damit  ein  durch  diese  begrenztes  homogenes  Polyeder.  Diese  letz- 
teren Gebilde  leitet  der  Verfasser  auch  direct  aus  der  Euler*schen  For- 
mel  her  und  erhält  so  die  bekannten  fünf  Arten  dieser  Figuren  und  der 
durch  sie  begrenzten  homogenen  Polyeder,  wobei  die  Beziehungen  dieser 
Figuren  zu  denen  der  Ebene  (für  z/  >  0)  und  auch  das  gegenseitige  Ent- 
sprechen je  zweier  sich  leicht  ergeben.  Die  ebenen  polygonalen  Figuren 
lassen  sich  nicht  nur  als  die  perspectivischen  ebenen  Abbildungen  jener 
Körper,  sondern  auch  als  Specialfälle  derselben  ansehen.  Analog  werden 
den  Figuren  in  der  Ebene  (für  z/  =  0)  entsprechend  im  Räume  drei  Arten 
offener  homogener  Figuren  mit  endlicher  Grösse  aller  Flächen,  nämlich 
die  triagonale,  tetragonale  und  hexagonale  Figur,  erhalten. 
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Id  einem  weitem  Abschnitte  wird  die  homogene  Bedeckung  von 
Oberflächen  (von  überall  gleichartiger  Krümmung)  behandelt,  bei  wel- 
chen die  Poljgonsysteme  durch  kürzeste  Linien  begrenzt  werden.  Hier 
lassen  sich,  entsprechend  den  drei  Hauptarten  polygonaler  Figuren ,  drei 
Arten  von  Bedeckungen  unterscheiden,  nämlich  von  Flächen  mit  positiver, 
verschwindender  und  negativer  Krümmung.  Sodann  betrachtet  der  Ver- 
fasser die  gegenseitigen  Abbildungen  einer  Fläche  auf  einer 
andern  und  macht  in  dem  letzten  Abschnitte  noch  Anwendungen  auf 
die  Flächenmessung  auf  der  Ebene  (Quadrangulation ,  Triangulation, 
Hezangulation) ,  auf  der  Kugel  und  der  Pseudosphäre. 

Der  zweite  Haupttheil  enthält  die  Bestimmung  und  Untersuch- 
QDg  der  homagenen  polyedrischen  Körper,  d.  h.  der  homogen 
snsammen gesetzten  Polyeder.  Nach  Herleitung  allgemeiner  Formeln  zwi- 
schen den  Oesammtzahlen  der  Gebilde,  den  Zahlen  der  inneren  und 
iasseren  Grenzgebilde,  insbesondere  auch  für  die  vollständigen  und  regel- 
mässigen polyedrischen  Körper  wird,  da  eine  der  Grösse  A  bei  den 
polygonalen  Figuren  analoge  Function  sich  hier  annullirt,  zur  Ermitte- 
lung der  homogenen  polyedrischen  Körper  der  folgende  Weg  eingeschla- 
gen. Da  die  Gonstruction  eines  solchen  Gebildes  entweder  durch  Zer- 
legung oder  Zusammensetzung  eines  gegebenen  Körpers  erfolgen  kann, 
wobei  im  letzteren  Falle  die  Aussengren ze  des  fertigen  Gebildes  ver- 
schieden ausfällt,  je  nachdem  man  von  der  Gruppirung  der  Körper  um 
einen  Punkt,  eine  Kante,  eine  Fläche  oder  einen  Körper  ausgeht,  es 
aber  von  vornherein  nicht  zu  erkennen  ist,  welche  dieser  Arten  der 
Zusammensetzung  den  homogenen  Körper  liefert,  so  geht  man  am  besten 
von  der  äussern  bekannten  Gestalt  der  regelmässigen  Körper  aus  und 
bestimmt  diese  durch  Zerlegung  —  wiewohl  diese  Methode  den  unter- 
schied zwischen  endlichen  und  unendlichen  Bildungen  im  Allgemeinen 
nicht  hervortreten  lässt.  Der  Verfasser  stellt  demgemäss  die  von  der 
Beschaffenheit  der  Aussenfläche  abhängigen  Grössen  als  Functionen  von 
P  (der  Zahl  der  in  jeder  innern  Ecke  zusammentreffenden  Körper),  die 
flbrigen  Grössen  als  Functionen  von  P  und  C  (der  Zahl  der  Körper)  dar, 
bestimmt  alsdann  die  Werthe  für  P  und  ermittelt  schliesslich  diejenigen 
für  Q  in  den  einzelnen  Fällen.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich  sechs  end- 
liche und  ein  unendlicher  vollständiger  Körper  (mit  endlicher  Grösse 
aller  Theile) ,  nämlich  der  4  theilige,  15theilige,  599theilige  tetraedrische, 
der  23theilige  oktaedrische,  der  Ttheilige  hezaedrische,  der  119theilige 
dodekaedrische  und  der  unendliche  hexaedrische  Körper,  ausserdem  noch 
vier  unendliche  Körper  mit  ins  Unendliche  abnehmender  Grösse  der 
Theile,  den  Werthen  />=12,    iV  =  20; 

/>  =  ^0,    iV=  6; 

p=  8,     iV  =  l2; 

/>=20,    iV=12 
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entsprechend ,  wo  N  die  Seitenzahl  jedes  einzelnen  Polyeders  be- 
zeichnet. 

Die  specielle  Untersnchnng  der  sechs  endlichen  vollständigen  Kör- 
per, znmal  des  dritten  nnd  sechsten,  welche  ziemlich  complicirte  Gebilde 
darstellen,  wird  sorgfältig  dnrch  das  Verfahren  der  Zerlegung  in  Scbich- 
teD  unter  fortwährender  Anwendung  der  aufgestellten  Formeln  durch- 
geführt und  durch  die  beigefttgten  Figuren  erläutert.  Auch  wird  das 
Verfahren  der  Zusammensetzung,  welches  auch  hier  mit  dem  der  Zerleg- 
ung symmetrisch  verwandt  erweist,  kurz  erwähnt. 

In  einem  weitern  Abschnitte  werden  nun  die  geschlossenen 
Körper  und  die  homogen  begrenzten  vierdimensionalen  Ge- 
bilde aus  den  polyedrischen  Körpern  entwickelt.  Wenn  man  sich  je 
zwei  benachbarte  Polyeder  der  letzteren  in  verschiedenen  Euklidischen 
Bäumen  liegend  denkt,  so  können  die  bisher  betrachteten  Körper  als 
die  Abbildungen  von  vierdimensionalen  Gebilden  in  einem  Euklidischen 
Räume  aufgefasst  werden.  Bei  diesem  Uebergang  in  den  vierdimensio- 
nalen Baum  giebt  das  Polyeder,  welches  die  Aussenfläche  eines  vollstän- 
digen endlich  polyedrischen  Körpers  bildete,  einen  Körper,  welcher  im 
Verein  mit  den  Theilen  des  polyedrischen  Körpers  einen  Theil  jenes 
Baumes  vollständig  begrenzt.  So  werden  aus  den  endlichen  polyedri- 
schen Körpern  sechs  homogen  begrenzte,  geschlossene  yierdimensionale 
Gebilde  erhalten,  für  welche  die  Zahl  der  Grenzkörper  um  1  grösser  ist, 
als  die  Zahl  der  Theile  des  polyedrischen  Körpers:  das  5 -Zell,  16 -Zell, 
600-Zell,  24-Zell,  8-Zell  und  120-ZelI.  Diejenigen  speciellen  Fälle 
dieser  Gebilde ,  bei  welchen  die  Grenzkörper  nicht  nur  homogen ,  sondern 
regulär  sind,  d.  h.  die  sogenannten  regulären  Vielräume  (Polytope), 
sind  bereits  von  Stringham,  Hoppe,  Scheffler  (und  auch  von 
Forchhammer)  untersucht  worden.  Aus  den  vom  Verfasser  aufgestell- 
ten Formeln  ergiebt  sich  in  einfacher  Weise,  dass  es  nicht  möglich  ist, 
die  homogenen  vierdimensionalen  Gebilde  auch  unabhängig  von  ihren 
Abbildungen  in  einem  Euklidischen  Baume  zu  bestimmen.  Auch  wird 
hier  das  Entsprechen  der  erhaltenen  vierdimensionalen  Gebilde  her- 
vorgehoben nnd  auf  die  Vorstellung  eingegangen ,  die  polyedrischen  Kör- 
per nicht  nur  als  perspectivische  räumliche  Abbildungen  von  vierdimensio- 
nalen Gebilden,  sondern  auch  als  Special  fälle  derselben  aufzufassen, 
überhaupt  auf  die  Analogie  der  hier  sich  darbietenden  Beziehungen  mit 
den  früher  beim  Uebergang  aus  dem  zwei-  in  den  dreidimensionalen  Baum 
hervorgetretenen  hingewiesen. 

Ferner  ergeben  sich  im  vierdimensionalen  Raum  nur  eine  Art  offe- 
ner homogener  polyedrischer  Körper  mit  endlicher  Grösse  aller  Theile 
(der  zweite  hexaedrische)  und  vier  solcher  Körper  mit  ins  Unendliche 
abnehmender  Grösse  aller  Theile:  der  ikosaedrische,  der  dritte  hexa- 
edrische und  zwei  dodekaedrische. 
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In  einem  weitem  Abschnitte  wird  das  Problem  der  homogenen 
Aasfüllnng  von  dreidimensionalen  RXnmen  von  überall  gleich- 
artiger nnd  constanter  (positiver,  verschwindender  oder  negativer)  Krüm- 
mung durch  homogene  poljedrische  Körper  behandelt,  deren  Eckpunkte 
durch  kürzeste  Linien  verbunden  sind,  während  die  von  diesen  Linien 
eingeaehlossenen  Polygone  Flächenstücke  kleinster  Krümmung  sind.  Es 
ergeben  sich  so  für  einen  geschlossenen  dreidimensionalen  Raum  mit  posi- 
tiver Krümmung  sechs  Arten  vollständiger  homogener  Ausfüllung,  für 
einen  Euklidischen  Raum  nur  eine  (die  uuendlich  hexaedrische) ,  für  einen 
offenen  dreidimensionalen  Raum  von  negativer  Krümmung  vier  (unend- 
liche) Arten  vollständiger  homogener  Ausfüllung. 

Es  folgen  dann  noch  Betrachtuugen  über  die  gegenseitigen  Ab'- 
bildungen  der  Ausfüllung  eines  Raumes  in  einem  anderu, 
insbesondere  über  die  vier  Arten  der  Debertragungen  der  vollständigen 
Ausfüllung  eines  positiv  gekrümmten  Raumes  in  den  Euklidischen.  Von 
diesen  ist  hauptsächlich  die  Zusammensetzung  derjenigen  Abbildungen 
der  homogenen  Gebilde  von  Interesse,  welche  dadurch  zu  Stande  kom- 
men ,  dass  eine  Ecke  mit  den  P  in  ihr  zusammentreffenden  Körpern  weg- 
gelassen   und    der  Rest  in  einem  Euklidischen  Räume  ausgebreitet  wird. 

Endlich  werden  auch  die  Anwendungen  auf  die  dreidimensionale 
Inhaltsbestimmung  (Raummessung)  für  die  drei  unterschiedenen  Fälle 
besprochen  und  zum  Schluss  die  verwandten  Arbeiten  von  Hoppe, 
Stringham,  Scheffler  u.  A.  berücksichtigt,  wobei  daraufhingewiesen 
wird,  dass  durch  die  Untersuchungen  von  Stringham  auch  die  Frage 
nach  der  Existenz  endlicher  homogener  Gebilde  für  den  n-dimensionalen 
Raum  beantwortet  ist.  — 

Unser  Oesammturtheil  über  die  vorliegende  Arbeit  glauben  wir  nicht 
besser  ausdrücken  zu  können,  als  mit  fast  denselben  Worten,  welche 
H.  Grassmann  in  der  zweiten  Vorrede  zu  seiner  linealen  Aus- 
dehnungslehre über  das  „System  der  Raumlehre*'  desselben  Verfassers 
ausgesprochen  hat:  „Her  Verfasser  hat  mit  grosser  Klarheit  und  zum 
grossen  Theile  in  selbstständiger,  der  Sache  durchaus  angemessener 
Methode  die  Bedeutung  dieses  besondern  Zweiges  der  Ausdehnungslehre 
dargelegt/*  Der  in  der  Schrift  behandelte  besondere  Zweig  der  Ans- 
dehnungslehre  ist  in  der  That  besonders  geeignet,  den  Nutzen  mehr- 
dimensionaler Untersuchungen  vor  Augen  zu  führen,  welcher  ja  nicht 
znm  kleinsten  Theile  darin  besteht,  die  Beziehungen  der  anschaulich 
▼orstellbaren  Gebilde  der  Ebene  und  des  Euklidischen  Raumes  in  ein 
neues  Licht  zu  setzen.  Die  von  dem  Verfasser  angewendeten  Methoden 
entsprechen  mehrfach  dem  von  G.  Veronese  in  einer  inhaltsreichen  und 
bedeutungsvollen  Arbeit  (Math.  Ann.  XIX,  S.  161  flgg)  aufgestellten  und 
Angewendeten  Princip  des  Projicirens  und  Schneidens. 
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Fügen  wir  hinzu,  dass  die  Schrift  von  Schlegel  noch  eine  FQlle 
anregender  Bemerkungen  enthält,  auf  welche  in  der  obigen  Wiedergabe 
des  wesentlichen  Inhalts  nicht  eingegangen  werden  konnte,  so  iSsst  sich 
die  Erwartung  aussprechen,  dass  die  Schrift  von  Schlegel  im  Verein 
mit  den  von  Stringham  und  Hoppe  gewonnenen  Resultaten,  snmal 
des  Letzteren  Untersuchungen  über  mehrdehnige  Winkel,  den  Anlass  zur 
Aufstellung  weiterer  interessanter  Beziehungen  geben  wird.  Referent 
ho£ft  hierzu  in  der  Kürze  einen  Beitrag  liefern  zu  können,  zu  welchem 
er  im  Wesentlichen  die  Anregung  dem  Studium  der  Schlegerschen 
Schrift  verdankt. 

Dem  oben  ausgesprochenen  Gesammturtheil  gegenüber  kommen  einige 
Bemerkungen,  welche  wir  noch  zu  machen  haben,  kaum  in  Betracht. 

Bei  der  Besprechung  der  Bedeckung  vod  Flächen  mit  positiver  Krüm- 
mung, speciell  der  Kugel,  giebt  der  Verf.  für  die  ikosaedrische  Bedeck- 
ung [S.  36  unter  3)]  an,  man  solle  auf  der  Kugelfläche  sechs  Paar 
Gegenpunkte  so  annehmen ,  dass  je  zwei  Piaar  auf  einem  Diametralkreise 
liegen,  und  diese  15  Diametralkreise  construiren.  Diese  Bedingung, 
welche  ja  im  Allgemeinen  immer  erfüllt  ist,  genügt  aber  nicht,  um  das 
verlangte  Netz  zu  bestimmen.  Von  den  sechs  Punkten  (und  deren  Gegen- 
punkten) sind  nur  vier  beliebig  —  nur  so,  dass  nicht  je  drei  auf  einem 
Diametralkreise  liegen  —  annehmbar,  die  beiden  anderen  aber  durch  die 
Bedingung  bestimmt,  dass  die  sechs  Punkte  die  Eckpunkte  eines  sphäri- 
schen zehnfach -Briancho naschen  Sechsecks  darstellen.  (Vergl.  des 
Ref.:  Einleitung  in  die  Lehre  von  der  Kugeltheilung.  Leipzig,  Teubner. 
1883.     S.  422flgg.) 

Bei  der  in  der  Einleitung  (S.  8)  gegebenen  Definition  des  Ent- 
sprechens  zweier  homogenen  ra -  dimensionalen  Gebilde  hätte  wohl  die 
allgemeinere  Beziehung,  nach  welcher  die  Zahl  der  (n  —  m) - dimensiona- 
len  Grenzgebilde  des  einen  gleich  derjenigen  der  (m — 1 )  -  dimensionalen 
Grenzgebilde  des  andern  Gebildes  ist,  Erwähnung  verdient. 

Auf  S.  111  Anm.  3)  sollte  es  statt  „Rhomboeder*'  heissen:  „  Rhom- 
bendodekaeder *\  welches  durch  die  Zusammensetzung  von  vier  Rhom* 
boedern  (mit  Flächen winkel  =120^)  resultirt. 

Die  Anmerkung  auf  S.  115,  in  welcher  der  Verf.  u.  A.  als  eine 
wahrscheinliche  Folgerung  der  vorhergehenden  Betrachtungen  die  Immate- 
rialität  unseres  Geistes  hinstellen  will,  würde  nach  unserer  Ansicht  besser 
fortgefallen  sein.  Wir  befürchten,  dass  der  Inhalt  dieser  Anmerkung 
Denjenigen,  deren  „wissenschaftlicher  Tummelplatz  das  Grenzgebiet  der 
Philosophie  und  der  Mathematik  ist*',  einen  nicht  ganz  unbegründeten 
Anlass  zu  Angriffen  bieten  und  möglicherweise  neue  Missverständnisse 
über  die  Bedeutung  n-dimensionaler  Untersuchungen   bedingen   möchte. 

Schliesslich  glaubt  Referent  darauf  hinweisen  zu  müssen,  dass,  so 
sehr  auch  die  analoge  Durchführung  der  Untersuchungen  im  zwei-  und 
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dreidimensionalen  Räume  und  derjenigen  im  drei-  und  vierdimensionalen 
Räume  als  ein  Hauptvorzug  der  Schrift  zu  bezeichnen  ist,  doch  das  vom 
Verf.  zufolge  der  Analogie  für  die  Herleitung  und  Beschreibung  der 
homogenen  polyedrischen  Körper  gewühlte  Verfahren  nicht  das  einfachste 
und  zur  Einführung  in  diese  Lehren  geeignetste  sein  dürfte.  Insbeson- 
dere glaubt  Ref.,  dass  Jeder,  welcher  zuerst  eine  genauere  Vorstellung 
über  die  Structur  z.  B.  des  dritten,  complicirtesten  poljedrischen  Körpers 
(welcher  sich  aus  599  Tetraedern  zusammensetzt)  gewinnen  will,  viel 
einfacher  und  rascher  zum  Ziele  kommt,  wenn  er  das  vom  Verf.  erwähnte 
und  von  Hoppe  (Arch.  f.  Math.  u.  Phys.  T.  67  S.  38  flgg.)  für  das  ent- 
sprechende reguläre  Gebilde  durchgeführte  Verfahren  der  Zusammensetz- 
ung,  von  der  Gruppirung  der  20  Tetraeder  um  einen  Punkt  ausgehend, 
wählen  wird.  Es  tritt  bei  Anwendung  dieses  Verfahrens  die  symmetrische 
Gruppirung  der  Ecken,  Körper  u.  s.  w.  in  Beziehung  auf  die  mittlere 
Zone,  deren  Eckpunkte  im  Falle  der  Regelmässigkeit  mit  denjenigen  eines 
(12-1-20) -flächigen  gleicheckigen  30 -Ecks  zusammenfallen,  sowie  auch 
das  Entsprechen  des  dritten  und  sechsten  polyedrischen  Körpers  in  allen 
Einzelheiten  bei  Weitem  besser  und  vollständiger  hervor,  als  bei  dem 
vom  Verf.  gewählten,  wenn  auch  sorgfältig  durchgeführten  Verfahren  der 
Zerlegung. 

Marburg,  im  October  1883.  Edmund  Hbbs. 


Orondiiss  einer  elementar  -  geometrisohen  Kegelsolmittslebre,  von  H.  G. 
Zbuthbn.     Leipzig,  B.  G.  Teubner.     1.882. 

Die  Vielseitigkeit,  Klarheit  und  Tiefe  der  mathematischen  Forschung, 
welche  einen  in  ihrem  Bereiche  liegenden  Gegenstand  bald  von  dieser« 
bald  von  jener  Seite  betrachtet,  auf  den  verschiedensten  Seitenpfaden 
ihn  zugänglich  findet  und  mit  anscheinend  entlegenen  Gegenständen 
in  nächster  unerwarteter  Wechselwirkung  erkennt,  hat  von  jeher  in  der 
Theorie  der  Kegelschnitte  ihre  schönsten  Triumphe  gefeiert  und  die 
Geister  mit  unwiderstehlicher  Gewalt  stets  auf's  Neue  angezogen.  Zu 
diesem  hohen  sachlichen  Interesse,  welches  die  mathematische  Behand- 
lung der  Kegelachnitte  dem  Weiterblickenden  darbietet,  kommt  ihre 
didaktische  Bedeutung,  da  sie  für  den  Anfänger  die  unerlässliche  Be- 
dingung jedes  weiteren  Fortschreitens  darstellen.  Man  kann  es  daher 
als  in  der  Natur  der  Sache  liegend  ansehen,  wenn  fähige  Bearbeiter  die 
Kegelschnitte  wieder  und  wieder  von  neuen  theoretischen  und  praktischen 
Gesichtspunkten  aus  darzulegen  und  dem  Anfänger  fassbar  zu  machen 
unternehmen. 

Nachdem  der  Verfasser  des  vorliegenden  Büchleins  auf  sieben  Seiten 
der  Einleitung    die  grundlegenden  Sätze  über  Kreisbüschel   mitgetheilt 
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und  die  Lösung  des  Tactionsproblems  angegeben  hat,  definirt  er  die  drei 
Kegelschnitte  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  ganz  nach  der  Methode  der 
Alten  durch  ihre  Brennpnnktseigenschaft.  Dieselben  werden  darauf  im 
Einzelnen  durchgenommen,  ihre  Form  wird  festgestellt,  es  werden  daran, 
namentlich  in  Bezug  auf  die  Tangenten,  einige  vorlXufige  Bemerkungen 
geknüpft  und  die  Grenzformen  untersucht. 

Daran  schliessen  sich  Uebungsaufgaben. 

Der  Verfasser  schreibt  ersichtlich  für  Schüler,  die  an  streng  logische 
Formulirung  jedes  S&tzchens  gewöhnt  sind.  Aus  diesem  Grunde  werden 
eindeutige  Beziehungen  keineswegs  sofort  umgekehrt,  sondern  es  wird 
für  nicht  überflüssig  gehalten,  die  Berechtigung  dieses  Verfahrens  aus- 
drücklich nachzuweisen.  Dieser  Beweis  gelingt  an  einer  besonders  ge- 
eigneten Stelle  in  §  74,  wo  der  betreffende  Schlnss  vollständig  durch* 
geführt  und  die  Bemerkung  beigefügt  ist,  dass  man  sich  im  Folgenden 
öfter  Beweise  für  Umkehrungen  ähnlich  geführt  denken  müsse.  Dabei 
verweist  Verf.  auf  einen  frühern  Fall,  wo  bereits  ein  analoger  Scblusa, 
dessen  sich  der  Leser  vielleicht  von  der  Elementarbank  her  erinnert,  vor- 
gekommen ist  mit  gewissermassen  berechtigter  captalio  benevolentiae.  Allein 
noch  einmal  in  einem  spätem  Falle,  S.  33  §  115,  führt  der  Verfasser 
das  Schlussverfahren  in  kurzer  Andeutung  nochmals  durch.  Es  ist  dem 
Referenten  ganz  unzweifelhaft,  dass  diese  Darstellungsweise  dem  ans 
Euklid 's  formstarrer,  aber  überzeugender  Schule  kommenden  Anfänger 
gefallen  wird.  Und  auch  des  Mathematikers  scheint  es  mir  würdiger, 
solche  Kleinigkeiten  in  im  Ganzen  vielleicht  einem  Dutzend  Zeilen  ge- 
bührend zu  erledigen,  als  durch  billige  Wendungen,  wie:  „Umgekehrt 
hat  man"  oder:  „Selbstverständlich  ist  auch  umgekehrt"  oder:  „Offenbar 
ist"  darüber  fort  zu  hüpfen. 

An  dieser  Stelle  möge  es  mir  auch  gestattet  sein,  noch  zwei  andere 
Gesetze  hervorzuheben ,  die  der  Verfasser  sich  anscheinend  auferlegt  hat 

Das  eine  besteht  darin,  dass  jedem  Abschnitte  eine  Sammlung  von 
Uebungsaufgaben  beigefügt  ist,  die  sich  inhaltlich  auf  das  bereits  Vor« 
getragene  beziehen  und  eine  wirksame  Recapitulation  des  ganzen  bis 
dahin  durchgenommenen  Lernstoffes  ermöglichen.  Dabei  ist  jede  An- 
deutung einer  Lösung  streng  vermieden. 

Ferner  ist  der  Lehrstoff  zwar  kurz  und  knapp,  aber  so  klar  vor- 
getragen und  mit  so  grossem  didaktischem  Geschick  jedesmal,  wo  Zweifel 
entstehen  könnten,  auf  die  vorbereitenden  Sätze  durch  Angabe  des  be- 
treffenden Paragraphen  verwiesen,  dass  Referent  hier  ein  uneingeschränk- 
tes Lob  zu  spenden  in  der  Lage  ist. 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  gehen  wir  in  der  Durch- 
sprechung des  Einzelnen  weiter. 

Auf  S.  17 — 24  werden  Eigenschaften  der  Tangenten  aus  den  Brenn- 
punktseigenschaften  abgeleitet.     Die  Darstellung  kann  hier  schon  öfter 
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in  gans  nngeswoDgener  Weise  dem  bestimmten  den  allgemeinen  Kegel- 
schnitt snbstituiren  nnd  selbst  eine  mehr  projectivische  Eigenschaft  ergiebt 
sich  nngesncht  im  Lanfe  des  Vortrags.  Zn  dem  in  §  72  gegebenen  Satze 
yermisse  ich  eine  nebenstehende  Fignr  nnd  8.  21  Z.  29  steht  dnrch  Druck- 
fehler Scheitel  für  Schenkel.  Unter  den  Uebnngsanfgaben  hebe  ich  her- 
vor: ,,Eine  gemeinschaftliche  Tangente  an  zwei  concentrische  Kegel- 
schnitte zu  legen/* 

Im  vierten  Abschnitte,  welcher  bis  S.  32  geht,  werden  die  confocalen 
Kegelschnitte  erörtert.  Dieselben  führen  sich  durch  folgende  klare  Dar- 
legung ein:  i,Wenn  dnrch  einen  Punkt  ein  Kegelschnitt  mit  gegebenen 
Brennpunkten  gelegt  werden  soll,  so  wird  derselbe  entweder  eine  Ellipse 
sein,  deren  Brennpunktsaze  gleich  der  Summe,  oder  eine  Hyperbel, 
deren  Brennpunktsaze  gleich  der  Differenz  der  Brennstrahlen  an  den 
gegebenen  Punkt  ist.  Diese  zwei  Curren  werden  sich  noch  in  drei  an- 
deren Punkten,  die  mit  dem  ersten  in  Bezug  auf  die  Azen  und  das 
Centrum  symmetrisch  liegen,  schneiden,  und  ihre  Tangenten  in  jedem 
Schnittpunkte  sind  senkrecht  aufeinander/*  (Folgt  Verweisung  auf  §§  36 
und  50.) 

Man  sieht  aus  dieser  Beifügung,  wie  ftngstlich  der  Verfasser  bemüht 
ist,  dem  studirenden  Leser  keine  R&thsel  aufzugeben.  Der  Tezt  soll  ebeu 
nach  der  von  mir  oben  bemerkten  Absicht  des  Verfassers  möglichst  mühe- 
los verständlich  sein ,  w&hrend  die  Selbstthätigkeit  in  den  Aufgaben  hin- 
reichenden Stoff  zur  Bethätigung  findet. 

Sprachlich  würde  ich  mich  S.  27  §  103  etwas  anders  ausgedrückt 
haben,  indem  ein  gewisser  geometrischer  Ort  wohl  einer  von  zwei 
Kegelschnitten  sein  muss,  nicht  aber  sich  „von  zwei  Kegelschnitten 
zusammensetzt  *\  Auch  würde  ich  S.  129  §  106  1.  Abs.  die  drei  ver- 
ichiedenen  Bestimmungen  von  Schnittpunkten  durch  1),  2),  3)  hervor- 
gehoben wissen  wollen. 

Unter  den  Debungsaufgaben  erwfthne  ich: 

„4.  Einen  Kegelschnitt  mit  einem  gegebenen  Brennpunkte  zu  con- 
struiren,  welcher  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht  und  eine  gegebene 
Oerade  und  einen  gegebenen  Kegelschnitt  mit  demselben  Brennpunkte 
berührt. 

8.  Eine  Parabel  zu  construiren,  welche  vier  gegebene  Oerade  be- 
rührt. Zu  zeigen,  dass  die  den  von  vier  willkürlichen  Geraden  gebil- 
deten Dreiecken  umschriebenen  Kreise  durch  einen  festen  Punkt  gehen/' 

Abschnitt  V  mit  der  Deberschrift  „Leitlinien"  geht  bis  S.  38.  Ausser 
den  gewöhnlichen  Sätzen  finden  wir  hier  in  §§  120  und  121  kurz  und 
einfach  die  Grundeigenschaften  von  Pol  und  Polare,  ohne  dass  diese 
Begriffe  als  solche  genannt  werden ,' entwickelt  Ebenso  in  §  125  den 
Fundamentalsatz  über  das  anharmonische  Doppelverhältniss.  Diese  6e- 
genstftnde  ergeben  sich  aus  dem  Lehrgange  recht  ungezwungen.     Nur 
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h&tte  der  Fall,  dass  die  Berührungssehne  durch  den  Brennpunkt  geht, 
ausdrücklich  erwähnt  werden  sollen  und  als  Gedächtnissunterstfitsnng 
öfters  der  Kreis  mit  seinen  analogen,  dem  Studirenden  bekannten  Sfttsea 
herangezogen  werden  dürfen.  Die  Beziehung  sec^v  S.  35  hält  Ref.  ffir 
veraltet,  8.  33  Z.  2  v.  u.  fehlt  ein  Accent.  Die  Uebungsaufgaben  em- 
pfehle ich  dem  Leser  als  treffliche  Gelegenheit,  nicht  blos  den  vorher- 
gehenden, sondern  alle  bis  dahin  vorgetragenen  Abschnitte  zu  repetiren« 
Als  besonders  charakteristisch  sei  erwähnt: 

„6.  Ein  Vieleck  ist  dem  einen  von  zwei  Kegelschnitten,  die  einen 
Brennpunkt  und  die  zugehörige  Leitlinie  gemein  haben,  eingeschrieben» 
dem  andern  umgeschrieben.  Zu  beweisen,  dass  in  diesem  Falle  unend- 
lich viele  Vielecke  in  derselben  Verbindung  mit  den  zwei  Kegelschnitten 
stehen/* 

Zu  Aufgabe  13  sei  bemerkt,  dass  der  Parameter  eines  Kegel- 
schnittes nicht  definirt  ist  und  ich  erst  nach  einigem  Suchen  in  den 
§§  33,  48,  61  die  Definitionen  für  die  drei  besonderen  Kegelschnitta- 
arten  fand.  An  dieser  Stelle  habe  ich  das  Fehlen  eines  index  verum  übel 
empfunden. 

Abschnitt  VI ,  über  die  Durchmessereigenschaften ,  reicht  bis  S.  52. 
Der  Inhalt  ist  wieder  ein  sehr  reicher,  wobei  insbesondere  §§  143  und 
152  erwähnt  seien.  Zu  §  160  vermisse  ich  die  Figur.  Druckfehler  fan- 
den sich  S.  49  Z.  15  V.  o.,  S.  50  Z.  2  (dieser  statt  diese). 

Von  jetzt  ab  glaube  ich  mich  mit  einer  kurzen  Inhaltsangabe  der 
einzelnen  Abschnitte  unter  blosser  Hervorhebung  einiger  geringer  Aus- 
setzungen begnügen  zu  sollen.  Ich  fürchte  sonst,  durch  Wiederholung 
von  Lobsprüchen  den  Leser  zu  ermüden.  Nur  eine  Ausnahme  werde  ich 
machen. 

Abschnitt  VII  enthält  die  Asjmptoteneigenschaften  und  die  Heran- 
ziehung der  gleichseitigen  Hyperbel.  In  §  165  ist  wohl  146  statt  143 
zu  lesen,  obwohl  auch  das  Letztere  richtig  ist.  S.  54  und  sonst,  z.  B. 
Fussnote  S.  32 ^  redet  der  Verfasser  von  „entgegengesetzten  Umlaufs- 
sinnen '',  wo  mir  der  Plural  sprachlich  nicht  gefallen  kann.  Ebenda  Z.  3 
V.  u.  steht  C  durch  Druckfehler  statt  0.  S«  55  oben  würde  ich  den  Satz 
ebenfalls  sprachlich  anders  formuliren. 

Es  folgen  dann  Arealbestimmung  und  die  Centralprojection,  die  im 
eigentlichen  Sinne  §  193  auftritt  und  planimetrisch  schon  an  früherer 
Stelle  durchblickt.  Daran  reihen  sich  Sätze  über  Pol  und  Polare,  wo 
uns  Aufgabe  4  S.  76  an  S.  31  und  §  215  an  S.  34  recapitulirend  und 
vervollständigend  gemahnen.  Weitere  Sätze  über  confocale  Kegelschnitte 
und  Anwendungen  auf  die  Wurfbewegung  und  die  Kepler*schen  6e« 
setze  bilden  den  Schluss  des  trefflichen  Buches. 

Die  bereitB  oben  angekündigte  Ausnahme  von  dieser  kurzen  Inhalts- 
angabe mache  ich  zu  Gunsten  eines  Beweises  des  Satzes  von  Brianchon. 
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Derselbe  rührt  von  dem  Herrn  F.  Bing  her.  Er  lantet  wörtlich,  zanfichst 
fär  den  Kreis  giltig: 

„Wir  nennen  die  Berührungspunkte  der  Seiten  jR|,  72,,  ...,  /^g.  Auf 
den  Seiten  bestimmen  vir  weiter  Punkte  S^,  S^^  •••>  ^6)  ii^cL^i^  ^if  a^^ 
alle  eine  willkürliche  Strecke  so  absetzen,  dass  RiS^s=^  B^S^=s  B^S^ 
=  — Ä45»4  =  ÄjSjss— ÄgSß,  wo  derjenige  Sinn  einer  Tangente  als  der 
positive  gerechnet  wird ,  welcher  vom  Berührungspunkte  aus  gesehen  dem 
Bogen  z.  B.  rechts  liegt.  R^Sy^  und  R^S^  werden  dann  einen  Kreis  (^) 
in  Sy  und  S^  berührep,  R^^i  ^^^^  ^6^5  einen  Kreis  {B)  in  S^  und  S^, 
R^S^  und  R^S^  einen  Kreis  (C)  in  S^  und  S^.  Der  Schnittpunkt  von 
RiS^  und  R^S^  hat  dann  dieselbe  Potenz  in  Bezug  auf  die  beiden  Kreise 
{A)  und  {B)^  ebenso  der  Schnittpunkt  von  B^S^  und  ^5^5;  die  diese 
Punkte  verbindende  Gerade  ist  also  die  Potenzlinie  von  (A)  und  {B)  und 
muss  also  durch  das  Potenzcentrum  von  (A)^  {B)  und  (C)  gehen.  Das- 
selbe ist  der  Fall  mit  den  beiden  anderen  Diagonalen,  welche  die  gegen- 
fiberliegenden  Ecken  des  Sechsecks  verbinden/' 

Eine  so  klare  und  mit  so  einfachen  Mitteln  operirende  Beweisführung 
ist  selbst  ihre  beste  Empfehlung.  Dnd  in  diesem  Geiste  ist  das  ganze 
Bach  verfasst. 

Die  deutsche  Bearbeitung  rührt  von  dem  Herrn  Verfasser  unmittelbar 
her.  Dass  dieselbe  von  sprachlichen  Unreinheiten ,  die  er  in  der  Vorrede 
sehr  bescheiden  in  Erwähnung  bringt,  durchgehends  nach  meiner  üeber- 
zengung  frei  ist,  glaube  ich  dadurch  am  deutlichsten  gezeigt  zu  haben, 
dass  ich  an  einigen  Stellen  mein  abweichendes  Sprachgefühl  betont  habe. 

Sei  hiermit  das  kleine  Büchlein,  welches  auf  97  Seiten  so  viel  des 
Trefflichen  bietet,  den  Studirenden  der  Hochschulen  und  ganz  besonders 
den  Lehrern  an  höheren  Dnterrichtsanstalten  bestens  empfohlen. 

Coesfeld,  im  October  1883.  K.  Schwbrinq. 


Einleitung  in  die  Lehre  von  der  Kugeltheilung.     Mit  besonderer  Be- 
rücksichtigung ihrer  Anwendung  auf  die  Theorie  der  gleichflächi- 
gen und  der  gleicheckigen  Polyeder  von  Dr.  Edmund  Hess,  a.  o. 
Professor    an    der  Universität    Marburg.      Mit   16   lithographirten 
Tafeln.     Leipzig,  Verlag  von  Teubner.     1883. 
Das    vorliegende    Werk    behandelt    in    umfassender,    systematischer 
Weise    einen   Theil    der  Raumgeometrie,   dem   im  Allgemeinen   auf  den 
Universitäten  wenig  Beachtung  geschenkt  wird,  das  Problem  der  Kugel- 
theilung,   also   die  Theilung   der  Kugelfläche   in   eine  bestimmte  Anzahl 
▼on  gleichen   und   ähnlichen  sphärischen  Polygonen.     Genauer  präcisirt, 
nimmt  es  die  folgende  Fassung  an: 
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„Es  soll  eine  gegebene  Kugelflfiche  mit  einem  Netze  von  gleichen 
und  ähnlichen  sphärischen  Polygonen  überzogen  oder  es  sollen  alle  FfiUe 
ermittelt  werden,  in  welchen  ein  sphärisches  Polygon  nebst  seinen  con- 
grnenten  oder  symmetrischen  Wiederholungen  eine  geschlossene  Fläche 
bildet,  welche  die  Engel  ein-  oder  mehrere  Male  bedeckt/* 

Unter  den  einfachen,  die  Engelfläche  einmal  bedeckenden  gleich- 
flächigen und  den  zugeordneten  gleicheckigen  Netzen  werden  zunächst 
die  regulären  Netze  hervorgehoben  und  dann  diejenigen,  welche  der 
Reihe  nach  durch  sphärische  Dreiecke,  Vierecke,  Fünfecke  gebildet  wer- 
den. Den  gleicheckigen  Netzen  sind  die  gleicheckigen  Polyeder  ein-, 
die  gleichflächigen  Polyeder  umgeschrieben ,  so  dass  sich  aus  jenen  Netzen 
die  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Polyeder  ergeben,  von  welchen  die 
Archimedeischen  und  Platonischen  Polyeder  nur  besondere  Fälle  sind. 

Eingeleitet  wird  die  Untersuchung  dieser  Netze  durch  die  Definition 
der  regulären  und  halbregulären  sphärischen  Polygone.  Ein  reguläres 
sphärisches  n-Eck  wird  erhalten,  wenn  man  die  aufeinanderfolgenden 
Theilpunkte  eines  in  n  gleiche  Theile  getheilten  kleinen  Eugelkreises 
durch  Hauptkreisbögen  verbindet;  ein  halbreguläres  Polygon  ist  entweder 
nur  gleichseitig  oder  nur  gleicheckig.  Das  gleicheckige  Polygon  hat 
gleiche  Innenwinkel  und  abwechselnd  gleiche  Seiten,  seine  Eckpunkte 
liegen  auf  einem  kleinen  Eugelkreise;  das  gleichseitige  Polygon  hat 
gleiche  Seiten  und  abwechselnd  gleiche  Innenwinkel,  seine  Seiten  be- 
rühren einen  kleinen  Eugelkreis. 

Von  den  allgemeinen  Eigenschaften  der  Netze  wird  zuerst  die  durch 
den  Eule  raschen  Satz  ausgedrückte  abgeleitet.  Bezeichnet  s  die  Summe 
der  Innenwinkel  einer  n- eckigen  Grenzfläche,  m  die  Anzahl  der  Flächen, 
fft  diejenige  der  Ecken,  k  diejenige  der  Eanten,  so  ergiebt  sich,  wenn 
man  die  Summe  der  Flächeninhalte  der  Grenzflächen  gleich  der  Eugel- 
fiäche  setzt, 


und,  da 


ist. 


'5 -V  («-2)180^  =  7200 

1 


m  m 

V*  =  <ii.360°,      Vn  =  2^ 


|[A  +  m  =  A:  +  2. 

Um  die  sämmtlichen  regulären  Netze  zu  erkennen,  denke  man  sich 
die  Eugelfläche  mit  m  regulären  n- Ecken  bedeckt.  Bedeutet  A  den 
Innenwinkel  eines  n-Ecks,  so  gilt  die  Gleichung 

720® 
m 
Wenn  in  jeder  Ecke  v  Flächen  zusammenstossen,  so  ist 
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Ans  beiden  Gleichungen  folgt 

4v 


2w  — (n  — 2)v 
diejenige  Gleichung,    deren   Discnesion    die    sämmtlichen    regelmässigen 
NeUe  ergiebt. 

Es  fällt  jetzt  die  Beschränkung,  dass  die  Grenzflächen  regulär  sein 
sollen;  doch  bleibt  diejenige  bestehen,  dass  sie  congruent  oder  sjm- 
fnetrisch- gleich  sind. 

In  einem  Netze  von  gleichschenkligen  Dreiecken  seien  die  Winkel 
eines  solchen  Dreiecks  ^|,  ^g,  A^  und  ^^^-^^^  ferner  die  Seiten  a^,  o,, 
«3  und  o^rsttg.    Wieder  gilt  die  Gleichung 

720^ 
^,  +  2^,-180«  =  -^- 
fit 

Diejenigen  Ecken,  deren  Scheitel  die  Spitzen  der  gleichschenkligen 
Dreiecke  bilden,  seien  regulär,  die  anderen  halbregulär.  Bezeichnet  Vi 
die  Zahl  der  in  einer  Ecke  zusammenstossenden  gleichen  Winkel  ^4,-, 
so  ist 

Beide  Gleichungen  ergeben  die  neue  Gleichung 

2       4  4 

deren  Discussion  wieder  die  sämmtlichen  Fälle  erkennen  lässt.  Die  wich- 
tigsten Eigenschaften  der  so  erhaltenen  Sätze  werden  in  den  folgenden 
Paragraphen  (16 — 23)  besprochen. 

Die  gleichschenkligen  Dreiecke  können  noch  auf  zwei  andere  Arten 
gmppirt  werden,  erstens  so,  dass  sie  gleicheckige  Netze  liefern, 
indem  an  jeder  Ecke  der  Basiswinkel  doppelt  so  oft  auftritt,  als  der 
Spitzen winkel.  Geschieht  Letzteres  Ar-mal,  so  kommt  noch  die  Gleichung 
hinzu 

Ä(^i  +  2^8)  =  360^ 
und  aus  beiden 

4k 

woraus  als  einzig  möglicher  Werth  Ar  =  1  und  m  =3  4  folgt. 

Eine  dritte  Möglichkeit  für  die  Anordnung  der  gleichschenkligen 
Dreiecke  ist  die  folgende.  Von  den  heiden  Basiswinkeln  stossen  je  v^ 
Winkel  in  einer  Ecke  zusammen  und  in  einer  andern  Ecke  gleichviel 
Basis-  und.  Spitzen  winkel  k  von  jeder  Art.  Ist  ftj  die  Anzahl  der  Ecken 
der  ersten  Art,  ^4  diejenige  der  zweiten,  so  erhält  man  zur  Bestimmung 
der  möglichen  Netze  dieser  Anordnung  die  Gleichung 

_  4vik 

^-2v,-K-2)ä' 
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In  ähnlicher  Art  werden  die  tibrigen  Netze  behandelt,  also  zanScbst 
die  Dreiecksnetze  mit  angleichen  Seiten,  dann  die  Vier-  und  Fünfecks- 
netze. Auf  das  reichhaltige  Detail  kann  in  einer  Besprechung ,  ohne  die- 
selbe zu  sehr  auszudehnen,  nicht  näher  eingegangen  werden;  es  ist  in 
klarer,  übersichtlicher  Weise  dargelegt.  Die  so  erhaltenen  gleich  flächigen 
und  gleicheckigen  Netze,  sowie  die  entsprechenden  Polyeder  werden  dann 
in  bestimmte  Hauptclassen  und  Gruppen  zusammengefasst.  i 

Den  Schluss  des  Capitels  bildet  eine  Anwendung  auf  die  räumlichev     \ 
Winkelspiegel  (Poljederkaleidoskope) . 

Es  folgt  die  analytische  Darstellung  der  gleichflächigen  und  gleich- 
eckigen Netze,  sowie  der  zugehörigen  Polyeder,  für  welche  sich  ein 
rechtwinkliges  Coordinatensytem  nicht  darbietet. 

Durch  stereographische  Projection  der  erhaltenen  Netze  werden  die 
Beziehungen  der  gewonnenen  Resultate  zu  gewissen  Problemen  der  Func- 
tionentheorie  und  der  Algebra  dargelegt.  Hieran  schliesst  sich  die  col- 
lineare  und  reciproke  Transformation  der  gleichflächigen  und  gleichecki- 
gen Netze. 

Im  letzten  Capitel  wird  die  Herleitung  derjenigen  gleichflächigen  und 
gleicheckigen  Netze,  welche  mehrfach  die  Kugelfläche  bedecken,  behandelt 

Wenn  auf  einer  Kugelfläche  ein  Polygon  liegt  und  wenn  die  Summe 
der  Winkel,  welche  ein  um  einen  beliebigen  Punkt  sich  drehender  sphä- 
rischer Radius  vector  beschreibt,  dessen  anderer  Endpunkt  den  Perimeter 
des  Polygons  in  der  durch  den  Sinn  dieses  Perimeters  gegebenen  Rich- 
tung durchläuft,  ^.360^  beträgt,  so  heisst  das  Polygon  von  der  b*^ 
Art.  Lässt  man  durch  Verlängerung  jeder  Seite  nach  ihrer  positiven 
Richtung  an  jeder  Ecke  einen  Aussenwinkel  entstehen  und  bezeichnet 
die  Summe  aller  Aussenwinkel  mit  ÜU^  den  Excess  mit  £,  so  hat  man 
für  ein  Polygon  der  6*«"  Art 

Die  Art  einer  sphärischen  Ecke  wird  durch  die  Zahl  ß  bestimmt, 
wenn  die  Summe  ihrer  sphärischen  Winkel  /9.360^  beträgt. 

Wenn  ein  sphärisches  Netz  ß-mal  die  Kugelfläche  bedeckt,  k  die 
*Zahl  der  Kanten,*  m  und  fi  die  Zahl  der  Flächen  und  Ecken,  6,*  und 
ßi  die  Art  einer  Fläche  und  Ecke  bezeichnet,  so  erhält  man  die  erweiterte 
Euler'sche  Formel 

^b,+2Jßi=-k  +  2B. 

Zur  Herleitung   der   regulären  Netze  höherer  Art,    welche  also     9 
die  Kugelfiäche  mehrfach  bedecken,  dienen  die  Formeln 

worin  m,  ;i,  v  die  auf  S.  134  angegebene  Bedeutung  haben. 
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Die  Zahl  derjenigen  Lösnngen  der  ersten  Gleichnng,  welchen  con- 
stmirbare  sphärische  Netze  höherer  Art  entsprechen ,  reducirt  sich  durch 
eine  wichtige  Eigenschaft  dieser  Netze ,  welche  der  folgende  Satz  aus- 
spricht: 

Jedes  gleicheckige  (speciell  reguläre)  Netz  höherer  Art  hat  seine 
Eckpunkte  mit  einem  gleicheckigen  (speciell  regulären)  Netze  erster  Art 
gemein. 

Es  ergeben  sich  sechs  reguläre  Netze  höherer  Art;  vier  Ton  ihnen 
führen  auf  die  Kepler-Poinsot'schen  Sternpoljeder. 

Den  Schluss  bilden  die  Methoden,  die  gleicheckigen  und  gleich- 
flächigen Netze  höherer  Art  herzuleiten ,  und  die  Bestimmung  derjenigen, 
welche  sich  durch  Anwendung  jener  Netze  ergeben. 

Hiermit  wäre  der  ungemein  reiche  Inhalt  des  Buches  im  Allgemeinen 
angegeben.  Es  werde  noch  hervorgehoben,  dass  dasselbe  leicht  und 
fliesseud  geschrieben,  im  ersten  Theile  nur  elementare  Kenntnisse  be- 
ansprucht. Jedem,  der  sich  mit  dem  behandelten,  immerhin  etwas  ab- 
gelegenen Gebiete  der  Geometrie  beschäftigt,  giebt  es  ein  klares  Bild 
Ton  dem  Zusammenhange  der  unendlichen  Mannichfaltigkeit  der  Eörper- 
formen  und  eine  Fülle  von  Anregungen;  dem  Lehrer  aber  wird  es  eine 
reiche  Quelle  zu  interessanten  stereometrischen  Aufgaben  sein.  So  wird 
denn  das  vorliegende  Werk  den  Wunsch  des  Verfassers  erfüllen  helfen, 
dass  dem  in  ihm  behandelten  Theile  der  Raumgeometrie  mehr  Beachtung 
geschenkt  werden  wird.  Milikowski. 

Bie  Deck  •Elemente.     Ein   Beitrag  zur  descriptiven   Geometrie   von  Dr. 
C.  Rbdschlb  ,  Professor  an  der  technischen  Hochschule  zu  Stutt- 
gart.    Mit  einer  lithographirten  Figurentafel.     Verlag    der  J.   B. 
Metzler' sehen  Buchhandlung.     Stuttgart.     8^     37  S. 
Man   kennt  seit  Langem  die  Nützlichkeit  der  Affinitätsaxen  bei  der 
Bestimmung  ebener  Durchschnittsfiguren  in  der  darstellenden  Geometrie. 
In  der  vorliegenden  interessanten  Schrift  geht  der  Verfasser  einen  wesent- 
lichen  Schritt   weiter,    indem   er   neben    den   oben   angeführten    Geraden 
noch  andere  Elemente   in   den  Kreis   der  Betrachtungen   zieht  und  ihre 
principielle   Bedeutung    für  die   descriptive   Geometrie   nachweist.      Dies 
geschieht  durch  die  folgenden  Definitionen: 

Ein  Punkt,  dessen  beide  Projec-  Eine  Ebene,  deren  beide  Spuren 

tionen  sich  decken,  heisseDeckpnnkt.      sich  decken,  heisse  Deckebene. 

Eine   Gerade,    deren    beide  Pro-  Eine  Gerade,  deren  beide  Spuren 

jectionen  sich  decken,  heisse  Deck-      sich    decken,    heisse    sjmptotische 
gerade.  Gerade. 

Diesem  Hauptgegenstande  der  Schrift  gehen  in  einem  Abschnitte 
„Allgemeines  über  descriptive  Geometrie^*  einige  Erörterungen  über  die 

Hlrt.-Iit  Abthlg.  d.  ZeitMhr.  f.  Math.  u.  Vbj%.  XXIX,  4.  11 
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An  wen  dang  des  Reciprocii&tsgesetaes  voraas.  Trotzdem  die  Constractionea 
in  orthogonaler  Projection  einen  wesentlich  metrischen  Charakter  haben, 
kann  man,  was  zunächst  befremden  möchte,  jenes  Princip  zar  Geltnng 
bringen  und  einen  Theil  der  Aufgaben  nnd  Lehrsätze  in  zwei  einander 
dual  gegenüberstehende  Gruppen  spalten.  Definirt  man  zunächst  behufs 
Erzielung  grösserer  Einfachheit  im  Ausdruck: 

1.  als  Zenith   einer  Geraden   in   einer  Ebene   den   unendlich  fernen 
Punkt  der  Normalen  der  Geraden, 

2.  als  Zenith  einer  Ebene  den  unendlich  fernen  Punkt  ihrer  Normalen, 

3.  als  Zenithlinie  einer  Geraden  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Nor- 
malebene der  Geraden, 

so   kann   man   unter  Benutzung  eines  aus  zwei  zu  einander  senkrechten 
Ebenen,  i7-Ebene  und  F- Ebene,  bestehenden   Projections-  oder  Grund- 
sjstems  im  Räume  einander  gegenüberstellen: 
der  iT- Ebene  das  Zenith  der  JET- Ebene, 

der  F- Ebene  das  Zenit  der   F- Ebene, 

dem   Grundschnitt,   als  Schnittlinie     die  Zenithlinie,  als  Verbindungslinie 
von  H-  und   F- Ebene  der  Zenithe  von  ff- und  F- Ebene. 

Hieran  schliesst  der  Verfasser  die  Darstellung  von 

Punkt  und  Ebene. 

Verbindet    man    den    Punkt    im  Schneidet  man  die  Ebene  im  Baum 

Raum  mit  dem  Zenith  der  //-Ebene,      durch   die  Horizontalebene,   so  ist 
so  ist  der  Schnittpunkt  dieser  Ver-      diese  Schnittlinie 
bindungslinie 

mit  der  Zeichnungsebene  (J7- Ebene) 
das  Bild  des  Punktes  das  Bild  der  Ebene, 

die  sog.  //-Projection  des  Punktes       die  sog.  ^-Spur  der  Ebene 

in  der  Zeichnungsebene  (iff- Ebene), 
so   dass  also  in  der  Zeichnungsebene  nach  dem  Reciprocitätsprincip  ein- 
ander gegenüberstehen :' 

Punkt  als  Projection  eines  Punk-  Gerade  als  Spur  einer  Ebene  im 

tes  im  Raum,  Raum, 

während  im  Raum  nach  dem  räumlichen  Reciprocitätsprincip  einander 
dualistisch  gegenüberstehen 

der  Punkt  im  Raum^,  die  Ebene  im  Raum, 

ferner 
die  Verbindungslinie  des  Punktes  die  Schnittlinie  der  Ebene  mit  der 

mit  dem  Zenith  der  /^- Ebene,  das  ^-Ebene,  die  sog.  iT-Spur  der  Ebene, 
sog.  A-projicirende  Loth  des  Punktes, 

In  derselben  Weise  wird  die  Gerade  behandelt. 
Für  den  Raum  steht  nach  den  anfänglichen  Festsetzungen  die  Rich- 
tigkeit des  EntSprechens  der  auftretenden  Elemente  ausser  Frage.    Aber 
es  bedarf  unserer  Ansicht  nach  der  näheren  Begründung,  dass  man,  qid 
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snr  ebenen  Abbildang  za  gelangen,  für  das  projicirende  Loth  dessen 
SchniUptinkt  mit  der  Bildebene  snbstitniren  kann ,  and  ferner,  dass  nach 
erfolgter  Dmlegung  die  Reciprocitätsbeziebungen  fortbestehen,  z.  B.  dem 
Grundsehnitt  der  Zenithpankt  des  Grandschnitts  entspricht,  einerlei,  ob 
man  diese  Elemente  der  H'  oder  der  F- Ebene  angehörend  denkt. 

Die  volle  Richtigkeit  der  Angabe  folgt  nnn  in  der  That  aas  der 
Bemerkang,  dass  darch  die  gegebene  rSamliche  Zaordnang  Zenith  and 
zagehörige  Grandebene  als  Pol  and  Polare  einer  Kagel  definirt  sind, 
deren  Mittelpankt  im  Grandschnitt  liegt,  and  dass  ferner  nach  erfolgter 
Vereinigang  der  Projectionsebenen  die  beiden  Kreise,  in  welchen  die 
Fandamen talkagel  von  den  Projectionsebenen  geschnitten  wird,  coinci- 
diren. 

Im  Raam  entsprechen  sich  dann 
Pankt  als  Pol,  Ebene  als  Polarebene; 

projicirender  Strahl  Spar 

als  Polaren. 

Der   Spar   ist   aber    ia   jeder   Projectionsebene    eindeatig   der 
Schnittpankt   des  projicirenden  Lothes  mit  der  Projectionsebene   als  Pol 
iu  Bezag  aaf  den  Fandamentalkreis  zugeordnet, 
die  beiden  Pole  (Projectionen)  die  beiden  Polaren  (Sparen) 

in  den  Projectionsebenen 
bestimmen  den  Pankt  bestimmen  die  Ebene 

im  Raam 
and  man  kann  daher  Pol  aad  Polare  in  Bezag  aaf  den  Fundamentalkreis 
bez.  als  Bilder  von  Punkt  und  Ebene  betrachten  u.  s.  w. 

Andere  Sätze,  die  vom  Verfasser  anfangs  beispielsweise  hingestellt 
werden,  wie  etwa  die  folgenden: 

In  einer  Ebene  ist 
eine  Gerade  parallel  za  einer  zwei-  eine  Gerade  normal  zu  einer  zwei- 
ten Geraden,  wenn  sie  durch  den  ten  Geraden,  wenn  sie  durch  das 
OD  fernen  Punkt  der  letztern  geht,  Zenith  der  letztern  geht, 
lassen  sich  nicht  in  ähnlicher  Weise  gegenüberstellen;  wenigstens  nicht 
nach  dem  Reciprocitätsprincip ,  wie  es  die  Geometrie  der  Lage  benatzt; 
der  Verfasser  mttsste  nea  defiairen. 

Im  weitem  Verlaufe  der  Schrift  wird  die  Lage  der  Deckelemente 
angegeben : 

Deckpunkte  and  Deckgerade  lie-  Deckebene  and  symptotische  Ge- 

gen   in    der    zweiten    Medianebene      rade  gehen  darch's  Zenith  der  zwei- 
(Winkelhalbirungsebene  des  zweiten      ten  Medianebene, 
und  vierten  Quadranten). 

Als  neaes  Constructioaselement  wird  der  Centralpnnkt  A*  eines 
Punktes  (a^a)  eingeführt.     Er  ist  die  Spur  der  durch  den  Punkt  (a,a) 

11* 
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gehenden  symptotischen  Geraden,  durch  ihn  gehen  die  Spuren  aller  Deck- 
ebenen des  Punktes.  Ein  Punkt  ist  bestimmt  durch  eine  Projection  and 
durch  seinen  Centralpunkt. 

Die  Aufgabe:  „Gegeben  ein  fester  Punkt  {C\  C*)  und  ein  zweiter 
(a\  A*)^  gesucht  die  Verticalspur  61^'  der  Verbindungslinie  ®  beider  Punkte^\ 
wird  als  Fundamentalaufgabe  bezeichnet  und  gelöst;  sie  erweist  sich 
später  als  Fundamen talaufgabe  der  Perspective. 

Sehr  ansprechend  findet  sich  unter  den  mannigfachen  Anwendungen 
die  perspectivische  Collineation  behandelt*  B-  und  F- Spuren  123...  bez. 
1'2'3'...  werden  als  entsprechende  Punkte  angesehen,  dann  sind  11', 
22',  33',  ...  Spuren  von  Deckebenen  des  Punktes,  welche  sftmmtlich 
durch  den  Centralpunkt  gehen.  Dieser  Punkt  ist  also  das  Collineations- 
centrum,  die  Collineaticnsaxe  ist  der  Grundschnitt. 

Von  weiteren  Anwendungen  sei  hier  noch  die  am  Schlüsse  gegebene 
Bestimmung  der  Knotenpunkte  eines  Linsensystems  erwähnt. 

Ref.  zweifelt  nicht,  dass  das  besprochene  Buch  von  allen  Facb- 
genossen  mit  Interesse  gelesen  werden  wird. 

Darm  Stadt,  den  23.  October  1883.  Dr.  Carl  Rodbnbebg. 


Elemente  der  darstellenden  Oeometrie.  Von  Ernst  Prix,  Oberlehrer  an 
der  k.  Realschule  zu  Annaberg.  Erster  Theil:  Darstellung  von 
Ranmgebilden  durch  orthogonale  Projectionen.  Zweiter  Theil: 
Schnitte  von  Ebenen  und  krummen  Flächen.  Schiefwinklige  und 
axonometrische  Projectionen.  Centralprojection.  Leipzig,  B.  6. 
Teubner.     1883. 

Der  Verfasser  beabsichtigt  durch  diese  Schrift  eine  Unterlage  f^r 
den  ersten  Unterricht  in  der  Projectionslehre  zu  geben.  Da  die  darstel- 
lende Geometrie  an  den  Realschulen  vor  der  Stereometrie  in  den  Lebr- 
plan  eintritt,  so  werden  in  der  Einleitung  die  wichtigsten  stereometri- 
schen Sätze  in  propädeutischer  Behandlung  vorgeführt,  woran  sich  eine 
kurze  Uebersicht  der  Methoden  der  Darstellung  von  Raumgebilden  auf 
Ebenen  und  gekrümmten  Flächen  anschliesst.  Nun  werden  die  ortho- 
gonalen Projectionen  von  Punkten  und  Linien  behandelt  und  darauf  be- 
zügliche Aufgaben  über  die  Bestimmung  der  wahren  Grösse  von  Strecken 
und  Winkeln  gelöst.  Eine  eingebende  Untersuchung  wird  von  krummeo 
Linien  der  Ellipse,  welche  als  Projection  des  Kreises  definirt  wird,  sQ 
Theil.  Es  ist  gewiss  nur  zu  billigen,  dass  bei  der  nun  folgenden  Be- 
trachtung der  allgemeinen  ebenen  geschlossenen  Polygone  auf  die  af&nen 
Eigenschaften  ihrer  Projectionen  aufmerksam  gemacht  wird. 
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Damit  ist  die  Grundlage  für  die  Darstellung  der  Polyeder  and 
namentlich  f&r  deren  Constrnction  ans  gegebenen  Elementen  gewonnen, 
welche  jetzt  vorgenommen  wird.  Prisma,  Pyramide  nnd  die  fünf  rega- 
lären  Körper  werden  nacheinander  betrachtet.  In  der  Fig.  30,  der  Pro- 
jeetion  des  regulären  l'etraeders,  ist  die  Höhe  ungenau  abgetragen. 

Referent  möchte  hier  hinsichtlich  der  Anordnung  des  Stoffes  dem 
Herrn  Verfasser  zur  Erwägung  anheimgeben,  ob  es  nicht  besser  sei,  vor 
der  Betrachtung  der  Punkte,  Geraden  nnd  Ebenen  an  sich,  einige  ein- 
fache Körper,  wie  reguläre  Prismen  und  Pyramiden,  abzubilden,  da  der 
Schfiler  erfahrnngsgemäss  leichter  den  ganzen  Körper,  als  jene  von  die- 
sem abstrahirten  Grenzgebilde  aufzufassen  vermag.  Die  Ableitungen  all- 
gemeiner Lagen  in  Bezug  auf  die  Projectionsebepen  aus  einer  einfachen 
anflbiglichen  Stellung  sind  sehr  instructiv  und  anregend. 

Den  Schluss  des  ersten  Theils  bilden  einige  Sätze  über  die  Trans- 
formation von  Bildebene  und  Object. 

Das  Bisherige  soll  das  Pensum  der  Obersecunda  einer  Realschule 
I.  Ordnung  bilden,  während  der  zweite  Tbeil  in  den  beiden  Primen  zu 
absolviren  ist.  Dieser  Theil  beginnt  mit  der  allgemeinen  Darstellung  der 
Ebene  durch  ihre  Spuren  und  mit  der  Lösung  der  einschlägigen  Aufgaben 
über  Schnitte  und  Winkel  zweier  Ebenen,  Abstandsbestimmungen  u.  s.  w. 
Die  folgenden  Capitel  sind  den  Schnittfiguren  der  Polyeder,  insbesondere 
der  Prismen  und  Pyramiden  mit  Ebenen  gewidmet.  Da  im  ersten  Theil 
bereits  der  Begriff  der  Affinität  gewonnen  wurde,  s<»  ist  nicht  recht 
ersichtlich,  warum  vom  Verfasser  nicht  auf  die  affinen  bez  coUinearen 
Eigenschaften  zwischen  der  Basis,  den  Projectionen  der  Schnittfigur  und 
deren  wahrer  Gestalt  aufmerksam  gemacht  wird,  um  so  mehr,  da  ihre 
Benutzung  für  die  Construction  so  ungemein  nützlich  ist. 

Von  krummen  Flächen  werden  Kegel ,  Cylinder  und  Rotationsflächen 
betrachtet  und  ihre  ebenen  Schnittcurven ,  sowie  ihre  Tangentenebenen 
bestimmt.  Letztere  Construction en  werden  nur  ganz  allgemein  besprochen. 
Die  besonderen  Vereinfachungen,  welche  die  drei  eben  aufgeführten 
Flächengattungen  gestatten,  verdienten  unseres  Erachtens  eingehend  er- 
örtert zu  werden.  In  einem  besondern  Abschnitte  werden  viele  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte,  als  Schnitte  eines  geraden  Kreiskegels  be- 
trachtet, abgeleitet. 

Von  Durchdringungen  werden  ausführlich  nur  diejenigen  ebenflächi- 
ger Körper  unter  sich  behandelt,  nur  ganz  kurz  wird  angegeben,  wie 
man  bei  krummen  Oberflächen  zu  verfahren  habe. 

Der  folgende  Abschnitt  handelt  von  der  Lagen  Veränderung  der  Raum- 
gebilde; das  Resultat  ist  der  Nachweis  des  Chasles^schen  Satzes:  Jede 
Bewegung  eines  räumlichen  Systems  aus  einer  Lage  R  in  eine  zweite  B' 
ist  äquivalent  einer  Schraubenbewegung. 
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Hiennit  schliesst  der  rein  geometrische  Theil  der  Orthogonalpiojec- 
tion.  Der  folgende  Abschnitt:  Schatteuconstrnction ,  behandelt  diese  ftlr 
ebenOächige  Körper,  Cylinder,  Kegel  und  KngeK  Isophoten  werden 
nicht  betimmt,  was  im  Interesse  der  Kürze  gewiss  zu  billigen  ist;  jedoeh 
werden  die  Regeln,  nach  denen  man  bei  der  Abtönung  krummer  Flä- 
chen zu  Terfahren  hat,  in  ausreichender  Weise  auseinandergesetat.  ELierbei 
wird  die  von  Dr.  Job«  Müller  in  seiner  constructiven  Zeichenlehre  aua- 
gesprochene  Ansicht  citirt,  dass  eine  tiberall  gleich  stark  erleuchtete 
Fläche  auch  tiberall  gleich  stark  im  Tuschton  zu  halten  sei  und  man 
nicht  etwa  dort,  wo  sie  an  eine  hellere  grenzt,  die  Contrastwirknng  durch 
einen  tiefern  Ton  hervorzuheben  habe,  weil  diese  Eigenthtimlichkeit  aus 
denselben  Grtinden  auf  der  Zeichnung  wie  in  der  Wirklichkeit  schon  von 
selbst  hervorgerufen  wörde.  Ref.  kann  sich  dieser  Ansicht  nicht  an- 
schliessen ,  da  in  Wirklichkeit  die  Differenz  der  Lichtstärke  in  einem  sol- 
chen Falle  viel  bedeutender  ist,  als  wir  sie  bei  dem  schwachen  Lichte, 
in  dem  eine  Zeichnung  zu  betrachten  ist,  andeuten  können,  und  daher 
zum  Hervorbringen  der  Contrastwirknng  noch  ein  Uebriges  zu  thun  ge- 
zwungen sind. 

Die  letzten  Abschnitte  sind  der  schiefwinkligen  Projection,  Axono- 
metrie und  Centralprojection  gewidmet.  Bei  letzterer  vermissen  wir  un- 
gern die  Angabe  der  wichtigen  Beziehung  der  CoUineation  zwischen  einer 
ebenen  Figur  und  ihrem  Bilde,  welche  der  Verfasser  vielleicht  in  einer 
spätem  Auflage  noch  aufnimmt. 

Die  Darstellung  des  Oesammtinhalts  ist  sehr  klar  und  zeichnet  sich 
durch  lobenswerthe  Ktirze  aus,  die  bei  einem  Schulbuch,  dessen  Studium 
die  Hilfe  eines  Lehrers  voraussetzt,  besonders  wtinschenswerth  ist.  Die 
am  Ende  fast  jeden  Abschnittes  angefügten  üebungsaufgaben  bieten  mehr 
als  ausreichenden  Stoff  zur  Behandlung  während  der  dem  Schüler  zu 
Gebote  stehenden  Zeit.  Das  Buch  sei  hiermit  zur  Aufnahme  wärmstens 
empfohlen. 

Darmstadt,  den  23.  October  1883.  Dr.  Carl  Rodbnbbrg. 


Lehrbuch  der  darstellendea  Geometrie  für  Oberrealschulen.  Von  Joaep 
MENasR,  k.  k.  Professor  an  der  Staats  -  Oberrealschule  in  Oras. 
Mit  228  Originalholzschnitten.     Wien,  Alfred  Holder.    337  S.  8^. 

Das  vorliegende  Lehrbuch  ist  im  Sinne  der  Instruction  verfasst, 
welche  das  tisterreichisehe  Ministerium  für  Cultus  und  Unterricht  als  An- 
schlnss  an  den  Erlass  vom  23.  April  1880  Z.  6233  fär  den  Unterricht  in 
den  Elementen  der  darstellenden  Geometrie  an  der  Oberrealschule  heraus- 
gegeben hat. 

Der  Lehrstoff  bt  in  neun  Abschnitte  getheilt,  von  denen  der  erste 
einer  kurzen  Widerholung  der  wichtigsten  Lehrsätae  tiber  die  Lage&ver- 
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hlltnisse  der  Geraden  und  Ebenen  gewidmet  ist,  während  die  folgenden 
drei  Abschnitte  die  Elementaraufgaben  der  darstellenden  Geometrie  in 
orthogonaler  Projection  durchführen.  Insbesondere  behandelt  der  zweite 
Abschnitt  die  Projection  auf  eine  einzige  Bildebene;  der  dritte  Abschnitt 
lehrt  die  Projection  auf  zwei  zugeordnete  Ebenen  und  behandelt  jene 
Aufgabeo,  welche  sich  auf  die  gemeinsamen  Elemente  und  die  parallele 
Lage  von  Geraden  und  Ebenen  beziehen;  der  vierte  Abschnitt  erklärt 
die  Transformation  der  Projoctionsebenen  und  das  Coordinatensjstem, 
zeigt  die  Darstellung  von  zugeordneten  Frojectionen  ebener  Figuren  und 
behandelt  die  Aufgaben  tiber  die  normale  Stellung  von  Geraden  und 
Ebenen,  sowie  die  Construction  von  Abständen  und  Neigungswinkeln. 
Den  Schluss  des  dritten  und  vierten  Abschnittes  bilden  die  einschlägigen 
SchattenconstructioDcn. 

Der  Artikel  über  das  Dreikant  macht  den  Anfang  des  fünften  Ab- 
schnittes, welcher  von  ebenflächigen  Körpern  handelt  und  einige  Erklä- 
rungen über  Axonometrie  bringt;  der  sechste  Abschnitt,  welcher  das  in 
des  Verfassers  „Grundlehren  der  Geometrie*'  enthaltene  Capitel  von  den 
Eegelschnittslinien  zur  Voraussetzung  nimmt,  bespricht  die  Evoluten, 
Evolventen ,  Spiralen  und  Cycloiden  und  zeigt  die  orthogonale  und  schiefe 
Projection  der  Kreislinie.  Der  siebente  Abschnitt  behandelt  die  Dar- 
stellung der  krummen  Flächen ,  sowie  die  Construction  ihrer  Berührungs- 
ebenen und  ebenen  Schnitte,  während  der  achte  Abschnitt  ihre  gegen- 
seitigen Durchdringungen  vorführt  und  die  Construction  der  Selbst-  und 
Schlagschatten  an  krummen  Flächen  lehrt.  Der  neunte,  letzte  Abschnitt 
enthält  eine  kurze  Theorie  der  centralen  Projection  nebst  deren  Anwen- 
dung zur  perspectivischen  Darstellung  geometrischer  Körper  und  ein- 
facher technischer  Objecto.  Ein  Anhang  zu  diesem  Abschnitte  enthält 
einige  Bemerkungen  über  Karten  projection  (nach  Pohlke). 

Den  einzelnen  Capiteln  ist  eine  hinreichende  Anzahl  von  TTebungs- 
aufgaben  beigegeben. 

Den  Instructionen  gemäss  ist  das  vorliegende  Lehrbuch  unter  dem 
Gesichtspunkte  abgefasst,  dass  die  ungeübte  Vorstellungskraft  der  Schüler 
vornehmlich  durch  einfache  Modelle  unterstützt  werde  und  dass  es  nicht 
empfehlenswerth  sei,  anstatt  solcher  Modelle  perspectivische  Bilder  zu 
benutzen. 

Ref.  hält  das  selbstständige  Entwerfen  und  die  Ausführung  von 
Figuren  in  axonometrischer  Projection  —  welche  sehr  gut  ohne  Kenntniss 
der  Theorie  vorgenommen  werden  kann  —  von  Seiten  des  Schülers  für 
ausserordentlich  nützlich  und  möchte  nicht  gern  auf  die  Aufnahme  einiger 
leitender  Figuren  verzichten.  Wenn  dieselben  aber  durchaus  ausgeschlos- 
sen werden  sollen,  so  ist  gewiss  die  Anwendung  der  stereoskopischen 
Figuren  für  den  Unterricht  in  der  Stereometrie  und  darstellenden  Geo- 
metrie von   J.  Schlotke,    Hamburg   bei   B.  S.  Berendsohn,    mit  deren 
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Benutzung  gleichberechtigt  —  ja,  man  möchte  sagen,  wenn  es  sich  um 
die  Angabe  der  Durchsichten  handelt,  den  opaken  Modellen  vorsneiehen. 

Das  Buch  ist  klar  und  ansprechend  geschrieben.  Wir  empfehlen  es 
den  Lehrern  zur  Benutzung  für  den  Unterricht  bestens. 

Darmstadt,  den  23.  October  1883.  Dr.  Carl  Rodenbbsg. 


Omndxüge  der  Eeliefperspeotive,  nebst  Anwendung  zur  Herstellung  relief- 
perspectivischer  Modelle.  Als  Ergänzung  zum  Perspective -Unter- 
richt an  Kunstakademien,  Kunstgewerbeschulen  und  technischen 
Lehranstalten  bearbeitet  von  Dr.  L.  Burmestbr,  Professor  der  dar- 
stellenden Geometrie  am  königl.  Polytechnikum  zu  Dresden.  Mit 
drei  lithographirten  Tafeln  und  einer  Lichtdrucktafel.  Leipzig, 
B,  G.  Teubner.  30  S.  gr.  8<>. 
Ueber  das  vorliegende  Werkchen  zu  berichten ,  ist  für  den  Referen- 
ten eine  Aufgabe,  wie  sie  angenehmer  nicht  gedacht  werden  kann. 

Der  Verfasser  wendet  sich ,  wie  aus  Titel  und  Vorwort  zu  entnehmen, 
in  erster  Linie  an  die  Künstler  und  für  diese  sei  daher  gleich  erwähnt, 
dass  sie  nicht  vor  Beginn  der  Lecture  nöthig  haben ,  die  ihnen  meistens 
innewohnende  Scheu  vor  mathematischen  Dingen  zu  überwinden,  da  alle 
Gesetze  auf  rein  anschauliche  Weise  gewonnen,  hingegen  Rechnungen 
durchaus  vermieden  werden.  Aber  nichtsdestoweniger  verdient  die  Schrift 
auch  in  einer  mathematischen  Zeitschrift  besprochen  zu  werden,  da 
die  Entwickelung  mit  Strenge  durchgeführt  ist. 

Der  erste  Theil:  „Begründung  der  Reliefperspective '*,  enthält  nach 
der  Einleitung  die  Ableitung  der  fundamentalen  Beziehungen,  welche 
zwischen  dem  Original  und  dem  Relief  bestehen;  Augpunkt,  Bild-  und 
Fluchtebene  werden  definirt.  Daran  knüpft  sich  die  Darlegung  von  spe- 
ciellen  Beziehungen,  welche  ans  einer  beson dem  Lage  des  abzubilden- 
den Gegenstandes  in  Bezug  auf  die  Bildebene  entspringen. 

Der  zweite  Theil  erläutert  an  Beispielen  die  Constrnction  zur  Her- 
stellung reliefperspectivischer  Modelle.     Es  wird  die  Methode  entwickelt, 
nach  der  die  vor  längerer  Zeit  erschienenen  Modelle  des  Verfassers: 
Nr.  I:     Würfel  mit  aufgesetztem  Rotationskegel,   Obelisk,    Rotations- 

cylinder  mit  Kugel; 
Nr.  II:   Bogenhalle; 

Nr.  III:  Inneres  einer  romanischen  Basilica 
(in  vorzüglicher  Weise  ausgeführt  von  C.  Lehmann,  Inspector  und  Gon- 
servator  am  königl.  Museum  der  Gypsabgüsse,  und  von  diesem  zu  be- 
ziehen), hergestellt  sind.  Auf  die  vielen  kleinen  Vortheile,  die  man 
sonst  nur  bei  eigenem  Modelliren  nach  und  nach  kennen  lernt,  wird  auf- 
merksam gemacht. 
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Van  theoretischen  Gegenständen  verdient  der  einfache  synthetische 
Beweis  für  die  Rytz'sche  Construction  der  Hauptaxen  einer  Ellipse  ans 
swei  conjngirten  Dnrchmessern  besonders  hervorgehoben  zn  werden. 

Einige  Schlnssworte  behandeln  die  Regeln,  nach  denen  nnter  Um- 
ständen nothwendige  Abweichungen  von  den  strengen  Gesetzen  der  Re- 
Hefperspective  vorzunehmen  sind.  • 

Das  Buch  wird  sich  unstreitig  in  Bälde  viele  Freunde  der  verschie* 
densten  Kreise  erwerben;  speciell  dem  Künstler  gegenüber  möchten  wir 
sogar  äussern,  dass  ihm  gewissermassen  eine  Pflicht  erwächst,  das  Buch 
SU  Studiren;  wenigstens  hat  fortan  kein  Nichtmathematiker  das  Recht, 
Gründe  hinsichtlich  der  Schwierigkeit  des  Verständnisses  der  hier  ent- 
wickelten Gesetze  als  Entschuldigung  für  eine  Ausserachtlassnng  der- 
selben anzuführen. 

Darmstadt,  den  23.  October  1883.  Dr.  Carl  Rodenbero. 


Bemante  der  darsteilenden  Geometrie.   Ein  Lehrbuch  für  Oberrealschuleu 
Im  Sinne  des  mit  der  Verordnung  vom  15.  April  1879  Z.  5607  ans 
gegebenen  Normallehrplanes  und  der  hierzu  erschienenen  Instrnc 
tion   verfasst  von   Franz   SmolIk,   k.  k.  Oberrealschul  -  Professor, 
Mit  345  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.   Prag,  F.  Tempsky. 
271  S.  gr.  8^ 
Dieses  Buch  ist  sowohl  nach  Form,  als  auch  nach  Inhalt  so  ähnlich  dem 
auf  S.  142flg.  besprochenen,  dass  wir  uns  fast  damit  begnügen  können, 
beide  als  gleichwerthig  zu  bezeichnen.     Kleine  Abweichungen  finden  wir 
gegenüber  dem  Menge  raschen  in  der  Zugabe  der  dort  ausgeschlossenen 
axonometrischen  Figuren  zur  Veranschaulichung  der  Vorgänge  beim  Pro- 
jiciren.      Ferner   sind   in    Capitel   VI,    „Geometrische   Verwandtschaften 
ebener  Gebilde '\   die  Collineation  und  ihre  Specialfälle  Affinität,  Aehn- 
liehkeit,  Congruenz  kurz  behandelt.     Merkwürdigerweise  sind  jedoch  die 
abgeleiteten  Gesetze  in   dem  Capitel   über  Perspective  nicht  verwerthet. 
Noch  eine  Kleinigkeit  möchte  hier  Erwähnung  finden.     Auf  S.  99 
erfahren  wir,  dass  man  Herrn  Staudigl  die  Definition:  „Ein  Gebilde 
der  dritten  Stufe  ist  das  räumliche  System;  das  ist  die  Gesammt- 
beit  aller  Funkte,  Geraden  und  Ebenen  des  unendlichen  Raumes *S  ver- 
dankt.    Andererseits    schreibt   der  Verfasser  im  Vorwort,    wo  von   den 
Zielen  der  Wissenschaft  die  Rede  ist,   den  Fi  edler 'sehen*  Ausspruch: 
)}Die  Geometrie    muss    so    lange  graphisch    construiren,    bis 
gelernt  ist,  ohne  äussere  Anschauung  räumlich  zu  denken*^ 
ab  und  nennt  keinen  Namen.     Glaubt  er  sich  hierzu  berechtigt  infolge 


*  Vergl.  dessen  „Darstellende  Geometrie^,  Vorrede  S.  VI. 
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Verwandlung  des  Wortes  „  graphisch  ^^  in  das  weniger  beseicbnende 
,,  praktisch'*? 

Hierdnrch  wird  selbstverstftndlich  die  volle  Brauchbarkeit  des  Buches 
in  keiner  Weise  beeinträchtigt. 

Darmstadt,  den  24.  October  1883.  Dr.  Carl  Rodbnbbru. 


Theilbarkeitsregeln  für  ein  Zahlensystem  mit  beliebiger  ganser,  positiver 

Basis.     Von    Carl   Haas,    Dr.   phil.      Beparatabdrnck    ans    dem 

XIX.  Jahresbericht  des  Mariahilfer  Commanal*Real-   and  Ober- 

gjmnasinms.     Wien  1883.     Im  Selbstverlag  des  Verfassers.    16  S. 

Wir  haben  im  XXVIl.  Bd.  dieser  Zeitschrift,  hist.-lit.  Abth.  S.  192, 

auf  eine  Programmabhandlung  des  Herrn  Hunrath,   das  Rechnen   mit 

Systemzahlen  betreffend ,  hingewiesen.    Unsere  gegenwärtigen  Zeilen  knfi- 

pfen  an  efne  Abhandlung  ähnlichen  Inhalts  an,  welche  ▼omehmlich  mit 

der  Aufgabe  sich  beschäftigt,  diejenigen  Zahlen  aufzusuchen,  welche  als 

Theiler   in   einer  beliebig  nach  links  sich   fortsetzenden  Zahl  enthalten 

sind,   deren  aus   m  Ziffern   bestehendes  rechtsseitiges  Ende  sie   theilen. 

Je  nach  der  Grundzahl   des  Systems  erscheinen  dabei  bald  mehr,  bald 

weniger  Theiler,   während   die  Ziffensahl   m  des  charakteristischen  Endes 

unverändert  bleibt.  Camtor. 
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Langg,   Tu.,    Hauptsätze    der   Planimetrie  und  Trigonometrie.      Berlin, 

Gnttentag.  1  Mk.  25  Pf. 

Völker,  C,    Die   dferivirten  Curven   der  Hyperbel   und   die  Lemniscate 

zweiter  Art.  (Dissert.)  Beriin,  Mayer  &  Müller.  1  Mk.  20  Pf. 
Euclidis  Opera  omnia,  ed.  L.  Hbibbro  et  H.  Mbnob.     Vol.  II.     Leipzig, 

Teubner.  4  Mk.  50  Pf. 
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1883. 

Erste  Hälfte:   1.  Januar  bis  30.  Juni. 


A. 

Analytisohe  Geometrie  der  Ebene. 

1.  Sar  lee  coordonn^es  carvilignes.    £.  Mathieu.    Joarn.  mathäm.  S^r.  3,  YHI,  5. 

2.  Sur  les  coarbes  däfinies  par  une  ^quation  de  la  forme   -=^  =  -^  et  examinäea 

en  les  projetant  gnomoniquement  aur  la  aph^re.    H.  Poincar^.    Compt. 
rend.  XC,  673. 

3.  Consfcraction  de  la  tangente  ä  certaines  courbea.    De  Lisleferme.    Mathesis 

ni,  206. 

4.  Conatruction  der  Tangenten  äquidistanter  Carven  nnd  der  Tangentialebenen 

äqoidiatanter  Flächen.    C.  Schirek.    Zeitschr.  Math.  Phya.  XXVm,  183. 
6.  üeber  FuBspunktcarven.    Weinmeister  I.    Zeitschr.  Math.  Phys,  XXVni,  266. 

6.  üeber  Rouletten  und  Polbahnen  ebener  kinematischer  Systeme.    Bich.  Sei- 

len tin.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVUI,  116. 

7.  Ueber  Tripel   einer  Carve   dritter  Ordnung,   welche  denselben  Höhenschnitt 

haben^   Ad.  Ameseder.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVIII,  63. 

8.  Ueber  Cnicorsalcurven  vierter  Ordnung.    C.  Hossfeld.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXVm,  296. 
Vei^l.  Ellipse.    Geometrie  (höhere).    Kegelschnitte.   Kreis.    Krümmung  297. 
Parabel.    Singularitäten. 

Analytische  Geometrie  des  Baumes. 

9.  Eine    geometrische   Auffassung  der  homogenen   Coordinaten   einer   Oeraden. 

A.  Thaer.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVllI,  815. 

10.  Ueber  die  Auflösung  eines  Doppelpunktes  einer  ebenen  Ourve  im  dreidimen- 

sionalen Räume  und  ein  mit  dieser  Curve  zusammenhängendes  Problem 
der  Mechanik.    V.  Schlegel.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVlII,  106. 

11.  Verallgemeinerung   eines   analytischen   Fundamentalsatzes.     H.  A.  Schwarz. 

Annali  mat.  Ser.  2,  X,  129. 

12.  Sar  la  g^n^ration  des  surfaces  et  des  conrbes  k  double  courbure  analogue  ä 

Celle  de  Mac-Laurin.    Vanecek.    Journ.  math^m.  S^r  3,  IX,  269. 

13.  Des  enveloppes  des  courbes  dans  Tespace.    Co  11  et.     Journ.  math^m.  S^r.  3, 

IX,  257. 
U.  Ueber  den  Reye*schen  Äxencomplex.   A.  Weiler.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVUI, 
188. 

15.  Ein  Paradoxon  der  Theorie  der  ColUneation.    Fr.  Hof  mann.    Zeitschr.  Math. 

Phys.  XXVni,  318, 

16.  Plan  coupä   par   2  plans  verticaux  perpendiculairea  entre  eux.     £.  Cesaro. 

Mathesis  HI,  142.  —  Interdonato  ibid.  143. 

17.  Note  deg^om^trie.    £.  Cesaro.    Mathesis  III,  73,  97,  121. 

18.  Die  16  Wendeberührungspunkte  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Species. 

E.  Lange.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVHI,  1,  65. 
Vergl.  Ellipsoid.    Geometrie  (descriptive).    Qeometrie  (höhere).    Geometrie 
(der  Läse)      Hyperboloid.     Krümmung  298.     Mannichlaltigkeiten  306. 
Oberflächen.    Oberflächen  zweiter  Ordnung. 
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iUtrononie. 

19.  Eine  ADnäherongBrnethode  im  Problem  der  drei  Körper.    H.  Gjldän.    Acta 

mathematica  I,  77. 

20.  Sur  Torbite  que  parcourt  un  point  mai^riel  attir^  par  un  sphärolde.    H.  Gyl- 

dön.    Compt.  rend.  XCl,  957. 

21.  Sur  le  d^yeloppement  de  la  fonction  perturbatrice  dans  le  caa  oü,  les  ezoen- 

tricit^s  ätant  petites,  riDclinaison  mutuelle  des  orbites  est  queicongne. 
F.  TiBserand.  Compt.  rend.  LXXXIX,  563,  585.  [Vergl.  Bd.  XXvIU, 
Nr.  486.] 

22.  Siir  un  d^veloppement  particulier  de  la  fonction  pertorbatrice.  F.  Tisserand. 

Compt.  rend.  XC,  557. 

23.  Sur  la  methode  de  Cauchj  pour  le  d^veloppement  de  la  fonction  perturbatrice. 

Ch.  Tröpied.    Compt.  rend.  XC,  1474. 

24.  Sur   le  d^yeloppement  d'une  fonction  quelconque  du  ravon  yectenr  dans  le 

mouvement  elliptique.    F.  Tisserand     Compt  rend.  XCI,  897. 

25.  Sur  des  transcendantes  qui  jouent  un  röle  fondamental  dans  la  thäorie  des 

perturbations  plan^taires  F.  Tisserand.  Compt.  rend.  XC,  1021,  1093. 
—  0.  Callandreau  ibid.  1154,  1201,  1540. 

26.  Sur  des  transcendantes  qui  jouent  un  röle  importaut  dans  la  th^orie  des  per- 

turbations  plan^taires.    G.  Darbouz.    Compt.  rend.  XC,  1416,  1472. 

27.  Demonstration,    au  moyen  des  fonctions  elliptiques,   d*un  th^or^e  dans  la 

th^orie  de  la  libration  de  la  lune.  H.  Gjld^n.  Compt.  rend.  LXXXIX, 
932. 

28.  Üeber  die  Berechnung  der  Differentialquotienten  der  wahren  Anomalie  und  des 

Radius  vector  nach  der  Ezcenüricität  in  stark  ezoentrischen  Bahnen. 
E   Weiss.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXUI,  466. 

29.  Theoretische  Untersuchungen  über  die  Verschiebungen  der  Badiationspankte 

aufgelöster  Meteorströme.   G.  v.  Niessl.   Wien.  Akad.-Ber.  LXXXfil,  96. 

30.  Loi  concemant  la  distribution  des  astres  du  systäme  solaire.    L.  Gaus  sin. 

Compt.  rend.  XC,  518,  593. 

31.  Sur  la  theorie  mathämatique  des  changements  d'^clat  des  ^toiles  variables. 

Gylden.  '  Compt.  rend.  LXXXIX,  598. 

32.  ^\a  les  r^fractions  de  Bessel.    B.  Bad  au.    Compt  rend.  XC,  1264. 

33.  Etüde  de  la  Variation  de  la  ligne  de  la  vis^e.    Loewy.    Compt.  rend.  XCI,  6. 

34.  Das  Problem  der  kürzesten  Dämmerung.    StolL  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVIII, 

150. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  224. 


Ballistik. 

35.  Beitrag  zum  ballistischen  Problem.  L.  Austerlitz.  Wien.  Akad.-Ber.  LXXXIV, 

794. 

36.  Etüde  sur  les  lois  de  la  r^sistance  de  Tair.   £.  Vallier.  Joum.  mathdm.  S^r.S, 

IX,  147. 

Bemoulli'sehe  ZaUen. 

37.  Demonstration  du  th^ordme  de  Clausen  et  de  Staudt  concemant  les  nombres 

de  Bernoulli.    Ed.  Lucas.    Mathesis  III,  25. 
Vergl.  Symbolische  Operationen. 

Bestimmte  Integrale. 

38.  Ein  allgemeiner  Satz   über  die  Integrirbarkeit  yon  Functionen  integrirbarer 

Functionen.    P.  du  Bois-Beymond.    Mathem.  Annal.  XX,  122. 
89.  An  eztension  of  a  theorem  of  Legendre's.    J.  C.  Malet    Annali  mat  Ser.  2, 
XI,  246,  312. 

40.  Integration  des  irrationnelles  du  deuxi^me  degrä.   N.  Alezäeff.   Compt.  rend. 

LXXXIX.  403. 

41.  Sur  une  formule  generale  des  integrales  däfinies.    A.  Dawidoff.    Joum.  ma- 

thäm.  Sör.  3,  VIII,  389. 

42.  Sur  un  th^or^me  de  M.  Hermite.    E.  Goursat    Acta  mathematica  I,  189. 

43.  Sur  une  integrale  definie.     0.  Callandreau.     Compt.  rend.  LXXXIX,  90. 

[Ver^l.  Bd.  XXVni,  Nr.  446.] 

44.  Sur  deux  iimites  d'une  integrale  definie.    Ch.  Hermite.    Mathesis  III,  82. 
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46.   /*.^da;  =  ~.    J.  Gillet.    Maihesis  HI.  280. 
j  «*  ~  1  12 

YergL  Elliptische  Transcendenten.  Gammafonctionen.  EugeifuncÜODen.  Qua- 
^-atur.    Ultraeliiptische  Transcendenten. 

C. 

CapUlarität. 

46.  Theorie  des  ph^nom^nes  capillaires.    E.  Roger.    Compt.  rend.  XC,  908. 

Combinatorik. 

47.  Permatationen  mit  beschränkter  Stellenbesetzang.   8.  Kantor.   Zeitschr.  Math. 

Phys.  XXVUI,  879. 

48.  Sor  ün  probl^roe  de  permutations  successives  nomm^  Battement  de  Monge. 

J.  Bourgei    Jonm.  math^m.  Sär.  3,  VIII,  413. 

49.  Combinaisons  avec  räp<§tition.    Suares  &  Gasco.    Mathesis  III,  197. 

50.  Nombre  de  roani^res  de  d^composer  un  polygone  conveze  en  triangles  par  les 

diagonales.    Gelin.    MaÜiesis  III,  108. 
Yergl .'  Wahrecheiniichkei terechnung. 

Cnbatnr. 

51.  Snr  le  volame  de  trois  c5ncs  ajant  le  mdme  sommet  et  pour  bases  des  courbes 

fermäes  projectives  entre  elles.    J.  Neuberg.    Mathesis  III,  37. 


D«t«niiiaa]iteiL 

52.  Sur  une  propri^t^  de  la  fonction  de  Poisson.     Ph.  Gilbert.    Compt.  reud. 

XCI,  641. 

53.  Sar  la  vaieur  moyenne  des  coef&cients  dans  le  däveloppement  d*an  dätermi- 

nant  gauche  oa  symätrique  d'on  ordre  infiniment  grand  et  sur  les  däter- 
minants  doublement  gauches.    Sylvester.    Compt.  rend.  LXXXIX,  24, 
497. 
Yergl.  Gleichnngeu  248,  249.    Trigonometrie  441. 

Determinanten  (in  geometritoker  Anwendimg;. 

54.  Applications  des  däterminants.    J.  Neuberg.    Mathesis  III,  29. 

DUbrentialgleitthimgeii. 

55.  Expose  des  m^thodes  en  math^matiques  d'apr^  Y7ronski.  M.  £.  West.  Journ. 

math^m.  Sär.  8,  VUI,  19,  126;  IX,  301.    [Vergl.  Bd.  XXVHI,  Nr.  186.] 

56.  üeber  den  Despeyrous^schen  MulUplicator  der  elliptischen  Differentialgleichung. 

P.  du  Bois-Reymond.    Mathem.  Annal.  XXl,  266. 

57.  Ueber  den  integrirenden  Factor  der  elliptischen  Differentialgleichung.  B.  Sturm. 

Mathem.  Anual.  XXI,  446. 

58.  Memoire  sur  les  courbes  däfiniespar  une  ^quation  diffärentielle.  H.  Poincare. 

Journ.  mathöm.  Sär.  3,  VIIl,  261.    [Yergl.  Bd.  XXVUI,  Nr.  73.] 

59.  Sor  la  däterminatvpn  d 'integrales  alg^briques  de  diff^rentielles  alg^briques. 

Zeuthen.    Compt.  rend.  XC,  1114. 

60.  Znr  Form  algebraischer  Integrale  linearer  Differentialgleichungen.   L.  Königs- 

berg er.    Mathem.  Annal.  XXI,  464. 

61.  Sur  une  classe  tr^s  ätendue  d'äquations  diff^rentielles  liniSaires  ä  coefficients 

rationnels  dont  la  Solution  däpend  de  la  quadrature  d'un  produit  algä- 
brique  irrationnel.    Göran  Dillner.    Compt.  rend.  XCI,  616,  687,  721 

62.  Ueber  die  transcendenten  Integrale  Ton  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

mit  Coefficienten  zweiten   Grades.     A.  Winckler.     Wien.  Akad-Ber. 

LXXXIV,  940. 
68.  Üeber  lineare  homogene  Differentialgleichungen,   zwischen  deren  Integralen 

homogene  Relationen  höheren  ais  ersten  Grades  bestehen.    Acta  mathe- 

matica  I,  321. 
64  Integration  der  Differentialgleichung  (.4,  ä*  -f  JB|  «y  +  C|  y^)dx-h  (ÄfX^  -hB^xy 

4-Cii^)dy-^{Ätx*-^Bty'  +  CiXy  +  D:^X'i-Ezy-^Fi)(x.dy-y.dx):=^{). 

Wo  Id.  Hey  mann.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXYUI,  64. 
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66.  Zur    Diöerentialgleichung    (a  -+-  &a?  4-  ca^Y  ^— ^  -h  (a  +  &a;  +  ex*)  (ot  +  6t «)  ^ 

4-  («0  +  &o^  +  ^^*)  t>  =  0.  Wo  1  d.  Hey  mann.  Zeitschr.  Math.  Phys. 
XXVni,  241. 

66.  Cinq  probl^mes    d'int^gration  dMquations  diff^rentiellee.    H.  Brocard.    Ma- 

thesis  m,  128,  182. 

67.  Sur  une  classe  d'^qoations  diffärentielleB  Unfaires.    £.  Picard     Compt.  rend. 

XC,  128,  293. 

68.  Salle  eqaazioni  differenziali  del  tetraedro,  dell'ottaedro  e  dell' icoBaedro.    F. 

Brioschi.     Annali  mat.  Ser.  2,  X,  104. 

69.  Sur  la  th^orie  des  dqnations  diff^rentielles  Unfaires.   Mittag-Leffler.   Compt. 

rend.  XC,  218. 

70.  Sar  les  ^qaations  differentielles  Unfaires  ä  une  variable  ind^pendante.   Appell. 

Compt.  rend.  XC,  1477. 

71.  Sur  la  transformation  des  äquations  differentielles  Unfaires.    Appell.    Comp! 

rend.  XCl,  211. 

72.  Sur  les  dquations  differentielles  Unfaires.    Appell.    Compt.  rend.  XCI,  6S4. 

73.  Sur  une  classe  d^^quations  diffärentielles  lineaires.     Appell.     Compt.  rend. 

XCI,  972. 

74.  Application  de  la  thäorie  des  sinus  des  ordres  sup^rieurs  ä  Tint^gration  des 

equations  differentielles  Unfaires,  ^von  Yillarceau.  Compt  rend.  XC, 
721,  767. 

75.  Sur  rintegration  des  eauations  lindaires,  au  inoyen  des  sinus  des  ordres  sup^- 

rieurs.    Yvon  Villarceau.    Compt.  rend.  XCI,  18. 

76.  Sur  quelques  equations  differentielles  Unfaires.    Brioschi.   Compt.  rend.  XCI, 

807. 

77.  Di  una  proprietä  delle  equazioni  differenziali  lineaii  del  secondo  ordine.    F. 

Brioschi.    Annali  mat.  Ser.  2,  X,  1.  —  Her  mite  ibid.  101. 

78.  Sopra  una  classe   di   equazioni   differenziali   lineari  del   secondo  ordine.    F. 

Brioschi.    Annali  mat.  Ser.  2,  X,  4.    [Vergl.  Bd.  XXVI,  Nr.  87.J 

79.  Sur  une  classe  d'equations  differentielles  lineaires  du  second  ordre.    Brioschi. 

Compt.  rend.  XCf,  317. 

80.  Sur  les  equations  lineaires  du  second  ordre.    Mittag-Leffler.    Compt  rend. 

XCI,  978. 

81.  GeneraUzzazione  di  alcuni  teoremi  dei  si^  Hermite,  Brioschi  e  Mittag-Leffler 

sulle  equazioni  differenziali  linean  del  secondo  ordine.  F.  Casorati 
Annali  mat.  Ser.  2,  X,  224. 

82.  Sur  une  equation  differentielle  lineaire  du  second  ordre.    H.  Gylden.    Compt. 

rend.  XC,  208,  344. 

83.  Sur  certaines  equations  differentielles  lineaires  du  second  ordre.    E.  Picard. 

Compt  rend.  XC,  1479. 

84.  Sur  quelques  remarques  relatives  ä  Tequation  de  Lame.    Escary.    Compt. 

rend.  XCI,  40,  102. 

85.  Ueber  die  Integration  der  Hermite'schen  Differentialgleichungen  der  dritten 

und  vierten  Ordnung,  bei  denen  die  Unendlichkeitsstellen  der  Integrale 
von  der  ersten  Ordnune  sind.  Mittag-Leffler.  Annali  mat.  Ser. 2, 
XI,  65.  —  Brioschi  ibid.  81. 

86.  Sur  les  equations  differentielles  lineaires  ä  coefficients  periodiques.  Q.  Floqnet 

Compt  rend.  XCI,  880. 

87.  Sur  les  equations  differentielles  lineaires  ä.  coefißcients  doublement  periodiques. 

Mittag-Leffler.    Compt  rend.  XC,  299. 

88.  Sur  les  syst^mes  form  es  d'equations  lineaires  k  une  seule  variable  indepen- 

dante.    6.  Darboux.    Compt  rend.  XC,  524,  596. 

89.  Sur  les  equations  lineaires  simultanees  et  sur  une  classe  de  courbes  gauches. 

£.  Picard.    Compt  rend  XC,  976,  1065,  1118.. 

90.  Sopra  un  sistema  di  equazioni  differenziali.    F.  Brioschi.    Annali  mat  Ser.  2, 

X,  238. 

91.  Integration  d^un  nombre  quelconque  d'equations  simultanees  entre  un  laSme 

nombre  de  fonctions  de  deuz  variaoles  independantes  et  lenrs  deriväes 
partielles  du  premier  ordre.    L.  V.  Turquan.    Compt  rend.  XCI,  48. 

92.  Ueber  eine  Eigenschaft  der  partiellen  Differentialgleichungen.    L.  Königs- 

berger.    Mathem.  Annal.  XX,  587. 
98.  La  fonction  de  Poisson  et  Tintegration  des  equations  auz  deriveee  partielles 
du  premier  ordre.    Ph.  Gilbert    Compt  rend.  XCI,  618.    [Vergl.  Nr. 62.J 
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94.  Sur  rint^gratioQ  dee  ^quations  aux  däriv^es  partielles  du  premier  ordre.    J. 

Coli  et.    Compt.  rend.  XCI,  974. 

95.  Sur  rint^^ration  des  ^quations  auz  d^riv^es  partielles  d'ordres  sup^rieors  au 

Premier.    A.  E.  Pellet.    Compt.  rend.  LXXXIX,  92. 

96.  Zur  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  ~-  (no  ~  )  +  /*  (^  |^  J  =  0. 

Niemöller.    Zeitechr.  MatK.  Phys.  XXVÜI.  97^         «         ^        y 
Yergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  2.    Elliptische  Transcendenten  128, 
127.    Geometrie  (höhere)  187.    Gleichungen  243.    Potential  401.    Theta- 
fnnctionen  488.    fjmkehrungsproblem. 

DifTerensenreobnmig. 

97.  U  calcolo  delle  differenze  finite  interpretato  ed  aocresduto  di  nuovi  teoremi  a 

sussidio  principalmente  delle  odieme  ricerche  basate  sulla  variabilitä  com- 
plessa..  F.  Casorati.    Annali  mat.  Ser.  2,  X,  10. 

98.  Sopra  un  recentissimo  scritto  del  sig.  L.  Stiokelberger.   F.  Casorati.  Annali 

mat  Ser.  2,  X,  164. 

B. 
Elaitioit&t 

99.  Solle  equazioni  generali  dell' elasticitll.    Eug.  ßeltrami.    Anuali  mat.  Ser.  2, 

X,  188. 

100.  8ar  des  int^nations  relatives  ä  Täquilibre  de  Tälasticit^.  £.  Mathieu.  Compt. 

rend.  XC,  739. 

101.  Ueber  die  Beziehungen  der  homogenen  Deformationen  fester  Körper  zur  Be- 

actionsfläche.    Jos.  Finger.    Wien.  Akad.Ber.  LXXXm.  234. 

102.  Sor  Täquilibre  de  Tälastidtä  d*un  prisme  rectangle.    E.  Mathieu.    Compt. 

rend.  XC,  1272. 

103.  Ueber  die  Vertheilung  der  Dnickkr&fbe  in  einem  elastischen  Ereiscylinder. 

H.  Hertz.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVIII,  126. 

104.  Sur  Täquilibref  d'un  cylindre  ^lastique.    Schiff.    Joum.  mathäm.  S^r.  3,  IX, 

407. 
VergL  Mechanik  236.    W&rmelehre  460. 

Elektrodynamik. 
106.  Theorie  de  Tälectrostatique.    H.  Besal.    Jonrn.  math^m.  S^r.  3.  VIII,  217. 

106.  Exposä  des  principes  de  la  thäorie  des  courants  älectriques.  H.  Resal.  Joum. 

mathto   S^r.  3,  IX,  26. 

107.  Sur  la  throne  des  courants  d*induction.    Mascart.    Compt.  rend.  XC,  981. 

108.  Sur  une  formule  gänärale  relative  k  T^lectrisation  par  influence.    R.  Clau- 

sius.    Joum.  matii^m.  S^r.  3,  VUL  73. 

109.  Sur   la  capacit^   de  polarisation   yoltalque.     R.  Blondlot.     Compt.   rend. 

LXXXlX,  148. 

110.  Sur  la  d^termination  du  niveau  potentiel  de  Tellipsoide.    H.  Resal.    Journ. 

raath^m.  S^r.  3,  VIII,  66.  —  De  Saint  Germain  ibid.  297. 

111.  Sur  les  lignes  äquipotentielles  d'un  plan  forma  de  deux  moiti^  inägalement 

conductrices.    A.  Guäbhard.    Compt.  rend.  XC,  1124. 

112.  Sur  le  rendement  öconomique  des  moteurs  älectriques  et  sur  la  mesure  de  la 

quantitd    d^änerj^e   qui   tr.iverse   un   circuit  electrique.     M.   Desprez. 
Compt.  rend.  XC,  690,  812. 

113.  Sur  les  courants  alteraatifs  et  la  force  älectromotrice  de  Tarc  älectrique.    J. 

Joubert.    Compt  rend.  XCI,  161. 
lU.  Sur  la  loi   des   macnines  magnäto-älectriques.     J.  Joubert.     Compt.  rend. 
XCI,  468,  493. 

115.  Ueber   die  Aufsuchung   der  Störungsstellen   an   nicht  vollkommen  isolirten 

Leitungen.    L   Ditscheiner.    Wien.  Akad -Ber.  LXXXIII,  1084. 
Vergl.  Differentialgleichungen  96. 

Ellipse. 

116.  üeber  eine  Eigenschaft  der  Ellipse.  0.  Böklen.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVIII, 

300. 

117.  Propri^ä  d'nne  ellipse  circonscrite  ä  un  triangle.    Brocard.    Mathesis  III, 

186.  —  Jer&bek  ibid.  186.  —  Timmerhans  ibid.  186. 

Utot..Ut.  Abtblg.  d.  Z«iUohr.  f.  Math.  a.  Fhya.  XXIX,  4.  12 
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118.  Sur  des  elÜpses  semblables  passant  toutes  par  un  meme  point.    B.  Bastin. 

Mathesis  HI,  240. 
Yergl.  Maxima  and  Minima  313,  314,  315.    Normalen  846,  347,  34^.    Recti- 
fication  413,  414. 

EUipsoid. 

119.  UeberFadenconstractionendeBElIipsoids.  O.Staude   Mathem.  Annal.XX,  147. 

120.  Ueber  geodätiscbe  BogenstOcke  von  sAgebraischer  Längendifferenz  auf  dem 

Ellipsoid.    0.  Staude.    Mathem.  Annal.  XX,  185. 

121.  Propri^t^  de  Pellipsoide.    Ph    Gilbert    Matbe&is  UI,  288. 

Vergl.  Elektrodynamik  110.    Hydrodynamik  255. 

Elliptitehe  Traiucendentan. 

122.  Sur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiques.    Her  mite.    Compt.  rend. 

LXXXIX,  1001,  1092;   XC,  106,  201,  478,  683,  761.     [Vergl.  Bd.  XXVDI, 
Nr.  518.] 

123.  Sur  nne  application  de  la  th^orie  des  fonctions  elliptiques.  'S.  Picard.  Compi 

rend.  LXXXIX,  74.    [Vergl.  Bd.  XXVUI,  Nr.  647.] 

124.  Sur  une  relatiou  donnäe  par  M.  Cayley  dans  la  thäorie  des  fonctions  ellip- 

tiques.   Hermite.    Acta  mathematica  I,  368. 

125.  Sur  une  repräsentation  analytique  des  fonctions  au  moyen  des  transcendantes 

elliptiques.    Hermite.    AnnaU  mat.  Ser.  2,  X,  137. 

126.  Sur  une  classe  de  deuz  fonctions  doublement  p^riodiques.  J.  Farkas.  Compt 

rend.  XG,  1269,  1482. 

127.  Sulla  generazione  di  una  classe  di  equazioni  differenziali  lineari  integ^abili 

per  funzioni  ellittiche.    F.  Brioschi.    Annali  mat.  Ser.  2,  X,  74. 
Vergl.  Astronomie  27.    Differentialgleichungen  56,  57,  85.    Functionen  143. 
Geometrie  (höhere)  187.    Ultraemptische  Transcendenten  446. 

F. 

7orni6iL 

128.  Sur  räquivalence  des  forme«.    C.  Jordan.    Compt  rend.  XC,  1422. 

129.  Sur  la  r^duction  simultan^e  d'une  forme  quadratique  et  d'une  forme  linäaire. 

H.  Poincar^.    Compt  rend.  XCI,  844. 

130.  Ueber  Relationen  zwischen  Classenzahlen  bin&rer  quadratischer  Formen  Ton 

negativer  Determinante.  Jos.  Gierster.  Mathem.  Annal.  XXI,  1.    [Vergl 
Bd.  XXVI,  Nr.  326.] 

131.  Sur  quelques  propri^t^s  des  formes  quadratiqaes.    Poincarä.    Compt  rend. 

LXXXIX,  344,  897. 

132.  Sur  les  formes  cubiques  ternaires.    H.  Poincar^.    Compt.  rend.  XC,  1336. 

133.  Ein  Satz  über  lineare  Identitäten  zwischen  Quadraten  binärer  Formen.    Fr. 

Meyer.    Mathem.  Annal.  XXI,  441. 

134.  Ueber  temäre  biquadratische  Formen.    F.  R.  Seh  error.    Annali  mat  Ser.  2, 

X,  212. 

135.  Weitere   Untersuchungen    über   die   temäre   biquadratische   Form    f=iXj}xt 

+  «,'a;,  +  a;5»a:,.    Gordan.    Mathem.  Annal.  XX,  487.    [Vergl.  Bd.  XXVI, 
Nr.  329,  330;  Bd.  XXVIII,  Nr.  216.] 
Vergl.  Gleichungen  246.    Invariantentheorie. 

Fonrier'fehe  Beihen. 

136.  Recherches  de  M.  Ul.  Dini  sur  la  s^rie  de  Fourier  et  autres  reprösentations  ana- 

lytiques  des  fonctions  d*une  variable  rdcUe.     Hermite.     Compt  rend. 
XCI,  1018. 
Vergl.  Astronomie  25.    Reihen  427. 

Fnnotionen. 

137.  Untersuchungen  über  die  unendlich  oft  oscillirenden  und  unstetigen  FunctioDen. 

H.  Hankel.    Mathem.  Annal.  XX,  63. 

138.  Aggiunte  a  recenti  lavori  dei  sigi  Weierstrass  e  Mittag -Leff  1er  snlle  funzioni 

di  una  variabile  complessa.    F.  Casorati.    Annaii  mat.  Ser.  2,  X,  261. 

139.  Sopra  alcune  condizioni  caratteiistiche  delle  funzioni  di  una  variabile  com- 

plessa.   VitoVolterra.    Annali  mat  Ser.  2,  XI,  1. 

140.  Sur  une  classe  de  fonctions  ^tudi^e  par  M.  Heine.    Appell.    Compt  rend. 

LXXXIX,  841,  1031. 

141.  Sur  une  gdn^ralisation  des  fouctions  pdriodiqües  et  sur  certaines  ^quations 

diffärentielles  lindaires.    E.  Picard.    Compt  rend.  LXXXIX,  140. 
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142.  Ueber  ein  Theorem  von  Liouville,  die  doppelt -periodiBchen  Fanctionen  betref- 

fend.   H.  J.  Rink.    Zeitechr.  Math.  Phys.  XX VIII,  48. 

143.  Geometrische  Untersachungeu  über  den  Verlauf  der  elliptischen  Tranecenden- 

ten  im  compiexen  Gebiete.   0.  Herrmann.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVÖI, 
193,  267. 

144.  üeber  symmetrische  Riemann^sche  Flächen  und  die  Periodicitätsmoduln  der 

zugehörigen  AbeVschen  Normalintegrale  erster  Gattung.    Guido  Wei- 
chold.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVIII,  321. 

145.  Bemerkung  über  den  Ausdruck:  „Theilung  einer  Strecke  in  unendlich  kleine 

Theile."    W.  Veitmann.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVUI,  64. 

146.  Gen^ralisation  des  fonctions  doublementpäriodiques de seconde esp^ce.  Appell. 

Joum.  mathäm.  S^r.  3,  IX,  6 

147.  Neue  Beiträge   zur  Riemann^sdien  Functionentheorie.     F.  Klein.    Mathem. 

Annal.  XXI,  141. 

148.  Sar  les  fonctions  uniformes  d'un  point  analytique.    Appell.    Acta  mathe- 

matica  I,  109,  132. 

149.  Espressione   di   funzioni  intere   che  in  posti  dati  arbitrariamente  prendono 

valori  prestabilit^.    P.  Cazzaniga.     Annali  mat.  Ser.  2,  X,  279. 

150.  Sur  la  throne  des  sinus  des  ordres  supärieurs.    Yvon  Villarceau.    Compt. 

rend.  XCI,  196.  —  J.  Parkas  ibid.  209,  278,  544. 
161.  Bemarq^ue  relative  ä  deux  integrales  obtenues  par  Lam^  dans  la  th^orie  ana- 
lytique de  la  chaleur.    Escary.    Compt.  rend.  XC,  1341.     [Vergl.  Bd. 
XXVIIl,  Nr.  634.] 

152.  Sur  les  fonctions  linäaires     A.  E.  Pellet.    Compt.  rend.  XO,  IUI. 

153.  Sur  les  fonctions  entiäres.    E.  Picard.    Compt.  rend.LXXXIX,  662.    [Vergl. 

Bd.  XXVUI,  Nr.  526.] 

151.  Sur  une  jpropri^te  de  certaines  fonctions  analogues  anx  fonctions  algöbriques. 

E.  Picard.    Compt  rend.  LXXXIX,  1106. 
156.  Sur  rimpossibilite  de  la  relation  algäbrique  X'''hY'*+Z''z=o.   R.  Liouville. 
Compt.  rend.  LXXXIX,  1108.  —  A.  Korkine  ibid.  XC,  303. 

156.  Sur  Tapproximation  des  fonctions  drculaires  au  moyen  de  fonctions  alg^ 

briques.    Laguerre.    Compt.  rend.  XC,  304. 

157.  Üeber  eine  Reihe  neuer  Functionen,  welche  die  absoluten  Invarianten  gewisser 

Gruppen  ganzzahliffer  linearer  Transformationen  bilden.    Ad.  Hurwitz. 
Mathem.  Annal.  Xa,  125. 

158.  Ueber  eindeutige  Functionen  mit  linearen  Substitutionen  in  sich.    F.  Klein. 

Mathem.  Annal.  XX,  49.    [Vergl.  Bd.  XXVIII,  Nr.  117.J 

159.  Sur  les  fonctions  uniformes  qui  se  reproduisent  par  des  substitutions  lineaires. 

U   Poincar^.    Mathem.  Annal.  XX,  52. 

160.  Theorie  des  groupes  Fuchsiens.    H.  Poincarä.    Acta  matbematica  I,  1. 

161.  Memoire  sur  les  fonctions  Fuchsiennes.  H  Poincarä.  Acta  mathematica  I,   93. 

162.  Beweis  des  Satzes,  dass  eine  eindeutige  analytische  Function  in  unendlicher 

Nähe   einer   wesentlich   singulären  Stelle  jedem  Werthe   beliebig  nahe 
kommt.    0.  Holder.    Mathem.  Annal.  XX,  188. 

163.  Sur  les  fonctions  analytiques  uniformes  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier 

essentiel.    E.  Picard.    Compt.  rend.  LXXXIX,  745. 

164.  Sur  les  fonctions  doublement  pdnodioues  avec  des  points  singuliers  essentiels. 

E.  Picard.    Compt.  rend;  LXXXIX,  852. 

165.  Ueber   eindeutige   Functionen    mit   linearen   Transformationen  in   sich.     F. 

Schottky.    Mathem.  Annal.  XX,  299. 

166.  Zur  Theorie  der  Functionen   mit  mehreren,   nicht  vertauschbaren  Perioden. 

0.  Rausenberger.    Mathem.  Annal.  XX,  47.    [Vergl.  Bd.  XXVU,  Nr. 
358.] 

167.  Ueber   eindeutige  Functionen   mit  mehreren  nicht  vertauschbaren  Perioden. 

0.  Rausenberger.    Mathem.  Annal.  XX,  187;  XXI,  59. 

168.  Ueber  periodische  Functionen  zweiter  Gattung.  0.  Rausenberger.  Mathem. 

Annal.  XX,  550. 

169.  Sur  une   classe  de  groupes  discontenus  de  substitutions  linäaires  et  sur  les 

fonctions   de   deux  vairiables  indäpendantes  restant  invariables  par  ces 
substitutions.    E.  Picard.    Acta  mathematica  I,  297. 

170.  Snr  des  fonctions   de  deux  variables  ä  trois  ou  quatre  paires  de  p<$riodes. 

Appell.    Compt.  rend.  XC,  174. 
ni.  Sur  une  classe  de  fonctions  de  deux  variables  indäpendantes.    E  Picard. 
Compt.  rend.  XC,  1119. 
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172.  Sur  une  eztension  aux  fonotions  de  deux  variables  du  probl^me  de  Kiemann 

relatif  aux  fonctioDs  hypergäom^triques.  E.  Picard.  Compt.  rend. 
XC,  1267. 
Ver^l.  Bernoulli'Bche  Zahlen.  Bestimmte  iDtesrale.  Determinanten.  Differen- 
tialgleichungen. Differenzenrechnung.  Elliptische  Transcendenten.  Fou- 
rier*8che  Keihe.  Garamafunctionen.  Geometrie  (höhere)  182 — 187.  Ima- 
ginäres. Integration  (unbestimmte).  Eugelfanctionen.  Mannichfaltigkeiten 
305.  Maxima  und  Minima.  Potential.  Kectification  411.  Reihen.  Substi- 
tutionen. Thetafunctionen.  Ultraelliptische  Transcendenten.  Umkehrutigs- 
problem. 

Gammaftmctionen. 

173.  Snr  des  integrales  Euleriennes.    L.  Bourguet.    Acta  mathematica  I,  295,  363. 

Geodäsie. 

174.  Das  Problem  der  vier  Punkte  im  Sinne  der  neueren  Geometrie.    W.  Binder. 

Wien.  Akad.-Ber.  LXXXHI,  659. 

175.  Sur  la  r^duction  des  observations  du  pendule  au  niveau  de  la  mer.    Faye. 

Compt  rend.  XC,  1443. 

176.  Ueber  den  Fehler  beim  Einstel'en  des  Fadenkreuzes  in  die  Bildebene.     W. 

Tinter.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXIV,  1815. 
Yergl.  Geschichte  der  Mathematik  222. 

Geometrie  (deseriptive). 

177.  Zur  wissenschaftlichen  Behandlung  der  orthogonalen  Axonometrie.    C.  Pelz. 

Wien.  Akad,-Ber.  LXXXUI,  875. 

178.  Anwendung  der  stereographischen  Projection  zur  Gonstructiou  der  Isophoten 

auf  Rotationsflächen.  Joh.  Morawetz.  Zeitschr.  Math.  Phys.  aaVUI, 
247. 

179.  Sur  un  point  de  Tenseignement  de  la  gäom^trie  descriptive.  Th.  Yerstraeten. 

Mathesis  UI,  5. 

180.  Raum-Epicycloiden.    J.  S.  Vanecek.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXHI,  69. 

Geometrie  (htthere). 

181.  Interi)r^tations  gäomätriqnes  de  la  thdorie  des  snbstitutions  de  n  lettres,  par- 

ticuli^rement  pour  n  =  d,  4,  5,  6  en  relation  avec  les  groupes  de  Thexa- 
gramme  mystique.    J.  Yeronese.    Ännali  mat.  Ser.  2,  XI,  93,  284. 

182.  Ueber  die  algebraischen  Curven,  welche  eine  Schaar  eindeutiger  Transforma- 

tionen in  sich  zulassen.    M.  Nöther.    Mathem.  Annal. XX,  59;  XXI,  138. 

183.  Wieviele  cyklische  Gruppen  giebt  es  in  einer  quadratischen  Transformation 

der  Ebene?    S.  Kantor.    Annali  mat.  Ser.  2,  X,  64. 

184.  Wieviele  cyklische  Gruppen  giebt  es  in  einer  Cremona'schen  Transformation 

der  Ebene?    S.  Kantor.    Annali  mat  Ser.  2,  X,  71. 

185.  Sur  le  nombre  des  groupes  cycliques  daus  une  transformation  de  Tespaoe. 

S.  Kantor.    Compt.  rend.  XC,  1156. 

186.  Ueber  Apolarität  und  rationale  Curven.  Fr.  Meyer.  Mathem.  AnnaL  XXI,  125. 

187.  Exiate-t'ii  d'autres  courbes  al^äbriques  que  Celles  du  genre  0  ou  1,  dont  les 

coordonnäes  soient  susceptible  de  s'exprimer  par  des  fonctions  uniformes 
d'un  param^tre  ä.  discontinuitds  exclusivement  polaires?  £.  Picard. 
Compt.  rend.  XCI,  214,  724,  1058. 

188.  Ueber  biquadratische  Involutionen  erster  Stufe.  Em.  Weyr.  Wien.  Akad.-Ber. 

LXXXUI,  300. 

189.  Ueber  Involutionen  zweiter  Stufe.    Em.  Weyr.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXDI, 

349. 

190.  Ueber  cubische  Involutionen.    C.  Le  Paige.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXIII,  351. 

191.  Ueber  conjugirte  Involutionen.  C.  Le  Paige.  Wien.  Akad.-Ber.  LXXXIV,  233. 

192.  Ueber  ein  Nullsystem  zweiten  Grades.    Ad.  Ameseder.    Wien.  Akad.  Ber. 

LXXXUI,  385. 

193.  Ueber  die  Bedeutung  des  räumlichen  Nullsystems  für  cabische  Involutionen 

beider  Stufen.    Em.  Weyr.    Wien.  Akad.Ber.  LXXXIV,  1264. 

194.  Das  Problem  der  Configurationen.    Th.  Reye.    Acta  mathematica  I,  93. 

195.  Die  Hexaeder-  und  die  Octaeder- Configurationen  (12«,  16s).   Th.  Reye.  Acta 

mathematica  I,  97. 
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196.  üeber  die  Configuration  (8^  3)  mit  den  Indices  8,  9  und  ihren  Zusammenhang 

mit  den  Curven  dritter  Ordnung.  S.  Kantor.  Wien.  Akad.-Ber.  LXXXIV, 
916. 

197.  Die  Configurationen  (3,  3)to.    S.  Kantor.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXIV,  1291. 

198.  Ueber  eine  Confi^uration  (3,  3)io  und  unicursale  Curyen  vierter  Ordnung.    S. 

Kantor.    Mathem.  Annal.  XXI,  299. 

199.  Determination  de  courbes  et  de  surfaces  satisfaisant  ö.  des  conditions  de  con- 

tact  double.    H.  G.  Zeuthen.    Gompt.  rend.  LXXXIX,  899,  946. 

200.  Ueber  mehrstellige  Berührungen  von  Curvensystemen  mit  Geraden.    Gust. 

Grus 8.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXIV,  228. 

201.  üeber  das  Polvierseit.    A.  Brill.    Mathem.  Annal.  XX,  581. 

202.  Snr  un  groupe  de  thäor^mes  et  formules  de  la  g^om^trie  ^num^rative.    H. 

G.  Zeuthen.    Acta  mathematica  1,  171. 

203.  üeber  cyklisch  projective  Punktquadrupel  in  zwei  collinearen  Bäumen.    H. 

Schroeter.     Mathem.  Annal.  XX,  231. 

204.  üeber  mehrstufige  Curven-  und  Fiächensysteme.    Em.  Weyr.    Wien.  Akad.- 

Ber.  LXXXIV,  884. 

205.  üeber  metrische  Beziehungen ,  die  in  einer  Congruenz  linearer  Complexe  statt- 

finden.   C.  Bobek.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXDI,  885. 

206.  Memoire  de  gäom^trie  vectorielle  sur  les  complexes  du  second  ordre  qui  out 

un  centre  de  figure.    Genty.    Joum.  mathäm.  Sär.  3,  VnL  299. 

207.  Produit  de  trois  rapports  anharmoniques.    Bast  in.     Mathesis  Ul,  226. 

208.  Ueber   das   Doppelverhältniss  von   vier  Punktepaaren  einer  involutorischen 

Punktreihe  erster  Ordnung.     B.  Klein.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVIII, 
252. 

209.  Ueber  zwei  projectivische  Sätze.    H.  Schröter.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVm, 

178.  —  Quid  de  ebenda  192.    [Vergl.  Bd.  XXVIII,  Nr.  164.] 

210.  Zu  H.  Sturm 's  Abhandlung  „üeber  die  reciproke  Verwandtschaft  und  damit 

zusammenhängende  Verwandtschaften^'.  S.  Kantor.  Mathem.  Annal.  XX, 
297.     [Vergl   Bd.  XXVIII,  Nr.  131.] 

211.  Beweis  eines  Satzes  aus  der  Theorie  der  Raumcurven  dritter  Ordnung.    Ad. 

Hurwitz.    Mathem.  Annal.  XX,  135. 
Vergl.  Differentialgleichungen  58.    Formen  134.    Gleichungen  246.    Kegel- 
schnitte.   Mechanik  320. 

Geometrie  (kinematisclie). 

212.  Ueber  die  Bewegung  eines   starren   räumlichen  Systems.     A.  Schönflies. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVUI,  229. 

213.  Sar  le  mouvement  d*une  droite  dans  un  plan.    Ed.  Hab  ich.    Compt.  rend. 

LXXXIX,  405.    [Vergl.  Bd.  XXVUI,  Nr.  11.] 
Vergl.  Mechanik  322. 

Geometrie  (der  Lage). 

214.  Ueber  jene  Gebilde,  welche  aus  kreuzförmigen  Flächen  durch  paarweise  Ver- 

einigung ihrer  Enden  und  gewisse  in  sich  selbst  zurückke&ende  Schnitte 
entstehen.    0.  Simony.     Wien.  Akad.-Ber.  LXXXIV,  237. 

Geschichte  der  Kathematik. 

215.  Beitrag  zur  Geschichte  der  griechischen  Geometrie.    P.  Treutlein.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXVHI,  hist.-lit.  Abth.  209. 

216.  Die  Erklärung  des  Regenbogens  bei  Aristoteles.    Fr.  Poske.    Zeitschr.  Math. 

Phy».  XXVHI,  hiat-lit.  Abth.  134. 

217.  Die   archimedischen  Näherungswerthe  der  irrationalen  Quadratwurzeln.     H. 

Weissenborn.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVHI,  hist.-lit.  Abth.  81. 

218.  Ueber  die  Methode,  nach  der  die  alten  Griechen  (insbesondere  Archimedes 

und  Heron)  Quadratwurzeln  berechnet  haben.    W.  Schönborn.   Zeitschr. 
Math.  Phys.  XXVUI,  hist.-lit.  Abth.  169. 

219.  Zum  fragmentum  mathematicum  Bobiense.   Joh.  Lndw.  Heiberg:   Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXVIII,  bist.- lit.  Abth.  121. 

220.  Ueber  eine  Handschrift  der  Eönigl.  öffentl.  Bibliothek  zu  Dresden.  M.  Gurtze. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVfll,  bist.- lit.  Abth.  1,  78. 
^1.  Ein  Beitrag  zur  Lebensgeschichte  des  Magister  Joannes  de  Praga.  Jos.  Teige. 
Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVHI,  bist.  lit.  Abth  41. 

222,  Ueber  den  Vorschlag  des  Marino  Ghetaldi,  die  «  rosse  der  Erde  zu  bestimmen. 

E.  Gelcich.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVHI,  hist.-lit.  Abth.  130. 

223.  Snr  Tinventeur  des  lunettes  binoculaires.    G.  Govi.    Compt.  rend.  XOI,  547. 


158  Historisch  -  literariBche  Abtheilung. 


224.  Sur  les  hypothöses  de  Laplace  et  de  Kant.    Faye.    Compt.  rend.  XC,  566, 

687,  1246. 

225.  Disconrs  prononc^s  aux  fun^railles  de  M.  Chasles.   J.  Bertrand.   Compt.  rend. 

XGI,  1005.  —  Bouqüet  ibid.  1008.  —  Laussedat  ibid.  1009.  —  Damas 
ibid.  1012.  —  Roiland  ibid.  1013, 

226.  Michele  Chasles,  cenno  necrologico.    F.  Brioschi.     Annali  mai  8er.  2,  X, 

158. 

227.  Discoars  prononc^  anz  fon^railles  du  gdn^ral  Morin.    Tresca.    Compt.  rend. 

XC,  234. 

228.  Annnncio  della  morte  di  C.  W.  Borchardt.    F.  Brioschi.    Annali  mat.  Ser.  2, 

X,  79. 
Yergl.  Differentialgleichungen  55,  56.     Differeuzenrechnung  98.    Mechanik 
324,  329.    Wärmelehre  456.    Zahlentheorie  487. 

Gleiehimgen. 

229.  Demonstration  du  th^or^me  fondamental  de  Talg^bre.  Dutordoir.  Mathesis 

III,  sappläment  2. 
280.  Ueber   den   Fundamentalsatz   der  algebraischen  Gleichungen.     H.  Hooks. 
Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVIII.  123. 

231.  Sur  la  däcomposition  des  polvnömes.    D.  Carr^re.    Compt  rend.  CX,  1329. 

232.  Conditions    de    divisibilite    ae  a^-fmajP"~«^4-wa^~"*«j/*«  +  y^  par  (a:  +  y)'. 

Polet  &  Solvay.    Mathesis  III,  69.  —  Gelin  ibid.  70. 

233.  Sur  les  ^quations  algäbriqnes.    E.  West.    Compt.  rend.  XCl,  598,  664,  718,  759. 

234.  Beitr&ge  zur  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen.    Jui  König.   Matiiem. 

Annal.  XXI,  424. 

235.  Sulla  risolvente  di  Lagrange  per  le  eqnazioni  di  grado  primo  risolvibiU  per 

radicali.    L.  Bianchi.    Annali  mat.  Ser.  2,  XI,  255. 

236.  Sur  la  fonction  r^solvante  de  requation  o?"* +i?a;-f  3  =  0.   A.  Pujet,   Compt. 

rend.  XCl,  611. 

237.  Eine  Verallgemeinerung  der  Cartesianischen  Zeichenregel.    L.  Gegenbauer. 

Wien.  Atad.-Ber.  LXXXIII,  .S21. 
288.  Ueber   algebraische  Gleichungen,   welche  nur  reelle  Wurzeln  besitzen.    L. 
Gegenbauer.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXIV,  1102. 

239.  Sur  la  d^rmination  d^äquations  num^riques  ayant  un  nombre  donn^  de  racines 

imaginaires.    Laguerre.    Compt.  rend.  XC,  180. 

240.  Sur  la  thäorie  des  ^quations  num^riques.  Laguerre.   Joum.  mathäm.  S^r.d, 

IX,  99. 

241.  Sur  la  Separation  des  racines  d'une  ^quation  algdbrique  k  coeffidents  num^- 

riques.    Laguerre.    Compt.  rend.  LXXXIX,  635. 

242.  Theoreme  relatif  ä  la  limite  interieure  des  racines  d'une  äquation  algebriqae. 

Prövöt.    Mathesis  III,  198. 

243.  Sur  les  ^quations  algebriqnes  dont  le  premier  membre  satisfait  §k  une  ^qua* 

tion  diffärentielle  iineaire  du  second  ordre.    Laguerre.    Compt.  rend* 
XC,  809. 

244.  Sur  une  application  de  la  m^canique  rationelle  ä  la  th^orie  des  ^qualdons. 

F.  Lucas.    Compt.  rend.  LXXXIX,  224. 

245.  Soit  a  nombre   entier,   a  dtant  une  racine  de  o;'— aa;+l  =  0,   la  quantit^ 

-^^ ha«»  est  un  nombre  entier.  E.  Cesaro.  Mathesu 

UI,  246. 

246.  Ueber  binäre  Formön  und  die  Cileichung  sechsten  Grades.  A.  Brill.  Mathem. 

Annal.  XX  330. 

247.  Sur   une  äquation   du  24.  degr^   r^solue  au  moyen  d'une  certaine  identit^. 

Deblon.    Mathesis  III,  141.  —  J.  Neuberg  ibid.  142. 

248.  Zur  Theorie  der  DiAcriminanten.   E.  Netto.  Acta  mathematica  I,  371.    [Vergl. 

Bd.  XXVI,  Nr.  378.] 

249.  Sur  r^limination.    C.  Le  Paige.    Compt.  rend.  XC,  1210. 

250.  Resolution  de  deux  dquations  contenant  n+1  radicaux  dont  chacun  porte  sur 

tonte  Texpression  qui  le  suit     Polet.    Mathesis     I,  140,  242. 
Vergl.  Substitutionen,    ültraelliptische  Transcendenten  448. 

Orapbisehe  Anflttsimgoii. 
2dl.  M^thodes  de  calcul  graphique,  emploi  de  ces  m^thodes  pour  la  r^daction  des 
nrojets  que  comjporte  le  däveloppement  du  räseau  des  chemins  de  fer 
fran9ais.    L.  Laianne.    Compt  rend.  LXXXIX,  396. 
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Hjdrodynaaiik« 

252.  Fonction  des  vitesses;  extenaion  des  th^or^mes  de  Lagrange  au  cas  d'un  fluide 

imparÜEut.     Bresse.    Compi  rend.  XC,  501,  857.  —  J.  Boussinesq  ibid. 
736,  967. 

253.  Eqnations  des  petita  mouvements  d'un  liquide  pesant  sons  certaines  condi- 

tions.    J.  FouBsinesq.    Journ.  math^m.  Sär.  3,  IX,  273,  425. 

254.  üeber  die  Gesetze  der  Bewegung  und  Formveränderung  homoeener,  frei  um 

ihre  Axe  rotirender  c^lindrischer  Gleichgewichtsfi^uren  und  die  Verände 
rung  derselben  durch  Expansion  oder  Condensation.    L.  Matthi essen. 
ZeitBchr.  Math.  Phys.  XXvni,  31. 
855.  Sopra  i  moti  che  conservano  la  fignra  ellissoidale  a  una  massa  fluida  etero- 
genea.    Enr.  Betti.    Annali  mat.  Ser.  2,  X,  173. 

256.  Des  vibrations  ä  la  surface  des  liquides.    F.  Lechat     Compt.  rend.  LXXXIX, 

299. 

257.  Des  vibrations  ä  la  surface  des  liquides.    F.  Lechat   Compt.  rend.  XC,  1545. 

258.  Formes  vibratoires  des  bulles  de  liquide  glyc^rique.    G.  Decharme.   Compt. 

rend.  LXXXIX,  570. 

259.  Ueber  die  Bestimmung  des  Reibungs-  und  Gleitungecoefficienten  aus  ebenen 

Bewegungen  einer  Flüssigkeit.  M.  Margules.  Wien.  Akad.-Ber.  LXXXIII, 
588. 

260.  üeber  Bewegungen  zäher  Flüssigkeiten  und  über  Bewegungsfiguren.   M.  Mar- 

gules.    Wien   Akad.-Ber.  LXXXIV,  491. 

261.  Ueber  die  Dämpfung  der  Schwingungen  fester  Körper  in  Flüssigkeiten.    Ign. 

Klemencft.     Wien.  Akad.-Ber.  LXXXIV,  146. 

262.  Sur  un  moyen  de  diminuer  la  perte  de  force  vive  dans.  un  ajutage  divergent 

de  grandes  dimensions  dont  Tangle  est  trop  ouvert  et  qu'on  peut  divieer 
en  plusieurs  par  des  surfaces  coniques  ayant  le  m6me  axe.  A.  de  Ca- 
ligny.    Compt.  rend.  LXXXIX,  471,  976. 

263.  Sur  r  Utility  des  lames  courbes  concentriijues  pour  amorcer  alternativement 

les  Siphons  au  moyen  d'une  colonne  liquide  oscillante.  A.  de  Caligny. 
Compt.  rend.  XC,  119. 

Hyperboloid.  , 

264.  Ueber  die  Strictionslinie  des  Hyperboloids  als  Erzeugniss  mehrdeutiger  Ge- 

bilde.   Th    Schmid.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXIV,  908. 

265.  Question  alg^brique  rdsolue  par  les  gt^ndratrices  rectilignes  d'un  hyperboloide. 

Bastin.    Mathesis  III,  38. 
VergL  Oberflächen  zweiter  Ordnung  369. 

I. 

Imaginäres. 

266.  Sur  la  throne  des  imaginaires.    G.  Teixeira.    Mathesis  III,  Supplement  1. 

267.  Principes  d'un  calcul  algäbrique  qui  contient  comme  espäces  particnli^res  le 

calcul  des  quantit^s  imaginaires  et  des  quatemions.   Lipschitz.  Compt. 
rend.  XCI,  619,  660. 
Vergl.  Gleichungen  239.    Zahlentheorie  469. 

Integration  (nnbetttmmtd). 

268.  Sur  les  integrales  de  fonctions  alg^briques.  A.  E.  Pellet  Compt.  rend.  XC,  676. 
'269.  Integration  de  certaines  expressions  dans  lesquelles  entrent  des  radicaux  de 

fonctions  enti^res  du  troisiäme  degrä.  D.  Böen.  Mathesis  III,  158.  — 
P.  Mansion  ibid.  159. 

270.  Integration  de  differentes  expressions  irrationelles.    Jamet.     Mathesis  III, 

170.  —  Realis  ibid.  172.  —  Pisani  &  D.  Böen  ibid  173.  —  S  Günther 
ibid.  174.  —  D.  Böen  ibid.  190. 

Inyariantentheorie. 

271.  Ueber   die  Hesse'sche  Covariante   einer  binären  al^rebraischen  Form  fünfter 

Ordnung.    F.  Lindemann.    Mathem.  Annal.  XXI,  71. 

272.  Eine  neue   canonische   Form   von   Gruppen  binärer  Formen.     Fr.   Meyer. 

Mathem.  Annal.  XXI,  434. 
278.  Ein  neues  Uebertraguugsprincip  für  binäre  Formen,  deren  Ordnungszahl  eine 
nicht  prime  ist.    Fr.  Meyer.    Mathem.  Annal.  XXI,  528. 


160  Historiech- literarische  Abtheiinng. 

274.  Table  des  nombre«  de  d^v^es  iDvariantives  d*ordre  et  de  degr^  donn^s,  ap- 

partenant  k  la  forme  binaire  du  dixiöme  ordre.    Sylvester.    Compt 
rend.  LXXXIX,  S95. 

275.  Snr  le  vrai  nombre  des  covariants  fondamentanx  d'un  Systeme  de  deuz  cu- 

biqaes.    Sylvester.    Compt.  reod.  LXXXIX,  828. 

276.  Solle  relazioni  esistenti  Ära  covarianti  ed  invarianti  di  nna  stessa  forma  binar 

ria.    F.  Brioschi.    Annali  mat.  Ser.  2,  XI,  291. 
Vergl.  Fmictionen  167. 

Kegeltohnlttd. 

277.  Ueber  confocale  Kegelschnitte.    C.  Hossfeld.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVIII, 

294. 

278.  Ein  Kegel schnittbfischel  mit  vier  reellen  Grondpunkten  schneidet  auf  einer 

Geraden  in  der  Ebene  desselben  eine  Panktinvolution  aus.  G.  Hossfeld. 
Zeitschr.  Math.  Phys.  XXYHI,  61. 

279.  Ueber  Strahlenbüschel  sweiter  Ordnung.    Ad.  Meyer.    Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXVHI,  384. 

280.  Synthetische  Untersuchung  der  gemischten  KegelschniUscbaar  S{Zhlp)  mit 

einem  imaginären  Tangentonpaar.  Jos.  Tesaf  Wien.  Akaa.-6er. 
LXXXIV,  194. 

281.  Sur  les  coniques  tangentes  k  deux  circouf^rences ,  se  coupant  entre  elles,  et 

passant  par  leurs  points  communs.  Timmerhans.  Mathesis  Hl,  106. 
—  Bastin  ibid.  108. 

282.  Vermischte  Lehrsätze  über  die  Kegelschnitte  und  die  Gurren  dritter  Ordnung 

mit  einem  Doppelpunkt.  H.  E.  M.  0.  Zimmermann.  Zeitschr.  Math. 
Phys.  XXVm,  66, 

288.  Ueber  die  involutorische  Lage  sich  berührender  Kegelschnitte.  Em.  Weyr. 
Wien.  Akad.'Ber.  LXXXHI,  63. 

284.  Die  Ausartungen  biquadratischer  Involutionen  und  über  die  sieben  Systeme 
der  eine  rationale  Plancurve  vierter  Ordnung  vierfach  berührenden  Kegel- 
schnitte.   Em.  Weyr.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXUI,  807. 

286.  Ueber  die  eine  rationale  Plancurve  vierter  Ordnung  vierfach  berührenden 
Kefelschnitte,  welche  ein  einzelnes  System  bilden.  Ad.  Ameseder. 
Wien.  Akad.-Ber   LXXXUI,  829. 

286.  Somme  de  trois  rapports  anharmoniques.    Bastin.    Mathesis  QI,  138. 

287.  Der  einem  Dreieck  umschriebene  Kegelschnitt  kleinsten  Inhalts.  M.  Greiner. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVUI,  281. 

288.  Quadrilat^res  inscrits  ä  une  conique.    J.  Neuberg.    Mathesis  HI,  219. 

289.  Sur  les  polyffones  inscrits  k  une  conique  et  circonscrits  k  une  autre  conique. 

G.  Darboux.    Gompt.  rend.  XG,  86. 

290.  Equation  d'une  conique  passant  par  les  eztr^mit^s  de  trois  cordes  dont  les 

points  milieux  sont  identiaues.    Bastln.    Mathesis  III,  226. 
VerffL  Ellipse.   Kreis.   Normalen.   Oberflächen  363,  864.   Parabel.  Trisection 
des  Winkels. 

Kreis. 

291.  Die  Gleichung  des  Kreises  in  trimetrischen  Punktcoordinaten.    Ign.  Dorogi. 

Zeitschr  Math.  Phys.  XXVHI,  46. 

292.  Trajectoires  orthogonales  des  circonf4rencesa^+y'— 2  l2;+a*  =  0.  H.  Brocard. 

Mathesis  U,  162,  232;  HI,  70. 
298.  Quelques  th^orämes  de  g^omätrie  ^l^mentaire.  E.  Oatalan.  Mathesis  HI,  61. 
294.  Problömes  sur  les  cercles.    Barbarin.    Mathesis  HI,  126. 
296.  Triangles  inscrits  dans  un  cercle  ayant  tous  le  mßme  sommet  et  la  somme 

des  carr^s  des  cöt^s  aboutissant  ä  ce  sommet  constante.    De  Rocqniffnv 

&  Polet.    Mathesis  HI,  110.  —  Derousseauz  &  Fauchamps  loid. 

111.  —  Bastin  ibid.  111. 

296.  Triangle  inscrit  dans  un  cercle  donn^  ayant  un  sommet  fixe  et  une  valeur 

constante  de  5'+ c'—a',  a,  &,  c  ^tant  les  trois  cötös.  Liäuard.  Mathesis 
HI,  227. 
Vergl.  Maxima  und  Minima  312. 

Xrliflummflr. 

297.  Zur  Theorie  der  Krümmung   ebener  Gurven.    0.  Zimmermann.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXVHI,  116. 
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298.  Ein  Analogon  zu  Gauss*  Satz  von  der  Krümmung  der  Flächen.    R.  Sturm. 

Mathem.  Annal.  XXI,  379. 
Vergl.  Oberflächen  zweiter  Ordnung  367. 

Kogelftinctionen. 

299.  Sur  lapropriätä  des  polynomes  X«  de  Legendre.    Laguerre.    Compt  rend. 

XCI,  849. 

300.  Sur  le  calcul  num^rique  des  integrales  däfinies.    B.  Baillaud.    Compt.  rend. 

XC,  974. 


Kagnetiimas. 

301.  Du  magnätisme  statique.    H.  Resal.    Journ.  mathdm.  Sär.  3,  IX,  105. 

302.  Bestimmung  magnetischer  und  diamagnetiscber  Constanten  von  Flüssigkeiten 

und  Gasen  in  absolutem  Maasse.    J.  Schuh  meist  er.    Wien.  Akad.-Ber. 
LXXXUI,  46. 

303.  Entwickelung  einiger  zur  Bestimmung  der  Diamagnetisirungszahl  nützlichen 

Formeln.    L.  Bol^zmann     Wien.  Akad.-Ber.  LXXXUi,  676. 

304.  Ueber  die  Magnetisirbarkeit  des  Eisens  bei  hohen  Temperaturen.    A.  Wass- 

muth.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXIIT,  332. 
Vergl.  Potential  406. 

Kannichfaltigkeiten. 

305.  üeber  unendliche  lineare  Punktmannichfaltigkeiten.     G.  Cantor.     Mathem. 

Annal.  XX,  113;  XXI,  61,  646.    [Vergl.  Bd.  XXVI,  Nr.  486  J 

306.  üeber  Körper  von  vier  Dimensionen.   H.  Duräge.  Wien.  Akad.-Ber.  LXXX 111, 

1110. 

307.  Sopra  la  funzione  Potenziale  in  uno  spazio  di  n  dimensioni.    Alb.  Tonelli. 

Annali  mat.  Ser.  2,  X,  291. 
Vergl.  Geometrie  (höhere)  181. 

Mazima  und  Miiiima. 

308.  Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  Maxima  und  Minima  von  Functionen.    Fr.  Ha- 

luschka.     Wien.  Akad.-Ber.  LXXXIII,  1092. 

309.  Ueber  eine  MinimumBaufgabe.    H.  Bruns.    Mathem.  Annal.  XX,  466. 

ob^  "^  ciXj^  1 

310.  Valear  maximum  de  -^ ,  a,b,c  ätant  des  constantes  positives  et  —  <1. 

ah  — ex       *   *  ^  a 

Gilbert.    Mathesis  III,  200. 


311.  Limites  de  certaines  expressions  dans  lesquelles  entrent  Va^  cos  tp^  +  b*  sin  y* 

et  ya^8inip^  +  lj^cos<p\    Mathesis  III,  211. 

312.  Le  plus  ^and  polygone  qu'on  puisse  construire  avec  des  cötäs  donn^s  est 

inscnptible  dans  une  circonference.    A.  Polet.    Mathesis  III,  112.  —  E. 
Cesaro  ibid.  113. 
318.  Etant  donn^es  deux  ellipses  ayant  m^me  axe,  mener  du  m^me  cötä  de  cet 
axe,  par  le  centre  et  le  sonunet^,  deux  parallMes  telles  quePairecom- 

Srise  entre  ces  droites  et  les  arcs  interceptes  soit  un  maximum.   Clevers. 
[athesis  HI,  86. 

314.  Par  Tun  des  fovers  d*une  ellipse,  on  m^ne  une  corde  dont  on  Joint  les  extr^- 

mites    ä  rautre   fover.     Etudier  la  Variation  de  Taire  du  trian^le  ainsi 
form^.    Pisani  &  Clevers.    Mathesis  III,  42.  —  J.  Neuberg  ibid.  44. 

315.  Ellipse  ^lairäe  par  deux  sources  lumineuses  d^intensit^s  donnäes  placäes  aux 

fovers.    Bastin.    Mathesis  III,  184.  —  J.  Neuberg  ibid.  186. 
Vergl.  Kegelschnitte  287.    Mechanik  321. 

Kechanik. 

316.  Sur  rintägration  des  äquations  diiferentielles  du  problöme  des  n  corps.    Gö- 

ran  Dillner.    Annali  mat.  Ser.  2,  XI,  66. 

317.  Das  Prindp  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  und  damit  verwandte  Sätze  der 

analytischen  Mechanik.  A.F.Sund  eil.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVIII,  24. 

318.  Sur  le  nrincipe  de  la  moindre  action.  J.  A.  Serret.  Compt.  rend.  LXXXIX,  ^7. 

319.  Du  probltoe  inverse  du  mouvement  d*un  jpoint  matänel  sur  une  surface  de 

rdvolution.    H.  Resal.     Compt.  rend.  aC,  889,  937. 
380.  Ueber  geometrische  Eigenschaften  von  Kräfte-  imd  Botatioussjystemen  in  Ver- 
bindung mit  Limencomplexen.     Joh.  N.  Franke.     Wien.  Akad.-Ber. 
LXXXIV,  570. 
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321.  Determination  de  trois  azes  d*nn  Corps  solide  sur  lesquels  les  forces  ce&tri- 

fuges  exercent,  par  suite  de  la  rotation,  an  effet  maximum.  £.  Brassinne. 
Compt   rend.  XC,  1271. 

322.  Sur  les   diffärentes  branches  de  la  cin^matique.     H.  Resal.    Compt  rend. 

LXXXIX,  1090. 

323.  Sar  quelques  th^or^mes  de  cinämatique.    H.  Resal.    Compt.  rend.  XC,  769. 

324.  Sur  la  cinämatique  des  däformations  des  corps  soit  elastiques,  soit  plastiqoes, 

soit  fluides.    De  Saint-Venant'    Compt.  rend.  XC,  53,  209. 

325.  Ueber  das  Problem  der  Rotation.    W.  Hess.    Mathem.  Annal.  XX,  461. 

326.  Sur  la  d^termination  des  ^l^ments  d'un  mouvement  vibratoire;  mesnre  des 

amplitudes,  des  p^riodes  et  de  la  phase.  £.  Mercadier.  Compt  rend. 
LXXXIX,  736,  1071,  1110. 

327.  Ueber  Momente  höherer  Ordnung.    Per d.  Witt enbauer.    Wien.  Akad.-Ber. 

LXXXni,  367. 

328.  Ueber  Deviationßmomente.  Ferd.  Wittenbauer.  Wien.  Ak.-Ber. LXXXIIf, 972. 

329.  Commentaüre  k  la  th^orie  math^matique  du  jeu  de  billard.   H.  Resal.   Jonm. 

mathem.  S^r.  3,  IX,  65. 

330.  Formules  approchäes  relatives  ä  Täquilibre  d'une  portion  de  chalne  ou  de 

corde  pesante,  comprise  entre  deux  appuis,  et  tr^s  tendue.  H.  ResaL 
Joum.  mathäm.  Sdr.  3,  VIII,  383. 

331.  Figure  de  r^pos  apparent  d'une  corde  iuextensible  en  mouvement  dans  Tespace. 

H.  L^aute     Compt  rend.  LXXXIX,  778. 

332.  l^quations   des  petites   oscillations  d*un  fil  inextensible  en  mouvement  dans 

Tespace.    H.  Läautä.    Compt.  rend.  XC,  290. 

333.  Determination  des  tensions  movennes  d^velopp^es  aux  extr^mit^s  d*une  corde 

Sesante  oscillant  autour  dune  position  ae  repos  apparent.    H.  L^aut^. 
ompt  rend.  XC,  354. 

334.  Sur  le  profil  des  lames  du  dynamom^tre  de  Poncelet    H.  Ldant^.    Joum. 

mathdm.  S^r.  3,  IX,  245. 

335.  Sur  un  proc^d^  penuettant  d'obtenir,  d'un  r^gulateur  k  boules  queiconque, 

le  degrä  d'isochronisme  qu'oD  vent,  et  de  maintenir  ce  degrä  d'isochro- 
nisme  pour  toutes  les  vitesses  de  regime.  H.  Läautä.  Compt.  rend. 
LXXXIX,  431,  473. 

336.  Sur  un  frein  dynamomätrique   se  r^glant  automatiquemeni     Carpentier. 

Compt  rend.  LXXXIX,  950. 

337.  De  la  compensation   des  temp^ratures  dans  les  chrouom^tres.     Phillips. 

Compt  rend.  XC,  483,  561,  649. 

338.  £tndes  sur  la  Chronometrie:  de  la  compensation    C.  Roz^.    Compt  rend.  XC, 

807,  858. 

339.  Sur  les  r^gulateurs  ä  ailettes,  constniits  par  M.  Breguet.   Yvon  Villa rcean. 

Compt  rend.  XC,  1615. 

340.  De  rinflueuce  de  la  temp^rature  et  de  Tälasticitä  sur  les  c&bles  des  ponts 

suspenduB.    H.  Resal.    Compt.  rend.  XC,  149 

341.  Des  causes  qui  tendent  a  gauchir  les  poutres  des  ponis  en  fer,  et  des  moyens 

de  calculer  ces  poutres,  pour  resister  aux  efforts  gauchissants  8.  Pa- 
ris sä.    Compt.  rend.  XC,  1413. 

342.  R^gles  pratiques  pour  Tätablissement  des  transmissions  tälodynamiques.    H. 

Läaute.     Compt  rend.  XC,  587. 

343.  Recherche  du  coefficient  de  rdgularitä  du  mouvement  dans  les  transmissions 

par  cäbles.  H.  Läautä.  Compt  rend.  XC,  498. 
Ver^l.  Analytische  Geometrie  des  Raumes  10.  Astronomie.  Ballistik.  Ca- 
pillaritatü  Elastidtät  Elektrodynamik.  Geometrie  (kinematische).  Gleich- 
anffen  244.  Graphische  Auflösungen.  Hydrodynamik.  Magnetismus. 
Molecularphysik.  Oberflächen  352.  Optik.  Pendel.  Potential  Schwer- 
punkt.    W&rmelehre. 

Molecnlarphysik. 

344.  Grundzüge  der  mathematischen  Chemie.    W.  C.  Wittwer.    Zeitschr.  Math. 

Phys.  XXVI,  337;  XXVII,  289,  329;  XXVIIl,  217,  352.  [Vergl.  Bd.  XXVI, 
Nr.  140.1 

M. 
HonnalMi. 

345.  Sur  les  normales  mendes  k  des  coniques,  touchant  deux  droites  en  des  points 

donn^,  k  partir  du  point  de  rencoutre  de  leurs  deux  normales  couimunes. 
Bastin.    Mathesis  III,  210. 
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346.  üeber   die   Normalen    der   Ellipse.     G.  Laaermann.     Wien.   Akad.-Ber. 

LXXXIII,  92. 

347.  Lieu  d^crit  par  ies  cenires  des  circonförence«  aui  passent  par  les  points  d*in- 

cidence  des  normales  abaissäes  sur  ane  ellip^e  d'une  m^me  point  de  la 
däveloppde.    H.  Brocard.    Mathesis  llf,  89. 

348.  Propri^tä  des  normales  k  Tellipse.    £.  Servais.     Nfathesis  III,  117. 

349.  Sur  Ies  normales  abaissäes  sur  une  parabole  donnäe  d'un  point  de  la  para- 

bole  m§me.    Brocard     Mathesis  III,  36. 

O. 

Oberfläohen. 

350.  Untersuchungen  über  geodätische  Gurren.    S.  Lie.    Mathem.  Annal.  XX,  357. 

351.  Bemerkungen   über  einige   Transformationen   von  Flächen.     A.   Enneper. 

Mathem.  Annal.  XXI,  267. 

352.  Sur  Päquilibre  des  surfaces  flexibles  et  inextensibles.   Lecornu.   Gompt.  rend. 

XCI,  Ö09. 
853.  TJeber  Regelflächen  mit  rationalen  Doppelcurven.    Em.  Weyr.   Wien.  Akad.- 
Ber.  LXXXIV,  691. 

354.  lieber  die   geometrische  Gonstruction   von  Fächern   zur  Darstellung   wind- 

schiefer Flächen.    P.  SchOnemann.    Zeitschr.  Math.  Ph^s.  XXVIII,  243. 

355.  La  surface  de  Tonde  considär^e  comme  surface  limite.  A.  Mannheim.   Compt. 

rend.  XG,  971,  1333. 

356.  üeber   Gurven   auf  Rotationsflächen     Biehringer.     Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXVni,  167.    [Vercrl.  Bd.  XXHI,  Nr.  257.J 

357.  Ueber  die  Gurven  auf  der  allgemeinen  Fläche  dritter  Ordnimg.    R.  Sturm. 

Mathem.  Annal.  XXI,  457. 

358.  Zur  Gonstruction  des  Polarsystems  einer  Fläche  dritter  Ordnung.  H.  Thieme. 

Mathem.  Annal.  XX,  144.    [Vergl.  Bd.  XXVIII,  Nr.  181.] 

359.  üeber  eine  besondere  Glasse  von  Flächen  vierter  Ordnung.    Friedr.  Schur. 

Mathem.  Annal.  XX,  254. 

360.  üeber  eine  Fläche  sechster  Ordnung  vom  Flächengeschlecht  —  1.    M  Nöther. 

Mathem.  Annal.  XXI,  399. 

361.  Des  bissectrices  d*nn  rdseau  de  lignes  trac^es  sur  une  surface  quelconque. 

Aoust.    Joum.  mathäm.  S^r.  3,  IX,  43. 

362.  Th^or^mes   de  Hachette  et  de  Ghasles  sur  Ies  plans  tangents  aux  surfaces 

ffauches.    Goedseels     Mathesis  III,  49.  —  P.  Mansion  ibid.  52. 

363.  Sur  le  contact  des  coniques  et  des  surfaces.     G.  Darbouz.    Gompt.  rend. 

XGI,  969. 

364.  Sur  le  contact  des  coniques  et  des  surfaces.    Moutard.    Gompt.  rend.  XGI, 

1055. 

865.  Normalenfläche  einer  Developpablen  längs  ihres  Durchschnittes  mit  einer 

krummen  Fläche.    G.  A.  v.  Peschka.    Wien  Akad.-Ber.  LXXXIII,  790. 

866.  Normalenfläche  einer  krummen  Fläche  längs  ihres  Schnittes  mit  einer  zweiten 

krummen  Fläche.    G  A  v.  Peschka.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXIV,  30. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  4.   Krümmung  298.   Mechanik  319. 

Oberfläohen  sweiter  Ordnung. 

367.  Sur  la  ddtermination,  en  un  point  d*une  surface  du  second  ordre,  des  axes 

de  rindicatrice  et  des  rayons  de  courbure  prindpaux.    A.  Mannheim. 
Joum.  mathem.  Sär.  3,  VIII,  167. 

368.  Erzeugung  der  abwickelbaren  Flächen  zweiter  Ordnung  durch  Punkte.   H.  E. 

M.  0.  Zimmermann.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVIII,  255. 

369.  Die  Strictionslinien  des  einmantligen  Hyperboloids  und  hyperbolischen  Para- 

boloids.    M.  Baur.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVIII,  274. 

370.  üeber  geodätische  Polygone  auf  den  Flächen  zweiten  Grades.    0.  Staude. 

Mathem.  Annal.  £&t,  219 

371.  Geodätische  Linien  und  ihre  Enveloppen  auf  dreiazigen  Flächen  zweiten  Gra- 

des.   V.  Braunmüh  1.    Mathem.  Annal.  XX,  557. 

372.  Intersection  d'une  droite  avec  une  surface  du  second  degr^.   Legrand.    Ma- 

thesis lil,  177. 

373.  üeber  einen   das  System  zweier  Flächen  zweiten  Grades  betreffenden  Satz 

und  einen  damit  verbundenen  Strahlencomplez  zweiten  Grades.  Fr.  Schur. 
Mathem.  Annal.  XXI,  515. 
Vergl.  Ellipsoid.    Hyperboloid.    Paraboloid. 
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Optik. 

374.  Die  Differentialgleichungen  in  der  Dioi)trik  der  continuirlich  geschichteten 

kugelförmigen   KrjetalUinse   der   Fische.     L.  Matthiesse n.     Zeitschr. 
Math.  Phys.  XXVIII,  211.     [Vergl.  Bd.  XXVU,  Nr.  206.] 

375.  Sur  la  thdorie  de  la  double  räfraction  circulaire.    Goay.    Compt.  rend.  XCS, 

992. 

376.  Sur  la  thäorie   des  ph^nom^es  d*interförence  oü  interrient  la  polarisation 

rotatoire.    Gouy.    Compt.  rend   XC,  1121. 
877.  Sur  la  propagation  de  la  lumi^re.    Gouy.    Compt.  rend.  XGI,  877. 

378.  Sur  la  propagation  des  ondes  lumineuses,  en  ^gard  ä  la  dispersion.    Gony. 

Joum.  math^m.  S^r.  8,  VIII,  336. 

379.  lieber  den  Einstellungsspiebraum  am  Femrohr  und  die  Parallaxe.    C.  Bohn. 

Zeitschr.  Math    Phys.  XXVIII,  129. 

380.  Ueber  das  Funkeln  der  Sterne  und  die  Scintillation  Überhaupt.    C.  Exner. 

Wien.  Akad.-Ber.  LXXXIV,  1038. 

381.  Sur  un  nouveau  spectroscope  stellaire.    L.  Thollon.    Compt.  rend.  LXXXIX, 

749. 

382.  Minimum  de  dispersion  des  prismes;  achromatisme  de  deuz  lentilles  de  m^me 

substance.    Thollon.    Compt.  rend.  LXXXIX,  93. 

383.  Sur  la  loi  de  repartition  suivant  Taltitude  de  la  substance  absorbant  dans 

Tatmosph^re  les  radiations  solaires  ultra- violettes.    A  Cornu.    Compt. 
rend.  XC,  940. 
Vergl.  Astronomie  31—34.    Geschichte  der  Mathematik  216,  223.    Maxima 
und  Minima  315. 

P. 

Parabel. 

384.  Lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  touchent  deuz  droites  donn^es  et  dont  la 

directrice  passe  par  un  poiut  donn^.    S.  B.    Mathesis  III,  67.  <-  Jamet 
ibid   68.  —  Bastin  ibid.  68. 

385.  Lieu  des  points  M  tels  que  les  tangentes  menäes  de  3f  ä  une  parabole  donnee 

determinent  avec  une  droite  donnee  un  trian^Ie  de  surface  donnee.    Lie- 
nard.    Mathesis  ÜI,  207.  —  J.  Neuberg  ibid.  208. 

386.  Sur  une  parabole  se  d^pla^ant  parallMement  a  eile  m^me.   Pisani.   Mathesis 

ni,  241.  —  Brocard  ibid.  242. 
VergL  Normalen  849. 

Paraboloid. 

387.  Sur  un  paraboloide  de  rävolution  tangent  aux  trois  faces  d*un  tri^dre  tri- 

rectangle.    A.  Pelletreau.    Mathesis  III,  221. 
Vergl.  Oberflachen  zweiter  Ordnung  369. 

Pendel. 

388.  Nouvelle  m^thode  pour  d^terminer  la  longueur  du  pendule  simple.    G.  Govi. 

Compt.  rend.  XCI,  105. 

389.  Theorie  du  pendule  simple,  ä  oscillations  coniques,  en  ayant  ,^giird  ^  la  rota- 

tion  de  la  terre.    Yvon  Villarceau.    Compt.  rend.  LXXXIX,  113. 

390.  üeber  das  zweigliedrige   Pendel.     M.  Luxenberg.     Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXVIII.  309. 

391.  üeber  das  physische  Pendel.    0.  Böklen.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVIII,  804. 

392.  Ueber  ein  Analogen  des  Kater'schen  Pendels  und  dessen  Anwendung  zu  Gra- 

vitationsmessungen«   Jos.  Finger.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXIV,  168. 
Vergl.  Geodäsie  175. 

Philosophie  der  Mathematik. 

393.  Sur  le  principe  de  Phomogdnäit^..    E.  Catalan.    Mathesis  III,  33,  35.  —  P. 

Mansion  ibid.  84.    [VergL  Bd.  XXVHl,  Nr.  3.] 

Planimetrie. 

394.  Sur  deux  triangles   dont  Tun  a  les  cötäs  paralleles  aux  hgnes  men^es  des 

sommets  de  Tautre  ä  un  point  donn^.   Jeräbek,  Timmerhans,  Pisani. 
Mathesis  III,  86.  —  £.  Cesaro,  J.  Gilliet  ibid.  87. 

395.  Sur   une  sdrie   de  triangles  inscrits  les  uns  aux  autres.    Pisani.    Mathesis 

UI,  187. 

396.  Trian^le  dans  lequel  les  carr^s  de  la  hauteur,  de  la  bissectrice  et  de  la  me- 

diane sont  en  progression  arithmätique.   Li^nard&Servais.   Mathesis 
UI,  93. 
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897.  Deax  triangles  dont  les  aires  äquivalent  ensemble  ä  Taire  d'un  o^nadrilatere 
ajant  pour  cöt^s  oppos^s  les  bases  dee  deax  triangles.  Pia  am.  Mathesie 
m  140. 

398.  Calculer  le  diamätre  du  cercle  circonscrit  ä  un  triangle  ätant  donnäes  le  me- 

diane, la  hauteur  et  la  biBsectrice  issues  d'un  möme  aommet.    Prevot. 
Mathesis  lil,  243. 

399.  Le  noeud  de  cravate  en  pentagone  rä^ulier.    Ed.  Lucas.    Mathesis  III,  54. 

400.  Snr  deuz  thäor^mes  de  geom^trie.    Eiehl.    Mathesis  Ilf,  108. 

Vergl.  Combi natorik  60. 

Potential. 

401.  Sor  r^quation  aux  därivdes  partielles  du  potentiel.    E.  Picard.  Compt.  rend. 

XC,  601. 

402.  Intorno  ad  alcuni  nuovi  teoremi  del  sig.  C.  Neumann  suile  funzioni  potenziali. 

Eug.  Beltrami.    Annali  mat.  Ser.  2,  X,  46. 

403.  ün  teorema   relative   alla   funzione  Potenziale.    A.   Tonelli.    Annali  mat 

Ser.  2,  XI,  305. 

404.  Sur  la  maniöre  de  präsenter  la  theorie  du  potentiel  dans  Thypothäse  gänä- 

ralement  admise   de  la   dieoontinuitä   de  la  mati^re.    J.  Boussinesq. 
Compt.  rend.  XC,  792. 

405.  Sul  Potenziale  magnetico.    Eug.  Beltrami.    Annali  mat.  Ser.  2,  X,  241. 

VergL  Differentialgleichungen  96.  Elektrodynamik.   Mannichfaltigkeiten  807. 

Quadratur. 

406.  Sar  les  formules  de  quadrature  ä  coäfficients  ägaux.  B.  Bad  au.  Compt.  rend. 

XC,  520. 

407.  Sur  la  formule  de  quadrature  de  Gauss.    B.  Bad  au.    Compt  rend.  XC,  913. 

408.  Sur  la  formule  de  quadrature  de  Gauss.     0.  Callandreau.    Compt  rend. 

XC,  1067. 

409.  Equation  et  quadrature  d'une  courbe  ajant  rap^ort  &  une  circonfärence.    P. 

Bastin.    Mathesis  HI,  116.  —  £.  Cesaro  ibid.  191. 

410.  Quarante-six  expressions  de  Taire  d'un  triangle.   J.  Main.   Mathesis  III,  136. 

—  E.  Lucas  ibid.  167. 
Vergl.  Kegelschnitte  287. 

R. 

Beotifloation. 

411.  Irrationalität  der  Zahl  n.    F.  Linde  mann.    Mathem.  Annal.  XX,  213. 

412.  Sur  la  mäthode  des  isopärimdtres.    Ancion.    Mathesis  III,  145,  161. 

413.  Sur  certaines  mojennes  gäomätriques  et  sur  le  pärimätre  de  Tellipse.    C.  B. 

S.  Cavallin.    Mathesis  III,  66. 

414.  Sur  le  pärimetre  de  rellipse.    Muir  &  E.  Cesaro.    Mathesis  III,  102. 

Beiliett. 

415.  Ueber  den  Giltigkeitsbereich  der  Taylor'schen  Beihenentwickelung.     P.  du 

Bois-Beymond.    Mathem.  Annal.  XXI,  109,  252. 

416.  Grenzwerthe  von  Beihen  an  der  Convergenzgrenze.    0.  Holder.    Mathem. 

Annal.  XX,  535. 

417.  Ueber  die  Multiplication  bedingt  convergenter  Beihen.    Alfr.  Pringsheim. 

Mathem.  Annal.  XXI,  327. 

418.  Sur   r^quation   diffärentielle  ä  laquelle  satisfait  la  fonction  F{a,ß,y,x)  de 

Gauss.    E.  Mathieu.    Journ.  muth^m.  S^r.  3,  YUI,  357. 

419.  Sur  la  B^rie  hypergäom^trique  et  les  pulynömes  de  Jacobi.    AppelL    Compt. 

rend.  LXXXIX,  31.    [TergL  Bd.  XXVIII,  Nr.  446  ] 

420.  Sur  les  säries  h^pergäomätriques  de  deux  variables  et  sur  des  ^quations  diff^- 

rentielles  hnäaires  aux  d^riv^es  partielles.    Appell     Compt  rend.  XC, 
296,  7.n,  977;  XCI,  364.  —  Journ.  mathäm.  S^r.  8,  VIII,  178. 

421.  Ueber  eine  eindeutige  Entwickelung  von  Zahlen  in  eine  unendliche  Beihe. 

J.  Lüroth.    Mathem.  AnnaL  Ol,  411. 

422.  Sur  les   däveloppements   des  fonctions  alg^briques.     David.    Compt  rend. 

LXXXIX,  219. 

423.  Intorno  agli  sviluppi  delle  funzioni  di  una  variabile  reale  per  serie  di  funzioni 

Jaoobiane.    ÜI.  Dini.    Annali  mat  Ser.  2,  X,  145. 
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424.  Däveloppement  d'une  fonction  k  nne  seule  variable,  dan8  on  iotervalle  donne, 
suivant  leg  valeurs  moveniiOB  de  cette  fonction  et  de  see  d^riv^  snccefi- 
sives  dans  cet  Intervalle.    H.  Läaut^.    Compt.  rend.  XC,  1404. 

426.  Döveloppements  en  sähe  d'une  fonction  holomorphe  dans  une  aire  limit^e  par 
des  arc8  de  cercle.    P.  Appell.    Mathem.  Annal.  XXI,  118 

426.  D^veloppements  en  eärie  dans  une  aire  limitäe  par  des  arcs  de  cercle.  Appell. 

Acta  mathematica  I,  146. 

427.  Anwendung   der  Fourier^schen  Beihe   auf  die  Theorie  der  Functionen  einer 

complexen  Veränderlichen.    A.  üarnack.    Mathem.  Annal.  XXI,  305. 

428.  Zur  Theorie  der  Modulfunctionen   0.  Rausenberger.  Mathem.  Annal.  XX,  46. 

Vergl.  Astronomie  21—24.  Differentialgleichungen  74.  75.  Fonrier^sche  Reihe. 
Functionen  150.    Symbolische  Operationen.    Zahlen theorie  468. 

Schwerpunkt. 

429.  Sur  le  centre  de  gravit^  de  Taire  et  de  Tarc  de  la  chatnette.    P.  Mansion. 

Mathesis  III,  81. 

SingnlaiitAten. 

430.  Sur  les  nouveaux  jpoints  singuliers  des  courbes  planes  däcouverts  par  Joseph 

Plateau.    P.  Mansion.    Mathesis  lil,  198. 
Vergl.   Analytische  Geometrie   der  Ebene  8.     Analytische  Geometrie  des 
Raumes  10,  18.    Differentialgleichungen  69.    Geometrie  (höhere)  187,  199. 
Kegelschnitte  282. 

Stereometrie. 

431.  Zur  geometrischen  Bedeutung  des  Sinus  eines  Trieders.    A,  Thaer.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXVIll,  249. 

432.  Zur  Theorie  der  Polyeder.    F.  Lippich.    Wien   Akad.-Ber.  LXXXIV,  20. 

433.  Th^oröme  sur  un  tätraädre  inscrit  ä  une  Sphäre.   Lienard.    Mathesis  III,  215. 

Vergl.  Cubatur  51. 

Substitutionen. 

434.  Gruppentheoretische  Studien.    W.  Dyck.    Mathem.  Annal.  XX,  1 

436.  Ueber  Gleichungen  7.  Grades  mit  einer  Gruppe  von  168  Substitutionen.  Gor- 
dan.   Mathem.  Annal.  XX,  615. 

436.  Sur  la  räduction  des  substitutions  unfaires.  G.Jordan.  Compt.  rend.  XC,  698. 

Vergl.  Geometrie  (höhere)  181. 

Symbolisohe  Operationen. 

437.  Principes  du  calcul  symbolique.    £.  Cesaro.    Mathesis  III,  10. 

T. 

Thetafonotionett. 
488.  Integration  de   certaines   ^quations   diff^rentielles   ä   Taide   de  fonctions  0. 
Appell.     Compt  rend.  XC,  1207. 

439.  G^näralisation  de  deux  th^oremes  sur  les  fonctions  G.   Elliot.   Compt.  rend. 

XC,  362. 

440.  Sur  le  probl^me  de  Tinversion.    Elliot.    Compt.  rend.  XC,  1466. 

Trigonometrie. 

441.  I^quation  ayant  lieu  entre  les  sinus  de  trois  angles  dont  la  somme  est  un  mul- 

tiple de  «.    Gillet.    Mathesis  IJI,  44. 

442.  Calculer  le  rapport  des  cöt^s  d'un  champ  rectangpilaire  au  moyen  des  anffles 

sous  lesquels  on  voit  les  quatre  cötes  et  de  Tangle  des  diagonales.  Polet 
Mathesis  HI,  66. 

443.  Trouver  Taire  d'un  quadrilatäre  convexe  au  moyen  des  cötäa  et  de  Tangle  des 

diagonales.    Polet.    Mathesis  III,  67. 

444.  Propridte  du  triangle  sph^rique  rectangle.    Solvay.    Mathesis  Ol,  188. 

Vergl.  Planimetrie  394. 

Triseetioa  des  Winkels. 

445.  Trisection  de  Pangle  au  moyen  de  Thyperbole  ^quiiatere.    Delboeuf.    Ma- 

thesis TU,  130. 

CJ. 
ültraaUiptifclie  Transeendenten. 

446.  Zur  Reduction  Aberscher  auf  elliptische  Integrale.   M.  Ungar.  Wien.  Akad- 

Ber.  LXXXIU,  769. 
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447.  La    relazione    di  Göpel  per  fuDzioni   iperellitiche   d'ordine   qaalunque.     F. 

Brioflchi.    Annali  mat.  Ser.  2,  X,  161. 

448.  Algebraisdier  Beweis  des  Satzes  Ton  der  Anzahl  der  linearunabhängigen  In- 

tegrale erster  Gattung.    Cbristoffel.    Annali  mat.  Ser.  2,  X,  81. 

449.  Die  Modalargleicbun^en  der  hjperelliptischen  Functionen  erster  Ordnung  für 

die  Transformation  fünften  Grades.    M.  Krause.'  Math.  Annal.  XX,  226. 

450.  Ueber  Multiplicatorgleichungen  der  hyperelliptischen  Functionen  erster  Ord- 

nung.    Bl.  Krause.    Mathem.  Annal.  XX,  54. 

451.  Ueber  die  complexe  Multiplication  hyperelliptischer  Functionen  zweier  Ar- 

gumente.   E.  Wiltheiss.    Matbem.  Annal.  XXI,  885. 
Vergl.  Functionen  144.    Geometrie  (höhere)  187. 

ITmkelimii  giproblem. 

452.  Sur   une  classe  de  fonctions  de  plusieurs  variables  tir^es  de  Tinversion  des 

integrales   de   Solutions   des  ^quations  diff^rentielles  liuäaires  dont  les 
coeracients  sont  des  fonctions  rationelles.    L.  Fuchs.    Compt.  rend  XC, 
678,  785. 
Vergl.  Thetafunctionen  440 


Wftrmelehre. 

453.  Commentaire  k  la  thäorie  analytique  de  la  chaleur  de  Fourier.    H.  Resal. 

Journ.  mathäm.  Sär.  3,  VIll,  79. 

454.  Essai  thäorique  sur  la  loi  de  Dulong  et  Petit.    H.  Willotte.    Compt.  rend. 

LXXXIX,  540,  568. 

455.  Ueber  einige  das  "Wärmegleichgewicht  betreffende  Sätze.     L.  Boltzmann. 

Wien.  Akad.-Ber.  LXXXIV,  136. 

456.  Methode  synth^tique  rapide  ponr  ätablir  les  formules  fondamentales  relatives 

aux  chanf^ements  d'^tat.    C   Yiry.    Compt.  rend.  XCI,  106. 

457.  Ueber  das  Gleichgewicht  eines  festen  elastischen  Körpers  von  ungleichförmiger 

oder  veränderlicher  Temperatur.  J.  Stefan.  Wien.  Akad.  ßer.  LXXXUl, 
549. 

458.  Sur  la  chaleur  sp^cifique  et  la  conductibilit€  des  corps.    Morisot.    Compt 

rend.  XC,  814. 

459.  Ueber  verschiedene  Wärmecapacitäten  und  andere  in  der  Wärmelehre  vor- 

kommende Grössen.    C.  Bohn.    Zeitschr  Math.  Phys.  XXVIII,  8.S. 

460.  Equation  g^n^rale  donnant  la  relation  qui  existe  pour  tous  les  liquides  entre 

leur  tempärature  et  la  tension  maximum  de  leurs  vapeurs  k  cette  tem- 
pärature.    B   Pictet.    Compt.  rend   XC,  1070. 

461.  Ueber   die  Verdampfung  aus   einem  kreisförmig  oder  elliptisch  begrenzten 

Becken     J.  Stefan.     Wien.  Akad.-Ber.  LXXXIII,  943. 

462.  Zur  Theorie  der  Gasreibung.    L.  Boltzmann.    Wien   Akad-Ber.  LXXXIV, 

40,  1280.    [Vergl.  Bd.  XXVI I,  Nr.  473.] 

463.  Sur  la  dilatation  et  la  compressibilitä  des  gaz  sous  de  fortes  pressions.    E. 

H.  Amagat.    Compt.  rend.  XCI,  428. 

464.  B^flexions  critiques  sur  les  exp^riences  concemant  la  chaleur  humaine.    Hirn. 

Compt.  rend.  LXXXIX,  687,  833. 

Wahrsoheislicliksitsreolmimg. 

465.  £tant  donn^s  deux  nombres  quelconques  il  y  a  environ  61  ä  parier  contre  39, 

qu'ils  sont  premiers  entre  eux     E   Cesaro.    Mathesis  III,  224. 

466.  Sar  une  question  de  probabilit^s.    E.  Cäsaro.     Mathesis  III,  233.     [Vergl. 

Bd.  XXVUI,  Nr.  399.] 

467.  Zur  Theorie  der  Leibrenten.    C.  J.  Malmsten.    Acta  mathematica  I,  63. 


Zahlenthsorio. 

468.  Sur  des  sdries  relatives  ä  la  throne  des  nombres.   Lipschitz.    Compt. rend. 

LXXXIX,  948,  985. 

469.  Sur  la  thäorie  des  nombres  complexes  idäaux.    B.  Dedekind     Compt.  rend. 

XC,  1206. 

470.  Ueber  Primzahlenmengen.    M eissei.    Mathem.  Annal.  XXI,  304. 
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471.  Beweis  des  Satzes,  dass  jede  eigentlich  primitive  quadratische  Form  ant 

lieh  viele  Primzahlen  darzustellen  flUiig  ist.    Heinr.  Weber.     Mad 
Annal.  XX,  301.  j 

472.  Sur  les  fonctions   irrädactibles  suivant  un  module  premier.    A.  £.  Pel 

Compt.  rend.  XG,  1839. 

473.  Sar  les  diviseurs  des  fonctions  cyclotomiques.     Sylvester.     Compt. 

'  XC,  287,  346. 

474.  Dämonstration  d*un  thäor^me  de  M.  Sylvester  sar  les  diviseurs  d'une  fou« 

cyclotomique.    P.  Pepin.    Compt.  rend.  XC,  626. 
476.  Sur  les  fonctions  cvclotomi^ues.    £a.  Lucas.    Compt.  rend.  XC,  865. 

476.  Nene  Beweismethoden  fflr  einen  Doppelsatz  der  Theorie  der  Potenzreste, 

über  die  Erweiterung  des  Congruenzbegriffes.    Fr.  Hof  mann.    Matl 
Annal.  XX,  461. 

477.  Comment  doit  on  prendre  le  nombre  premier  p,  afin  que  dans  Täquatioi 

Fermat  2p-*  — 1  =pN  le  nombre  JNTsoit  an  carrä.   H  Brocard.   Matl 
III,  41.  -   J  Neuberff  ibid.  80. 

478.  Zur  Theorie  der  (juadratiscnen  Reste.   E.  Schering.   Acta  mathemat.  I, 

479.  Sur  la  loi  de  r^ciprocit^  dans  la  tbeorie  des  nombres.    Sylvester.    Coi 

rend.  XC,  1053,  1104.  —  R.  Dedekind  ibid.  XCI,  154. 

480.  Sur  la  loi  de  räciprocitä  de  Legendre  ätendue  aux  nombres  non  premierB. 

Genocchi     Compt.  rend.  XC,  300. 

481.  üeber  das  verallgemeinerte  Legendre^sche  Symbol.    L.  Gegen bauer.    W 

Akad.-Ber.  LXXXIV,  1089. 

482.  Intomo  ad  una  congruenza  di  modulo  primo.    C.  M.  Piuma.    Annali  i 

Ser.  2,  XI,  237. 

483.  Nombre  des  Solutions  enti^res  npn  nä^atives  de  certaines  äquations  du  ] 

mier  degrä.    E.  Cesaro     Mathesis  III,  87.  -  H.  Schoentjes  ibid« 

484.  Sur  les  ^quauons  cubique  et  biquadratique.    Desboves.    Compt.  rend.  ] 

1069. 

486.  La  somme  de  deux  cubes  cons^cutifs  est  toujours  ^gale  ä  une  sommej 
nombres  cous^cutifs  Lambert.  Mathesis  III,  68.  -  De  Rocquin 
ibid.  64.  —  B.  Boncompa^ni  ibid.  78. 

486.  Nouveaux  thdor^mes  sur  T^quaüon  indätermin^e  aa^'\-bff*  =  e*.    P.  Pep 

Compt.  rend.  XCI,  100. 

487.  Sur  la  resolution  de  T^quation  ic*+y*  =  jr»  en  nombres  entiers.    Leföbn; 

Compt.  rend.  XC,  1406   —  P.  Pepin  ibid.  XCI,  366. 

488.  Applications  de  la  d^rivation  d^Arbogast  ä.  la  Solution  de  la  partition  i 

nombres  et  ik  d'autres  probl^mes.  David.  Joum.  math^m.  Ser.  3,VlIf,  ( 

489.  Zur  Lehre  von  der  Theilbarkeit  der  Zahlen.    0.  Kessler.    Zeitschr.  Mai 

Phys.  XXVllI,  60. 

490.  Sur  la  partition  des  nombres.    David.    Compt.  rend.  XC,  1.344;  XCI,  62t 

491.  Sur  le   plus  grand  commun  diviseur  et  le  plus  petit  multiple  commun 

Barrieu.    Mathesis  III,  217. 

492.  Th^or^mes  sur  la  divisibilitä  des  nombres.    Mathesis  III,  104. 

493.  Divisibilit^  de  certaines  formes  de  nombres  par  7, 11,  49,  9  etc.  Mathesis  III,  1 

494.  2*"+*-f-7**+*  est  divisible  ou  non  par  13,  suivant  que  n  est  pair  ou  impi 

De  Graeve,  Brocard.    Mathesis  III,  91.  —  J.  Fouquet  ibid.  92. 
E.  Cesaro  ibid.  92. 

495.  Si  n  est  premier  avec  3,  le  nombre  3'**  +  3"  +  l  est  divisible  par  13.  J.  GillietS 

Mathesis  III,  244   -     Barbarin  ibid.  245. 

496.  Divißibilitä  de  -^^^ — l.2..a.l.2..6....1.2.  .Z  par  a  +  U  6+1,  ...  a  +  ft+V 

...a  +  6H-c  +  l,  ...  80U8  condition  de  a  +  6  +  c  +  ...-f-?  =  n.  E.  Cesaro 
&  P.  Barrieu.    Mathesis  111,  118. 

497.  D*5composition  de  (1  +  a:  +  «*+...  -f-  «*)*  —  a;"»  en  deux  facteurs.  Mathesis  III,  47. 

498.  Demonstration  d'uu  theor^me  de  Crelle.    P.  Mansion.    Mathesis  III,  197.     | 

499.  Un  curieux  th^oreme     E.  Catalan.    Mathesis  III,  199.  : 

Vergl.  Formen.    Functionen  155.  * 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 


üeber  einige,  aus  dem  Arabischen  enüehnte  Stem- 

namen. 

Von 

Dr.  Armin  Wittstein 

in  Leipsig. 


Im  Nachstehenden  beahsichtige  ich  eine  knrse,  nur  das  allernötbigste 
Beiwerk  nnd  sprachliche  Detail  enthaltende  Erklärung  derjenigen  ara- 
bischen Sternnamen  zu  geben,  die  sich,  mehr  oder  weniger  entstellt, 
Doch  bei  nns  im  Sprach  gebrauche  erhalten  haben  und  zuweilen  in  astro- 
nomischen Ephemeriden,  neben  der  Bayerischen  Bezeichnung,  angeführt 
zn  werden  pflegen.  Sie  ist  fin  alle  Leser  dieser  Zeitschrift  gerichtet, 
welche  mit  dem  Interesse  an  der  fortschreitenden  Entwickelung 
der  Astronomie  auch  ein  solches  an  der  Geschichte  der  wohl  Altesten 
der  Wissenschaften  verbinden,  aber  nicht  selbst  Gelegenheit  und  Müsse 
fanden ,  die  Bahn ,  auf  der  der  menschliche  Geist  in  seinem  Ringen  nach 
Erkenntniss  und  Enträthselung  des  noa^iogy  von  dem  er  unseren  gelehrten 
Annalen  gleichsam  die  Spuren  eingedrückt  hat,  mühsam  allmälig  vor- 
drang, bis  zu  jenen  kleinen  Seitenpfaden,  aus  allen  Richtungen,  zurück- 
zuwandeln,  auf  denen  wir  —  gewiss ermaassen  ein  Collectivname  für  ihre 
Vereinigung  —  den  Anfang  der  Sternkunde  suchen  müssen.  Ihnen 
hoffe  ich  mit  der  folgenden  Zusammenstellung  einen  geringen  Dienst  zu 
erweisen. 

Ehe  ich  von  den  hierbei  benutzten,  gedruckten  Quellen  Einiges  sage, 
habe  ich  vor  Allem  der  mündlichen  zu  gedenken,  nämlich  einmal  der 
Belehrung,  die  ich  aus  einer  Unterredung  mit  Herrn  Geh.  Hofrath  Prof. 
Dr.  Kr  eh  1  über  das  vorliegende  Thema  empfangen,  sodann  der  gütigen 
Unterstützung,  welche  jener  Gelehrte  meinen  unbedeutenden  Kenntnissen 
im  Arabischen  dadurch  hat  angedeihen  lassen,  dass  er  sich  der  Mühe 
einer  Durchsicht  des  linguistischen  Theiles  dieses  Aufsatzes  unterzog. 
Eine  so  seltene  Liberalität,  wie  die,  mit  der  Herr  Geh.  Hofrath  Dr. 
Krehl  die,  zuweilen  etwas  weitgehenden  Wünsche  eines  ihm  bis  dahin 
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völlig  Fremden  erfüllte,  kann  es  mir  nur  zur  Pflicht  auferlegen,  genann- 
tem Herrn  hiermit  auch  öffentlich  den  Ausdruck  tief  empfundenen  Dan- 
kes darzubringen. 

Die  Abhandlang  von  F.  W.  V.  Lach,  „Beitrag  zur  orientalischen 
Sternkunde,  der  Vollständigkeit  wegen,  mit  einer  möglichst  genauen  An- 
führung aller  Stemnamen  verbunden  (Allgemeine  Bibliothek  der  biblischen 
Literatur  von  Johann  Gottfried  Eichhorn,  VIL  Bd.;  Leipzig  1795 
bis  1797.  Kl.  8^)",  betitelt,  und  die  „Untersuchungen  über  den  Ursprung 
und  die  Bedeutung  der  Sternnamen.  Ein  Beitrag  zur  Geschichte  des  ge- 
stirnten Himmels  von  Ludewig  Ideler  (Berlin  1809,  8^,  X,  LXH, 
452  S.)"  —  waren  die  Schriften,  die  in  erster  Linie  zu  Rathe  gezogen 
werden  mussten ;  die  Folge  hat  gelehrt ,  dass  sie  mir  fast  ausschliesslich  die 
Hilfsmittel  lieferten,  deren  ich  für  meine  Zwecke  bedurfte. 

In  der  Einleitung  hebt  Lach  die  Bedeutung  des,  im  Museum  des 
Cardinais  Borgia  in  Velletri  aufbewahrten,  kufisch  »arabischen  Himmels- 
globus für  die  Kenntniss  der  arabischen  Sternbildei^ hervor  und  bespricht 
im  Anschluss  hieran  Assemanni^s  Publication  (Globus  coelesiis  cufico- 
arabicuB  Veliterni  musei  Borgiani  a  Simone  Assemanno  illustratus  .  Patavii 
MDCCXC.  4^)  über  dieses  alte  Kunstwerk.  Seine  Kritik  ist  nicht  ganz 
frei  von  Tadel  und,  man  muss  es  zugeben ,  von  gerechtem.  Der  Globus 
wurde,  wie  eine  Aufschrift  auf  ihm  besagt,  in  Aegypten  um  das  Jahr 
1225  von  einem  gewissen  Caesar,  von  dessen  Lebensumstftnden  nichts 
Näheres  bekannt  geworden  ist,  verfertigt;  er  ist  aus  gelblichem  Metalle, 
hat  einen  Durchmesser  von  ungefähr  219  mm,  trägt  zwei  silberne  Auf- 
schriften und  enthält  die  Sterne,  von  denen  die  Namen  der  wichtigsten 
derselben  gleichfalls  in  Silber  ausgeführt  sind,  bis  zur  fünften  Grösse  in 
erhabener  Silberarbeit.  Die  wenig  kunstvoll  entworfenen  Sternbilder 
haben  doppelte,  in  den  Zwischenräumen  mit  rother  Farbe  ausgefüllt« 
Umrisse  und  zeigen  —  eine  alte  arabische  Sitte  —  die  Eigenthflmlich- 
keit,  dass  alle  Figuren  in  einer,  mit  dem  Gesichte  von  der  Kugelfläche 
abgewandten  Stellung  verzeichnet  sind,  wodurch,  gegen  unsere  Auffas- 
sung,  stets  eine  Vertauschung  von  rechts  und  links  hervorgerufen  wird. 

Ideler  stützt  sich  hauptsächlich  auf  die  Gestirnbeachreibung  in  den 
arabisch  geschriebenen  Naturwundern  des  Persers  Zacarijjft  ben 
Mahmud  el-Kazwini,  die  er,  nach  einem  Berliner  Codex,  sowohl  in 
der  üebersetznng,  als  auch  in  der  Ursprache  veröffentlicht«  Dieser  Perser, 
gebürtig  aus  Kazwin,  einer  etwa  18  deutsche  Meilen  südlich  vom  Kas- 
pischen  Meere  gelegenen  Stadt  des  nördlichen  Persiens,  des  sogenannten 
Gebirgslandes  (belad  el-geb^l),  gestorben  1283,  lebte  gleichzeitig  mit 
einem,  um  Mathematik  und  Astronomie  sehr  verdienten  Gelehrten  ans 
Tus,  der  unter  seinem  Beinamen,  Nasir  Eddin,  am  bekanntesten  ist. 
Neben  jener  Urkunde  leistete  Ideler  auch  der,  im  Mathematischen  Saloo 
zu  Dresden  aufbewahrte,  arabische  Himmelsglobus  mit  durchweg  kufischer 
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Schrift,  deren  Alphabet  I d  e l e r  mittheilt ,  wesentliche  Dienste.  Letzterer, 
eine  messingene  Hohlkngel  von  144  mm  Durchmesser,  wurde  im  Jahre 
1279  (oder  1289?)  zu  Maraga  von  Muhammed,  dem  Sohne  des  Mu- 
wajid  el-Ardi,  verfertigt  und  mehrere  Male  beschrieben,  zuerst  1808 
von  Beigel,  dann  1866  von  Schier  und  endlich  1873  (in  Karten  und 
plastischer  Nachbildung  seitdem  im  Buchhandel  käuflich)  von  Drechsler. 
In  den  Transscriptionen  der  einzelnen  Sternnamen,  zu  cTenen  ich 
nunmehr  übergehe,  bedeutet: 

d  ein  lispelndes  d^  ähnlich  dem  engl,  ih  in  (he,  Ihis,  thai: 

g  das  italienische  g  vor  e  und  i; 

g  ein  schnarrendes  gutturales  r; 

h  einen  sehr  scharfen,  aber  glatten  Eehlhauch; 

h  das  deutsche  ch  in  Bache; 

k  ein  gutturales,  mit  Nachdruck  gesprochenes  /r; 

r  ein  mit  der  Zunge  ausgesprochenes  r; 

s  das  deutsche  sch'^ 

t   das  mit  Nachdruck  ausgesprochene  /  des  oberen  Gaumens; 

z  das  französische  z. 

Algenib  (y  Pegasi)  entweder  aus  ^j^yÜi^LL^.^  genfih  el-feres,  Flügel 
des  Pferdes,  oder  aus  v,^jls^I,   el-genib,  latus ^  entstanden. 

Achern ar  (a  Eridani)  aus^^^i^f^  ahir  nahar,  Ende  des  Flusses  (iy  Saga 

Tov  7tora(iov). 
Algol    {ß  Persei).     Im   Arabischen   heisst  Perseus   der,   den    Kopf  des 

Dämons,  das  Medusen haupt  Tragende.     Aus  letzterem  wurde 

später  J  ^jüI  (j**ij,   rÄs  el-gol|  Teufelskopf. 

«^     S  O  ^ 

Aldebaran  (a  Tauri)  aus  im  I  »9  sXJf,  ed-debardn,  quod  pone  est.  Ge- 
meinschaftlicher Name  der  sechs  am  Vorderkopf^  des  Stieres 
kenntlichen  Sterne  y,  5,  ©,  a,  e,  r. 

Rigel  {ß  Orionis),  das  einzige  Wort,  das  sich  aus  dem  vollen  Namen 
.^^,-MwuJi  \jyF^^  J^^?  "S^  el-gauzÄ  el-jusra,  pes  Orionis 
sinister,  der  linke  (rechte)  Fuss  des  Orion,  erhalten  hat. 

Beteigeuze  (a  Orionis)  aus  jjjjpJI  Jy^,  jed  el-gauzä,  manus  Orionis, 
hauptsächlich  durch  Verwechselung  von  j  mit  b  hervorgegangen. 

Canopus  (a  Argus)  heisst  im  Arabischen  J«^^^,  suhSl,  facilis  in  deminu- 
tivo  a  radice  Jw^,  sahala,  planus,  facilis  fuit,  „Der  griechische 
Kdviüßog^  wofür  sich  auch,  besonders  bei  den  Römern,  Canopus 
findet,  gehörte  nach  Strabo,  ebenso  wie  nXdnafiog  BegeviKtig, 

13* 
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Haupthaar  der  Berenice  (Gemahlin  des  ägyptischen  Königs 
Ptolemaens  Euergetes),  zu  denjenigen,  welche  damals  erat 
^X^k^g  %a\  ngdriVy  vor  nicht  langer  Zeit,  eingeführt  waren. 
Eratosthenes  und  Hipparch  gebrauchen  ihn  schon.  Endo- 
XUS  sagt  dafür  IlriddXiov^  das  Steuerruder.  Ob  und  welchen 
Bezug  der  Name  Canobus  auf  den  Gott  und  die  Stadt  gleichen 
*  Namens  in  Unterägypten  am  westlichen  Ausfluss  des  Nil  hat, 
ist  uns  unbekannt     (Ideler.)'' 

Sirius   (or  Can.  maj.)  hat   den   Namen   ^yt^,   si  ''ra;  eigentlich   Sirius 

Jemanensis,  weil  er  den  Arabern  in  der  Gegend  Sfidarabiens  ' 
unterzugehen    schien,    während  sie   Procyon    {tt  Can.  min.) 
Sirius  transiens,   den,   einer  Fabel  zufolge,  durch  die  Milch- 
strasse fliehenden  Sirius  nannten.     Zusammen  heissen  sie  bei 

ihnen   ^l^yt^JI^   es-si  raj^n,  die  beiden  Sirii.* 

Spica  (a  Virginis).  Weil  der  hellste  Stern  in  der  Jungfrau  an  der  Aehre 
in  ihrer  linken  Hand  steht,  wird  er  in  dem  astronomischeD 
Gedichte  des  Aratus  (siehe  die  Schlussbemerkungen)  und  von 
allen  Späteren  Zvdxvg^  spica  {spicum  bei  Cicero),  Aehre,  ge* 
nannt.  Bei  den  Alten  kommt  das  Sternbild,  ausser  seinem 
eigentHchen  Namen:  üago^vog^  vi^gO)  nnter  den  mythischen, 
Astraea  und  Erigone,  vor.  Nach  einem  Mythus  im  Aratns 
nämlich  lebte  ^/xij,  Justitia,  gewöhnlich  Astraea  genannt,  im 
goldenen  Zeitalter  unter  den  Menschen,  zog  sich  im  silbernen 
von  ihnen  zurück  und  verliess  sie  im  ehernen  endlich  ganz, 
um  fortan  unter  den  Sternen  ihren  Wohnsitz  aufzuschlagen. 
Bei  den  Arabern  heisst  nicht  nur  dieser  Stern,  sondern  auch 
das  ganze   Bild,    oder  ehemals  von   ihm   ausgefüllte  Zeichen 

SIaJumJ!^    es-sunbela,    die  Aehre,  während  ^.JüJ  i,   el-adr^ 
die  Jungfrau  bedeutet« 

Mizar  (Q  Urs.  maj.  pr.)  stammt  möglicherweise  von  .  Ijaji^,  miz&r,  Gürtel, 
subligaculum,  her. 

Wega  (a  Lyrae)  ist  das  entstellte  letzte  Wort  in  «5  IJ  (  vr  »^  f,   en-na«r 

el-wÄki^  der  fallende  Geier  (oder  Adler). 

*  Ideler  wirft  die  Frage  auf,  ob  Sirius  und  Si  'ra  nicht  aus  Einer  Quelle, 
und  zwar  aus  einer  orientalischen ,  geflossen  sein  möchten?  DieYermuthung,  dass 
ZelQtog  (heiss,  brennend,  von  der  Sonnenhitze,  als  Substantiv  den  Hundsstern  be- 
deutend) ein  der  griechischen  Sprache  ursprünglich  fremdes  Wort  sei,  ist  schon 
lange  vor  ihm  von  Anderen  ausgesprochen  worden. 
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Altair  (a  Aqailae)  bebalten  aus ^^  LLl  I j-wwoJ  f ,  en-nasr  et-tÄir,  der  flie- 
gende Adler.  Ausser  diesem  und  dem  vorhergehenden,  haben 
die  Araber  noch  einen  dritten,  den  gemeinen  oder  Uasenadler, 

UJ  U&,    okäb,  nquüa  nigra  leporaria, 

Fo malhaut    (a  Piscis  anstralis)    ist  wieder  nur   ein   Theil   des   vollen 

Namens  ^y^^  ^  ^j^\  ^^   fum  el-haut  el-genübt,  Maul 

des  südlichen  Fisches. 
Markab  (a  Pegasi)   hat  sich  ganz  unverändert  erhalten,   denn  das  ara 

bische  Wort  lautet  ebenso    v,^*^d  -•,    markab,   ephippium   vel 
equitandi  locus.     Kann  als  Sattel  genommen  werden. 

Den  voraufgohenden  Sternnamen  füge  ich  noch.  Kwei ,  wenigstens  den 
Astronomeo  interessirende ,  arabische  Worte  hinzu,  nämlich: 

^  \  JaJUi  I,   al-mukantarÄt,   ein    kleiner,    dem  Horizont   paralleler 
Kreis  der  HimmelskugeL     Das  Stammwort  ist  ein    verbum   quadrUUerumy 

^^JsjLä,  kantara,  opes  possedü  per  talenta,  oder  besser  coacervavUy  er  bat 
aufgehäuft. 

^^  1^  al-minah,  die  Geschenke.    Hiervon  kann  möglicherweise  unser 

Almanach  abstammen,  da  die  orientalischen  Astronomen  am  Neujahrstage 
ihre  Kalender  als  Geschenke  ausgetheilt  haben  sollen  —  allerdings  eine 
mehrfach  angefochtene  Ableitung.  Mit  dem  arabischen  Worte  für  Kalen- 
der hat  jedoch  Almanach  nichts  zu  thun. 


Nur  der  Vollständigkeit  halber  gebe  ich  meinen  Zeilen  noch  den 
folgenden  kleinen  Appendix  mit  auf  den  Weg: 

*AQ%xovQog,  Arcturus  (a  Bootis),  und  *AQ%rog>vka^y  Bärenhüter,  sind 
Synonyma,  da  ovgog  und  qjvka^  Wächter  bedeuten. 

Das  Sternbild  des  Wagenlenkers ,  Auriga,  hiess  bei  den  Griechen 
Hvioxog,  der  Zügelhalter,  wurde  auch  von  den  Römern  so  (Heniochus) 
genannt.  Die  Bezeichnung  des  hellsten  Sternes  darin  mit  dem  Namen 
Capeila  (a  Aurigae)  drückt  das  Deminutiv  von  Capra,  Ziege,  Geiss,  aus, 
unter  welch*  letzterer  Benennung  er  bei  Cicero  und  Horaz  vorkommt. 

Hinsichtlich  des  Namens  Antares  für  et  Scorpii  wäre  zu  bemerken, 
dass,  nach  Ideler  (und  dem  Lexikon),  die  Präposition  avxi  in  der  Zu- 
sammensetzung ein  Stell  vertreten,  auch  Gegenstück  zu  etwas  bedeuten 
kann,  somit  'Aviagrig  soviel  sagen  will,  wie:  x^^Ag^i  {"-^919  appellati- 
visch für  Krieg,  Mars)  z^v  XQOiclv  o^ioiog^  dem  Mars  an  Farbe  ähnlich 
Das  'Avxaqrig  beim  Sophocles,  das  Missdeutnngen  hervorgerufen  hat,  soll 
ovxfJQTjgf  gegenüberstehend,  feindlich  heissen. 
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Das  oben  angeführte,  (J^acvoftei'or  betitelte ,  astronomische  Gedicht  dea 
A  rat  US  ist  so  ziemlich  die  älteste  Quelle,  aus  der  wir  sichere  Kunde 
vom  Zustande  griechischer  Gestirnbeschreihung  schöpfen  können,  insofern 
es  als  Reproduction  eines  gleichnamigen  Werkes  von  Endoxus  ans 
Cnidus  gilt,  dessen  beide  astronomische  Schriften  uns  nur  noch  in  weni- 
gen Bruchstücken  erhalten  sind.*  Der  Verfasser  ("A^axog),  Arzt  und 
Grammatiker,  lebte  ungefähr  100  Jahre  nach  Endoxus,  also  etwa  270 
vor  Chr.,  am  Hofe  des  Königs  Antigonns  von  Macedonien  und  schrieb 
auf  des  Letzteren  Veranlassung  sein  Gedicht,  von  dem  Ovid  sagt:  cum 
solc  et  luna  scmper  Aratus  erit.     Cicero  übersetzte  es  in's  Lateinische.** 


Eingabe  Johann  Kepler's  an  Kaiser  Rudolf  n.  um 

Ertheilung   eines   Oeneralprivilegs  für  den  Druck 

seiner  Werke  (1606  vor  März  3). 

Mitgetheilt 

von  Dr.  R.  Doebner, 

Archivar  in  HannoTer. 


Augustissime  Bomanorum  impcrator^ 

Hnngariaeque  el  Bokemiae  rejc  etc. 
Düininc  clemcniissime :  S.  C,  Mti  Vesirae  humUima  cum  vcncralione  in 
mcmoriam  revoco  supplicaUonem  meam,  ante  muUum  iempus  iradilam :  qua  S^ 
(jam  Intern  yram  subjeclissime  oravi :  ul  me  Suum  Mathematicum ,  meaque  opera 
ßfaihemnlica ,  quibtis  perficiendis  ^f'**  F''**  j'ussu  incumbo  (quatenus  ea  nihil 
contra  Imperaioriam  Majeslatem,  Ecclesiam  Catholicam  aut  Bonos  mores  con 
tineanl)   Generali  aliquo   Privilegio   in   annos  aliquam   muUos   (quod  requirerc 

*  Die  andere  hiess  "EvojtTQOv,  Spiegel 
**  Noch  ein  Paar  Zeilen  seien  mir  über  die  Etymologie  von  vier  Worten  hinzu- 
zufügen gestattet,  welche  der  Astronom  and  Geodät  fast  täglich  im  Mande  fahrt = 

Aus  j-^  ly  !  >:;.*-«-w,  semt  ar-räs,  Gegend  des  Kopfes  oder  Scheitels,  ist  Zenit 
entstanden,  indem  man  ni  statt  m  las  und  den  Genitiv,  ar-räs,  wegliess. 

^jytajJ  f,  en-nadir,  drückt  eine  Wechselseitigkeit  im  optischen  Sinne  aus,  vne  von 
zwei  entgegengesetzten  Punkten :  der  eine  sieht  den  andern  an.  Hieraus 
ptmctum  oppositum,  Fusspunkt,  Nadir. 

c:a4-mJ  I,  as-semt:  die  Richtung,  ist  wahrscheinlich  von  den  Spaniern  in  Azimut 
umgewandelt  worden. 

Unser  Alhidade  kommt  von  O  f  ^Xs^i  1^    al-^iidäd:  Grenzmesser. 
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videntur  Tabulae  Astronomicae^  Ephemerides  ei  similia)  contra  damnosas  Typo- 
grapkorum  imüaiiones  ei  descriptiones  praemunire  clementmime  dignaretur. 

Eist  igiiur  S**  C'  M^*  V^''  nüllum  tempus  praescribere  possum:  urget 
me  tarnen  praesens  occasio,  qua  Bibliopolae  ad  Nundinas  Fruncofurienses  pro- 
ftdscuniitr:  quibuscum  de  excudendo  tractatu  meo  de  nova  Stella  (quem  ex  co 
tempore  f  quo  illa  disparuit,  adomavi)  ut  Ubenler  contraherem,  ita  commode 
cmlrahere  via:  possum  quantisper  hoc  S**  C»  M^^'  V^^^  prioilegio  nonfuero  munilus, 
ül  igiiur  hoc  qualecunque  scriptum,  quod  5*"  C*  MUs  F»*«'  honori  et pu 
blicis  usibus  consecravi,  tanto  maturius  prodeat,  S**^  C,  M^^  yram  qn^fn  ^j^^_ 
jectissime  oro:  ut  super  hac  mea  supplicatione ,  pro  generali  privilegio  insti- 
ittta,  clemenUssimam  suam  voluniatem  declarare  meque  hujus  suae  gratiae,  quae 
meis  studiis  iantopere  est  necessaria,  denique  pariicipem  facere  dignetur, 

S'/  C^  Mti  V^^  me  ad  omnia  Justissimae  subjectionis  obsequia ,  uti  sum 
obstriclissimus ,  ita  paratissimum  et  fidelissimum  offero, 

Sr  Cf'  M{i  Fl«' 

suhjectissimus  et 
fidelissimus  Maihemalicus 

Joannes  Kepplerus, 

AdresBe  auf  der  Bäckseite  des  zweiten  Blattes  von  Kepler 's  Hand: 
Ad  Sacram  Caesaream  Majestatem 
Joannis  Keppleri  Mathemaiici  humilima  supplicatio. 

Dasswischen  von  einer  Kanzleihand : 
Ad  cons[ilium]  Aulicum. 

Von  derselben  Kanzleiband  steht  oben  auf  der  Rückseite: 

3.  Marcii  1606.  Kepplerus  Joannes  Mathematicus  Caesaris  pro  impres 
sorio  operum  suorum  Mathematicorum  quatenus  nihil  continennt  contra  Mtem 
Imperialem,^ fidem  catholicam,  bonas  mores. 

Darunter  von  einer  anderen  Hand: 
Detur  Privilegium  ad  15  .  annos. 

Die  oben  mitgetheilte  Originaleingabc  Kepler*8  an  den  Kaiser  ge- 
langte aus  der  kaiserlichen  Kanzlei  vermuthlich  in  Folge  der  Erstürmung 
der  Kleinseite  von  Prag  im  Jahre  1648  (vergl.  Ersch  &  Gruber 's  En- 
cyklopädie,  I.  Bd.  37,  S.  404)  in  die  Hände  des  als  Sammler  bekannten 
schwedischen  Erhkämmerers  des  Herzogthums  Bremen,  Alexander 
Erskin  (t  1656),  dessen  Nachlass  später  als  sogenanntes  Reichsarchiv 
bei  der  Landdrostei  zu  Stade  verwahrt  wurde  und  von  da  in  das  Staats- 
archiv zu  Hannover  kam. 


Recensionen« 


Die  Berechnung  irrationaler  Quadratwurzeln  vor  der  HerrschaflL  der 
Decimalbrüche.  Von  Karl  Hunrath«  Kiel  1884,  bei  Lipsios  & 
Fischer.  56  S. 
Wir  haben  Bd.  XXIX  dieser  Zeitschrift,  bist.- lit.  Abth.  8.  45—47 
üt^er  ein  Programm  des  gleichen  Verfassers  berichtet,  welches  mit  dem 
Ausziehen  der  Quadratwurzeln  bei  Griechen  und  Indern  sich  beschäftigte. 
In  unserer  heutigen  Vorlage  knüpft  Herr  Hunratb  auf  den  ersten  26 
Seiten  an  die  Besprechung  inzwischen  erschienener  Abhandlungen  eine 
neue  Auseinandersetzung  seiner  eigenen  Meinung*  Dann  folgen  in  kurzer 
Uebersicht  die  Quadratwurzelausziehungen  der  Araber  und  auf  diese 
(S.  29  —  36)  ein  Leonardo  von  Pisa  gewidmetes  Capitel,  in  welchem 
namentlich  der  Auszug  aus  der  Practica  geometriae  von  Interesse  ist,  der 
die  Wurzeln  von  benannten  Zahlen  betrifft.  In  dem  nun  sich  anschlies- 
senden Capitel  verfolgt  der  Verfasser  die  alten  Methoden  auch  bei  Schrift- 
stellern bis  zum  XVI.  Jahrhundert,  wo  allmälig  und  ziemlich  gleichzeitig 
an  verschiedenen  Orten  in  vielleicht  von  einander  unabhängiger  Weise 
die  Decimalbrüche  sich  einbürgern.  Eine  Nachschrift  (S.  51 — 56)  dient 
zur  Auseinandersetzung  mit  einem  Aufsatze  von  H.  Heilermann  in  der 
Zeitschr.  f.  mathem.  u.  naturw.  Unterricht  XV,  81  flgg.',  welcher  Hunrath 
erst  während    des   Druckes    dieses   seines  eigenen  Schriftch^s  bekannt 

^^'^®-  Cäntob. 

Die  Erdkunde  bei  den  Kirchenvätern.     Vortrag,   gehalten  in  der  italie- 
nischen  geographischen   Gesellschaft  zu  Rom  am   12.  März    18S2 
von  Dr.  6.  Marinblli,  Professor  an  d.  Universität  Padua.  Deutsch 
von  Dr.  Ludwig  Neumann,  Professor  am  Gymnasium  Heidelberg. 
Mit  einem  Vorworte  von  S.  Günther.    VIII,  87  S.    Leipzig  1884, 
bei  B.  G.  Teubner. 
Wenn  auch  der  Gegenstand  des  Vortrags,  von  dessen  Uebersetzung 
wir  reden   wollen,   nur  in   entfernter  Beziehung  zu  Titel  und  Richtung 
dieser  Zeitschrift  &teht,   wenn   andererseits  Referent  eben  jenem  Gegen- 
stande zu  fern  steht,  um  mehr  als  nur  objectiv  berichten  zu  können,  so 
glauben  wir  doch  unsere  Leser  auf  das  Schriftchen  mindestens  aufmerk- 
sam machen  zu  sollen,  das  in  lierrn  Neu  mann  einen  sprachgewandten 


Recoiitiiouon.       X.  /»^    ==^-  '       ^T^ 

XJebersetzer,  in  Herrn  Günther  einen  bevorworienden  and  befürworten- 
den Fachmann  gefunden  hat,  nnd  welches  ebenso  anzielende,  als  be 
lehrende  Mittheilungen  .  über  drei  ziemlich  lose  mit  einander  verbandcue 
Dinge  enthält.  Ein  erstes  Capitel  (S.  5 — 36)  beschäftigt  sich  mit  Reisen 
und  Entdeckungen,  ein  zweites  (S.  36  —  63)  mit  kosmographischen  Vor- 
stelluDgen,  ein  drittes  (S.  63 — 87)  mit  der  Kartographie  der  Kirchen- 
väter. Im  Grossen  und  Ganzen  versteht  der  Verfasser  unter  Kirchen- 
vätern die  christlichen  Schriftsteller  bis  etwa  zum  Jahre  1000;  im  dritten 
Capitel  jedoch  geht  er  viel  tiefer,  bis  zur  Mitte  des  XIV.  Jahrh.  hinab. 
Mehrfache  Holzschnitte  unterstützen  das  ohne  dieselben  ziemlich  schwie- 
rige Verständniss  jener  mittelalterlichen  Erdanschauungen,  iu  die  wir 
uns  kaum  mehr  hineinzudenken  wissen  und  deren  zähes  Leben  uns  da- 
durch nur  noch  eigcnthümlicher  vorkommt.  Cantor. 


Das  Bildungswesen  des  Mittelalters.  Scholastik,  Universitäten,  Huma- 
nismus. Von  Dr.  Lorenz  von  Stein.  2.  Aufl.  Stuttgart  1883, 
bei  J.  G.  Cotta.  XVII,  54  IS. 
Der  uns  zur  Bspsprechung  vorliegende  Band  gehört  einem  sehr  um- 
fassenden Werke  über  Verwaltnngslehre  an,  dessen  einzelne  Thcile,  Ab- 
theilungen, Hauptgebiete  u.  s.  w.  wir  hier  nicht  zu  erwähnen  haben. 
Nicht  einmal  den  ganzen  in  der  Ueberschrift  genannten  Band  dürfen  wir 
zu  unserem  Berichte  verwenden,  wenn  wir  auch  mit  hohem  Genüsse  ihn 
durchlesen  haben.  So  gar  Vieles  in  demselben  betrifft  Dinge,  in  denen 
Referent  vollständig  Laie  ist  and  nur  kritiklos  das  Gelesene  zu  wieder- 
holen im  Stande  wäre.  Wenn  wir  also  nur  „einen  Theil  des  Theils,  der 
früher  Alles  war"  besprechen  dürfen,  um  ein  eigenes  Urtheil  daian  zu 
knüpfen,  so  ist  es  doch  genügend,  um  der  Zuversicht  Worte  zu  ver- 
leihen: es  werde  auch  in  den  Gebieten,  die  dem  Verfasser  als  National- 
ökonomen am  nächsten  lagen,  der  Fachmann  ebenso  geistvollen  und 
interessanten  Untersuchungen  begegnen,  wie  in  den  uns  vorzugsweise 
fesselnden  Abschnitten.  Ein  Grundgedanke  zieht  sich  als  rother  Faden 
durch  das  ganze  Werk:  die  Völkerwanderung  trennt  die  alte  von  der 
neueren  Zeit  In  ihr  fand  die  Begegnung  des  germanischen  Geistes  mit 
der  schon  hochentwickelten  hellenischen  Cultur  statt,  eine  Begegnung, 
die,  als  Ehe  betrachtet,  einen  Sprössling  gebar  von  wunderbarer  Art: 
die  europäische  Gesittung.  Mag  auch  das  Europäerthum  da  und  dort 
anders  gestaltet  erscheinen,  mag  es  da  und  dort  sich  weiter  entwickelt 
haben,  ein  allgemeiner  Familienzng  bleibt  überall  zu  erkennen,  wenn 
man  ihn  nur  richtig  zu  suchen  weiss,  und  diesem  typischen  Zuge  nach- 
zuspüren, ihn  namentlich  in  dem  Bildungswesen  des  Mittelalters,  als 
welches   das  ganze  Jahrtausend  etwa  von  500  bis  1500  nach  Chr.  Geb. 
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aufgefasst  wird,  nachzuweisen,  ist  die  Riesenanfgabe,  an  deren  Lösnng 
Herr  v.  Stein  sich  gewagt  bat.  Er  Iftsst  vor  unseren  Augen  die  Schule 
entstehen  in  ihrer  doppelten  Abart,  wurzelnd  einestheils  als  Klosterschale 
in  dem  Verbände,  den  die  Kirche  für  Europa  darstellte,  andemtheils  als 
Kathedralschule  dem  Staatsgedanken  Karl  des  Grossen  entstammend.  Hier 
wie  dort  ist  die  lateinische  Sprache  Schulsprache,  hier  wie  dort  bleibt 
das  Uebergewicht  dieser  Sprache  erhalten,  auch  nachdem  die  Gründe 
nicht  mehr  obwalten ,  welche  ihre  Einführung  bedingten.  Noch  heute  hat 
die  katholische  Kirche,  hat  das  Gymnasium  einen  wesentlich  lateinisch- 
sprachlichen Anstrich.  Die  Schule  erhebt  sich  von  den  fast  weniger  ala 
niedrigen  Gegenständen,  die  ursprünglich  an  ihr  gelehrt  wurden,  aa 
höheren.  Die  Latinität  wird  bald  selbst  Zweck,  bald  Mittel  zum  Zwecke. 
Philosophische  Richtungen  spalten  sich  von  einander  und  aus  ihrem 
Kampfe  geht  Gewinn  für  sie  alle  hervor.  Die  Philosophie  wird ,  wie  das 
Trennende,  so  auch  das  Einigende  zwischen  den  allmälig  hervortreten- 
den Berufsgelehrten.  Deren  Bildungsstätte  nicht  weniger  als  deren  Wirk- 
samkeitsmittelpunkt sind  die  Universitäten,  und  diese  selbst  verändern 
im  Laufe  der  Zeiten  vielfach  Charakter  und  Ursprung.  Die  ersten  euro- 
päischen Universitäten  in  dem  von  Herrn  v.  Stein  benutzten  Sinne 
dieses  Heimathnamens  entstehen;  es  ist  gleichsam  eine  spontane  6e< 
burt,  die  sich  vollzieht  durch  Herumlagerung  von  Schülern  um  einen  oder 
mehrere  berühmte  und  beliebte  Lehrer  als  Kern  der  Ansammlung;  es  ist 
mehr  eine  Universitas  der  Lernenden  als  der  Lehrenden.  Die  späteren 
Universitäten  werden  gegründet;  Rechte  werden  denselben  verliehen, 
Pflichten  auferlegt;  sie  sind  Anstalten  der  Kirche  wie  des  Staates;  die 
Gemeinschaft  der  Lehrer  neben  oder  über  der  der  Lernenden  giebt  ihnen 
das  unterscheidende  Gepräge.  Wir  wissen  wohl,  dass  wir« nur  einige 
Schlagwörter  ausgesprochen  haben ,  zu  denen  wir  noch  hinzufügen  müssen, 
dass  Herr  v.  Stein  ganz  besonderes  Gewicht  auf  die  Erklärung  des 
sogenannten  Humanismus  legt,  dessen  Offenbarungsweise  in  den  verschie- 
denen Wissenschaften  eingehend  geschildert  worden;  aber  das  Alles  will 
selbst  gelesen  sein ,  und  wir  hoffen  durch  unsere  Worte  zur  Empfehlung 
des  Bandes  mitgewirkt  zu  haben. 

Es  sei  uns  gestattet,  einen  einzigen  Punkt  hervorzuheben.  Nicht 
als  ob  es  sich  um  ganz  besonders  Wichtiges  handelte;  aber  wir  benutzen 
diese  Gelegenheit,  eine  uns  zur  Verfügung  gestellte  Notiz  zu  veröffent- 
lichen. S.  77  und  243  ist  von  dem  bekannten  Tagebuch  des  Walafried 
Strabo  die  Rede,  welches  in  einem  Einsiedler  Programm  abgedruckt  ist. 
Der  Verfasser  des  Programms,  Pater  Martin  Martj  (vergl.  des  Refe- 
renten Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik  I,  723),  wurde  schon 
seit  geraumen  Jahren  auch  für  den  Verfasser  des  Tagebuchs  gehalteo, 
dessen  Inhalt  er  aus  allgemein  zugänglichen  Quellen  zusammengestellt 
habe.     Gewissheit  war  aber  darüber  nicht  vorhanden,   bis  Professor  Dr. 
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H.  Snter  in  Aarau  sie  verschaffte.  Er  ermittelte  durch  Herrn  Rector 
Kühne  in  Einsiedcln,  dass  P.  Marty  sich  als  Bischof  und  apostolischer 
Vicar  zu  Yankton  im  Dakota  Territorium  in  Nordamerika  befinde,  und 
schrieb  ihm  an  diese  Adresse ^  worauf  er  folgende  Antwort  erhielt,  welche 
wir,  wie  bemerkt,  veröffentlichen  dürfen: 

„Verehrter  Herr!  Ich  muss  sie  um  Verzeihung  bitten  für  die  Mühe, 
die  ich  Ihnen  verursacht  habe.  Der  Aufsatz  war  für  Studenten  ge- 
schrieben, nicht  für  Gelehrte.  Ich  glaubte  berechtigt  zu  sein,  die  in 
St rabo 's  Autobiographie  gegebenen  Andeutungen  aus  Cassiodor,  Al- 
cnin  und  Beda  zu  vervollständigen.  Vielleicht  könnte  es  anderen 
Männern,  deren  Zeit  kostbar  ist,  zu  Nutzen  kommen,  wenn  Sie  dies 
in  einer  Anmerkung  irgendwo  bekannt  geben  wollten.  In  der  Hoff- 
nung, dass  Sie  mir  nicht  zürnen,  grüsst  Ihr  ergebener  M.  Marty. 
Fort  Yates,  Dakota  -  Terr. ,  Febr.  9,   1883." 

Damit  wäre  hoffentlich  die  Versuchung  beseitigt,  aus  jenem  geist- 
voll erfundenen  Tagebuche  Beweismaterial  entnehmen  zu  wollen,  welches 
es  nicht  gewähren  kann,  Cantor 


System  der  Chronologie,  unter  besonderer  Berücksichtigung  der  jüdischen, 
römischen,    christlichen   und   russischen    Zeitrechnung,    sowie   der 
Osterrechnung,    als  Beitrag  zur  Culturgeschichte  insbesondere  für 
Historiker,   Philologen,   Theologen    und  Freunde   der  Astronomie, 
sowie  für  Gebildete  aller  Stände  gemeinverständlich  dargestellt  von 
F.  J.  Brockmann,   Oberlehrer  am   königl.  Gymnasium   zu  Cleve« 
Stuttgart  1883,  Verlag  von  Ferdinand  Enke.     VII,   112  S. 
Wenn  ein  Gegenstand,  der  vor  beinahe  60  Jahren  einem  Gelehrten 
vom  Range  Ideler 's  Stoff  zu  zwei  dicken  Bänden  gab,  heute,  nachdem 
auch   auf  chronologischem    Gebiete   manche   neue   Entdeckung   gelungen 
ist,    auf   7    Druckbogen    abgehandelt    wird,    so    lässt    sich   zum   Voraus 
errathen,    dass   Vollständigkeit   nicht   erreicht,   ja   nicht   einmal   erstrebt 
sein    kann«     Und    so    ist    es   auch.      Herr    Brockmann   hat  nicht   für 
Chronologen  von  Fach  oder  für  Solche,  die  sich  dazu  ausbilden  wollen, 
geschrieben;    der   Leserkreis,    an    den   er   sich    wendet    und    den   er  in 
dorn   ziemlich   langathmigen  Titel   genau   genug  bezeichnet,    ist  ein  viel 
weiterer,    und   sollte   für   ihn   nicht   ein    Nachschlagewerk,    ein   vollstän- 
diges  Handbuch,   sondern    ein   leicht  lesbares   Büchlein   geschaffen   wer- 
•  den,    das  unter  Umgehung  der  feineren   Streitfragen  die  Dinge  kennen 
lehrte,  die  zu  wissen  auch  vielen  Nichtchronologen  wünschenswerth  oder 
Qothwendig  ist,  dann  musste  der  Kürze,   wie  der  Verständlichkeit  mehr 
als  nur  ein  Opfer  gebracht  werden.     Referent  ist  selbst  hinreichend  Laie 
snf  chronologischem  Gebiete,  um  die  Fasslichkeit  der  Brock  mann 'sehen 
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DarstelluDg  vollauf  würdigen  zu  köDDen.  Andererseits  Laben  uns  ansere 
mit  chronologischen  Dingen  sich  häu6g  berührenden  geschichtlichen  Ar- 
beiten hinreichend  mit  den  Hauptaufgaben  bekannt  gemacht,  über  die 
wir  bei  Ideler  hauptsächlich  uns  Rath  suchen  mussten,  um  beurtheilen 
zu  können ,  wie  weit  das  neue  Schriftchen  uns  jenes  Nachschlagen  erspart 
haben  würde.  Nach  beiden  Richtungen  können  wir  Herrn  Brockmano's 
Zusammenstellung  empfehlen.  Sie  behandelt  insbesondere  das  Julianische 
Jahr  und  dessen  Uebergang  zum  Gregorianischen,  sowie  die  christliche 
Osterrechnung  in  leicht  verständlicher  Weise  und  so,  dass  der  Leser 
wenigstens  sieht,  worauf  es  bei  den  zum  Theil  geschichtlich  so  merk 
würdigen  Streitigkeiten  über  diese  Dinge  wesentlich  ankam.  Unter  den 
Lücken,  welche  nothwendig  vorhanden  sein  müssen,  ist  violleicht  die 
gänzliche  Nichtbeachtung  der  islamitischen  Zeitrechnung  bedauerlich.  Aach 
ein  alphabetisch  geordnetes  Inhal tsverzeichniss  würde  sich  als  willkommen 
erwiesen  haben.  Cantob. 


Zur  Erinnerung  an  die  Oregorianische  Kalenderreform  (October  1582). 

Vortrag  von  Gustav  Schubring,   gehalten  zu  Erfurt  im  October 

1882.  Halle  a.  S.  1883.  25  S. 
Anknüpfend  an  die  ausführlicheren  Arbeiten  der  Herren  K  alten - 
bruuner  undStieve,  hat  der  Verfasser  in  kurzer,  aber  ungemein  klarer 
und  durchsichtiger  Weise  in  einem  Vortrage,  zu  welchem  die  Säcular- 
criuoerang  an  die  Gregorianische  Kalenderreform  die  Veranlassung  bot, 
gezeigt,  wie  die  christliche  Chronologie  wesentlich  mit  der  Einrichtung 
von  in  unzähligen  Exemplaren  verbreiteten  Messbüchern  und  dergleichen 
in  Zusammenhang  stand,  die  es  galt  nicht  auf  einen  Schlag  unbrauchbar 
zu  machen ,  während  andererseits  eine  Uebereinstimmung  des  bürgerlichen 
mit  dem  astronomischen  Jahre  wiederhergestellt  werden  sollte,  die  allm&lig 
verloren  gegangen  war.  Das  war  die  grosse  Schwierigkeit,  deren  man 
vor  nun  300  Jahren  Herr  wurde  und  zu  deren  Beseitigung  man  freilich, 
wie  Herr  Schubriug  richtig  hervorhebt,  auf  weniger  gewaltsame  Weise 
mittels  Unterdrückung  der  Julianischen  Schalttage  in  einem  40jährigen 
Zeitraum  hätte  gelangen  können,  wenn  die  ebenso  reformlustige,  als 
reformbedürftige  Gesinnung  des  XVL  Jahrhunderts  das  Wagniss  gestattet 
hätte,  mit  Aussicht  auf  Erfolg  den  langsameren  Weg  allmäliger  Besserung 
einzuschlagen.  Cantor. 


Histoire  des  sciences  mathämatiques  et  physiques  par  M.  Mazimilibn 
Makib,  r^p^titeur  de  m^canique,  examinateur  d'admission  k  T^cole 
polytechnique.  Tome  III:  De  ViMe  k  Descartes.  230  pages. 
Paris.     Gauthier-Villars,  imprimenr-libraire.     1884. 
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Diejser  111.  Tbeil  des  Werkes,  über  dessen  beide  ersten  Theile  wir 
Bd.  XXIX,  hi8t.-1if.  Abtb.  S.  43  —  45  berichtet  haben,  ist  in  einigen  Be- 
ziehungen jenen  vorzuziehen,  in  anderen  gleicht  er  ihnen  leider.  Wie 
dort,  finden  sich  auch  hier  geradezu  falsche  Angaben  in  unerlaubter 
Menge,  sind  klaffende  Lücken  zu  beklagen,  um  so  klaffender,  als  Namen 
aufgenommen  sind,  die,  wenn  sie  fehlten,  niemand  in  einer  Geschichte 
der  mathematischen  und  physikalischen  Wissenschaften  vermissen  würde. 
Ungleich  den  ersten  Theilen ,  sind  aber  doch  wenigstens  einige  Schrift- 
steller so  behandelt,  dass  man  erkennt,  Herr  Marie  hat  dieselben  studirt 
und  mit  Freuden  studirt  Er  hat  in  ihren  Geist  einzudringen  gesucht  und 
aus  ihnen  herauszulesen  —  manchmal  vielleicht  in  sie  hineinzulesen  — 
gewnsst,  was  die  geschichtliche  Grösse  der  Verfasser  ausmacht. 

Vor  Allen  ist  es  Vieta,  den  Herr  Marie  dadurch,  dass  er  ihm 
genau  zwei  Neuntel  des  ganzen  Theiles  (S.  6  —  19  und  27-  65)  widmet, 
auch  äusaerlich  als  den  geistigen  Helden  darstellt,  vor  dessen  Grösse  fast 
alle  anderen  zurücktreten.  Nur  Galilei  (S.  102—140),  Kepler  (S.  150 
bis  166),  Desargues  (S.  201  —  225)  sind  mit  annfthernd  gleicher  Aus- 
führlichkeit behandelt,  eine  Auswahl,  mit  welcher  man  sich  im  Allgemei- 
nen einverstanden  erklären  kann.  Das  grösste  Gewicht  legt  Herr  Marie 
—  und  auch  damit  sind  wir  einverstanden  —  auf  Vi eta's  Betonung  des 
Homogeneitätsgesetzes.  Vieta  ist  der  geometrischste  aller  Algebristen 
gewesen.  Sein  ducerc  in,  sein  appUcare  ad,  welches  Herr  Marie  sehr 
richtig  dem  vorher  üblichen  multipUcare  und  dividere  gegenüberstellt  und 
für  das  erste  Wort  sogar  die  Neubildung  duire  im  Französischen  sich 
gestattet,  sind  gewiss  mehr  als  nur  neue  Wörter  gewesen.  Es  waren 
Begriffe,  die  freilich  weder  von  Zeitgenossen,  noch  von  Nachfolgern  ge 
nügend  gewürdigt  worden  sind.  Ein  weiteres  Verdienst  erkennen  wir 
darin,  dass  Herr  Marie  dem  Gedankengange  nachforscht,  der  Vieta  zur 

Substitution  x= y  führt,   mittels  deren  er  die  Gleichung  a:*  +  3/)*ir 

=  253  auflöst. 

In  anderen  Dingen  weicht  unsere  Meinung  von  der  des  Verfassers 
ab.  Worauf  fusst  z.B.  dessen  Behauptung  (S.  59),  Vieta  habe  Fer- 
rari'a  Auflösung  der  biquadratischen  Gleichung  wahrscheinlich  nicht 
gekannt?  Wir  sind  der  entgegengesetzten  Meinung  und  finden  gerade 
ein  hervorragendes  Verdienst  Vieta^s  darin,  dass  er  für  quadratische, 
ffir  cnbische  und  für  biquadratische  Gleichungen  Auflösungen  suchte, 
welche  von  den  landläufigen  sich  unterschieden  und  eine  gewisse  Ge- 
meinschaft unter  sich  dadurch  an  den  Tag  legten ,  dass  sie  alle  drei  auf 
Substitutionen  neuer  Unbekannten  beruhten.  Die  Zetetica  unterscheiden 
sich  nach  Herrn  Marie  (S.  43)  dadurch  von  den  Aufgaben  des  Dio- 
phant,  dass  in  ihnen  von  Grössen,  nicht  von  Zahlen  die  Rede  sei.  Ein 
Vergleich  des  6.  Buches  Diophant's  würde  ihm  Aufgaben  gezeigt  haben, 
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in  welchen  Dreiccksfl&chen  und  Dreiecksseiteo  in  Rechnung  kommen, 
allerdings  anter  Vernachlässigang  der  HomogeneiUit.  Aber  gerade  da- 
durch gewinnen  jene  Aufgaben  für  Vieta's  Geistesentwickelung  an  Be- 
deutung. Sie  legen  nahe,  wie  Vieta  zur  Betonung  des  Homogeneitäta* 
gesetzes  Veranlassung  fand! 

In  dem.  Abschnitte  über  Galilei  ist  die  Mechanik  desselben  aus- 
führlicher erörtert,  was  wir  nur  billigen  können.  Dass  S.  125  der  Saggiatore 
mit  dem  Gespräch  über  die  Weltsysteme  verwechselt  ist,  mag  nur  einer 
der  zahlreichen  Druckfehler  sein,  welche  stehen  geblieben  sind  und  unter 
welchen  wir  uns  bereit  finden  lassen,  auch  den  Henri  deRan<^on  aus 
Wandesburg  zu  zählen,  den  S.  75  aus  Heinrich  von  Ranzau  in 
Wandsbeck  gemacht  hat,  während  die  Angabe  S.  180,  Job.  Faulhaber 
habe  sich  vorzugsweise  durch  seine  1913  (sie!)  deutsch  veröffentlichten 
R^crdations  math^matiques  hervorgethan ,  uns  schon  etwas  zweifelhafter 
lässt.  Auch  1613  hat  Faulhaber  ein  Werk  ähnlichen  Titels  nicht  ver- 
öffentlicht, noch  in  einem  andern  Jahre.  Vielleicht  ist  eine  Verwechslung 
mit  Schwenter^s  Deliciae  mathematicae  vorhanden?  Faulhaber 's  Ver- 
dienste beruhen  bekanntlich  auf  seiner  Lehre  von  den  Polygonalzablen, 
die  Herr  Marie  nicht  anführt.  Doch  wir  kehren  zu  Galilei  zurück, 
um  zwei  Lücken  auszufüllen,  welche  stören.  Wir  meinen  einmal  die 
Erfindung  der  Cycloide  durch  Oalilei,  die  unter  seinen  Leistungen  nicht 
fehlen  durfte;  wir  meinen  zweitens  sein  Verhältniss  zu  den  Indivisibilien. 
Herr  Marie  sagt  (S.  134),  Galilei  habe  diese  Methode  sicherlich  gekannt; 
Cavalieri,  der  überdies  sein  Schüler  war,  habe  dieselbe  1635  veröffent- 
licht. Herr  Marie  thut  hier  Galilei  unrecht.  Dieser  war  vielmehr 
von  selbst  und  früher  als  Cavalieri  zur  Beachtung  der  Indivisibilien 
gelangt,  wie  z.  B.  ans  einem  von  Campori  1881  veröffentlichten  Briefe 
Cavalieri *8  selbst  an  Galilei  vom  4.  April  1626  hervorgeht. 

Kepler^s  Gesetze  mit  der  auf  langathmige  Rechnungen  gegründeten 
Beweisführung  werden  gewürdigt  und  in  das  richtige  Licht  gestellt.  Von 
seiner  Stereometria  doliorum  wird  S.  159  gesagt,  sie  habe  einen  gewissen 
Einfluss  auf  die  Geometrie  gehabt;  die  von  Kepler  ersonneoe  Methode 
sei  das  Vorspiel  zur  Erfindung  des  Infinitesimalcalculs,  seine  Idee  frucht- 
bar gewesen.  Wir  würden  etwas  wärmerer  Ausdrücke  uns  bedient  haben, 
wo  wir  von  einem  Buche  sprechen,  das  zuerst  den  Gedanken  de&  Un- 
endlichkleinen un verhüllt  verwerthete.  Wir  würden  nicht  unterlassen 
haben,  darauf  hinzuweisen,  dass  Kepler  auch  dem  Tangenten problem 
sieh  näherte,  dass  er  die  erste  inverse  Tangenten  aufgäbe  löste,  dass  er 
eine  nähernngsweise  Rectification  der  Ellipse  gab,  dass  er  das  sogen. 
Kepler 'sehe  Problem  den  Mathematikern  unterbreitete  und  in  ihm  eine 
transeendente  Gleichung  zur  Lösung  stellte  —  lauter  Dinge,  nach  wel- 
chen man  bei  Herrn  Marie  vergeblich  ^ucht. 
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Auch  in  dem  Abschnitte,  der  Üesargues  gewidmet  ist,  möchte 
~  man  die  Hervorhebung  eines  Verdienstes  leicht  vermissen ,  welches  Herr 
Pondra  in  seiner  Ausgabe  von  Desargnes'  Werken  geradesn  an  die 
Spitse  stellt;  Desargues  habe  gewnsst,  dass  eine  nach  beiden  Seiten 
ins  unendliche  verlängerte  Gerade  nnr  einen  unendlich  fernen  Punkt 
besitse,  Herr  Marie  sagt  davon  Nichts,  aber  hier  ist  er  im  Rechte. 
Jener  Satz  steht  auch  nicht  hei  Desargues  und  dessen  Herausgeber 
hat  hier  mit  allzu  moderner  Brille  gelesen. 

Wir  haben  somit  diejenigen  Dinge  besprochen,  bezüglich  deren  wir 
mehr,  als  mit  den  früheren  Bänden,  mit  dem  letzterschienenen  uns  he- 
freundet  haben.  Wir  müssen  daneben  auch  auf  einige  der  gröbsten  Irr* 
thümer  und  der  unbegreiflichsten  Lücken  hinweisen,  von  denen  wir 
redeten.  Bei  Stevin  ist  vom  Rechnen  mit  Decimalbrüchen  Nichts  gesagt, 
von  welchem  ungeheuren  Fortschritte  in  der  Arithmetik  überhaupt  kein 
Wort  sich  findet.  Harriot  soll  zuerst  Gleichungen  auf  Null  gebracht 
haben  (S.  93),  w&hrend  Bnrgi  dieses  früher  that.  Auch  die  abgekürzte 
Mnltiplication  hat  Burgi  zum  Erfinder  und  nicht  Oughtred  (S.  166). 
Von  Vernier  wird  (S.  182)  gerühmt,  er  habe  eine  Vorrichtung  erfunden, 
welche  mit  der  des  Nonius  Verwandtschaft  zeige;  von  dem  ersten  Erfinder 
Ol  a  vi  US  ist  keine  Rede.  Vieta  soll  (S.  24)  die  Entstehung  der  Bi- 
nomialcoefficienten  gelehrt  haben;  das  that  aber  vor  ihm  Michael  St Ifel 
und  nach  diesem  Tartaglia.  Der  Apollonius  batavus  ist  nicht  von 
Willebrod  Snellins  verfasst  (8.  199),  sondern  von  dessen  Vater.  Im 
Eratosthenes  batavus,  der  wirklich  von  Willebrod  Snellius  herrührt, 
ist  zuerst  die  Aufgabe  des  Rückwärtseinscbneidens  behandelt,  welche 
später  die  durchaus  unberechtigte  Benennung  als  Pothenot'sche  Auf- 
gabe erhielt.     Bei  Herrn  Marie  steht  davon  Nichts. 

Wir  wollen  zum  Schlüsse  nur  noch  eine  Lücke  ausflillen ,  deren  Vor- 
handensein wir  Herrn  Marie  nicht  verübeln.  Erst  allerneueste  For- 
schungen von  Herrn  Paul  Tannery  haben  hier  Auskunft  gegeben. 
Der  bekannte  Algebraiker  Albert  Girard  nannte  sich  selbst  Samielois. 
Woher  war  er?  Rousseau  in  der  Patria  Belgica  glaubte,  Girard  sei 
aus  der  Grafschaft  Salm  im  Luxemburgischen  gewesen.  Samiens  und 
Samiots  nennen  sich  die  dortigen  Bewohner  heutigen  Tages;  Samielois 
würde  eine  ältere  Form  darstellen.  Ansprechender  ist  die  von  Herrn 
Tannery  im  Bulletin  des  Sciences  math^matiques  von  Darboux  u.  s.  w. 
veröffentlichte  Behauptung,  Saint  Mihiel  in  Lothringen  sei  Girard's 
Heimathsort  gewesen,  der  als  Druckort  von  Büchern  durch  die  Genetiv- 
form Samieli  bis  1630  bezeichnet  wird.  Cantor 
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Festschrift  zur  fünfzigjährigen  Gedenkfeier  der  am  5.  Mai  1834  erfolgten 
Eröffnung  der  städtischen  Realschule  I.  Ordnung  zu  Leipzig,  von-- 
F.  GiBSßL.  42  S.  A^.  Leipzig  1884. 
Seit  50  Jahren  besteht  die  städtische  Realschule  L  Ordnung  zu 
Leipzig.  Seit  10  Jahren  ist  sie  in  einem  eigens  erbauten  Hause  unter- 
gebracht. Zur  doppelten  Gedenkfeier  fügte  Herr  Giesel  die  dritte,  in- 
dem er  den  gegenwärtig  200  Jahre  alten  Aufsatz,  in  welchem  Leibnitz 
der  erstaunten  Gelehrtenwelt  die  neuerfundene  Differentialrechnung  ver- 
kündete, abdrucken  Hess,  eine  14  Seiten  füllende  Einleitung  yoraus- 
schickend,  21  Seiten  Anmerkungen  engeren  Druckes  anschliessend.  Dürfen 
wir  eine  vierte  Gedenkfeier  mit  dieser  Anzeige  verbinden,  wenn  sie  auch 
nicht,  wie  die  anderen,  runder  Erinnerungszahlen  sicherfreut?  Es  sind 
26  Jahre,  dass  Herr  Giesel  durch  sein  heute  berühmtes  erstes  Programm 
über  die  Geschichte  der  Variationsrechnung  uns  auch  persönlich  nahe 
trat 9  dass  wir  in  einer  Besprechung  desselben  uns  des  neuen  historischen 
Mitarbeiters  freuen  durften.  Leider  hat  die  aufreibende,  zeitraubende 
Schulthätigkeit  unserem  verehrten  Freunde  nicht  gestattet,  sich  wissen- 
schaftlichen Eigenleistungen  so  oft  zu  widmen,  als  es  ihm,  als  es  der 
Wissenschaft  lieb  gewesen  wäre.  Um  so  mehr  freuen  wir  uns  der  neuen 
Gabe,  die  er  sich  von  andrängenden  Lehrgenossen  abringen  Hess.  In 
der  Einleitung  bietet  Herr  Giesel  einen  auf  den  kürzesten  Raum  zu- 
sammengedrängten Abriss  der  Entwickelungsgeschichte  der  Mathematik 
bis  zum  XVn.  Jahrhundert,  d.  h.  bis  zu  der  Zeit,  in  welcher  man  an- 
fing, sich  allgemein  mit  den  Aufgaben  zu  beschäftigen,  deren  Lösung 
heute  mittels  des  Infinitesimalcalculs  erhalten  wird.  Er  zeigt  dann  an  je 
einem  Beispiele  Fermat*s  Methode  der  grössten  und  kleinsten  Werthe, 
das  von  Sluse  angegebene  Tangentenverfahren,  die  Quadraturen  des 
Wallis.  Hier  schliesst  sich,  der  geschichtlichen  Zeitfolge  entsprechend, 
die  sämmtliche  Probleme  umfassende  Thätigkeit  Leibnitzens  an,  in 
ihren  Endzielen,  aber  nicht  in  ihren  Mitteln  mit  New  ton  ^s  Fluxions- 
rechnung  sich  begegnend.  Vielleicht  wäre  dabei  zu  betonen  geweseih 
dass  die  mathematischen  Hanptverdienste  beider  grosser  Männer  gar  nicht 
in  diesen  Erfindungen  liegen,  welche,  von  langer  Zeit  vorbereitet,  auch 
weniger  genialen  Persönlichkeiten  hätten  gelingen  können.  Für  Leib- 
nitz ist  dieser  Gedanke  wenn  nicht  durchgeführt,  mindestens  angedeutet 
in  Gestalt  eines  Lebensbildes,  in  welchem  dessen  einzelne  mathematische 
Leistungen  hervortreten.  Dass  in  den  Anmerkungen,  welche  dem  un- 
veränderten Abdrucke  der  Abhandlung  von  1684  folgen,  eine  Fülle  von 
Gelehrsamkeit  niedergelegt  ist,  wird  Niemandem  unvermuthet  sein,  der 
Hrn.  GieseTs  frühere  Arbeiten  kennt.  Uns  sind  dabei  nur  wenige, 
verhältnissmässig  unbedeutende  Irrthümer  aufgestossen.  Der  Algorithmus 
demonstratus  kann  nicht,  wie  man  früher  annahm,  von  Regiomonta* 
nus  herrühren,  weil  er  bereits  in  dem  bekannten  Basler  Codex  F.  II,  33 
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vorkommt,  der  im  XIV.  Jahrhundert  geschrieben  ist.  Nach  Herrn  Treut- 
lein*8  anmnthender  Meinung  dürfte  Jordanus  Nemorarius  der  Ver- 
fasser sein.  Jordanus  selbst  ist  nicht  aus  der  Umgegend  von  Mainz 
gebürtig,  sondern  aus  Mitteldeutschland,  wenn  auch  seine  Heimath  der 
Diöcese  Mainz  zugetheilt  war.  Fuü  Teutonius  de  Saxonia,  villa  quae  diciiur 
Boreberge  in  dioecesa  Moguntia  oriunduSy  erzählt  der  Geschichtsschreiber 
des  Predigerordens,  und  dieser  Ort  ist  das  heutige  Borgentreich  am  wald- 
reichen Bggegebirg,  wodurch  der  Beiname  Nemorarius  gerechtfertigt 
ist,  während  der  Vorname  Jordanus  in  westphälischen  Geschlechtern 
wiederholt  vorkommt.  Die  sogenannten  inversen  Tangentenaufgaben  end- 
lich gehen  bis  auf  Keppler  zurück,  der  eine  solche  in  seiner  lateini- 
schen Nova  Stereometria  doliorum  (Opera  ed.  Frisch,  IV,  598)  gelöst 
hat,  wie  Referent  gelegentlich  bemerkte.  Cantor. 


Die  Basler  Mathematiker  Daniel  BemouUi  und  Leonhard  Euler,  hundert 
Jahre  nach  ihrem  Tode  gefeiert  von  der  Naturforschenden  Gesell- 
schaft zu  Basel.  Anhang  zu  Theil  VII  der  Verhandlungen  der  Natur- 
forschenden Gesellsch.  zu  Basel.  Basel  1884,  H.  Georges  Verlag.  95  S. 
Daniel  Bernoulli  starb  zu  Basel  am  17.  März  1782,  Leonhard 
Eni  er  zu  St.  Petersburg  am  18.  September  1783.  Die  Natur  forschen  de 
Gesellschaft  der  Vaterstadt  der  beiden  grossen  Gelehrten  hatte  das  Recht 
sowohl  als  die  Pflicht,  die  hundertjährige  Wiederkehr  dieser  Daten  als 
Erinnerungstage  zu  begehen.  Die  Bemoullifeier  fand  dementsprechend 
am  Samstag,  18.  März  1882,  die  Eulerfeier,  muthmasslich  weniger  Ge- 
wicht auf  die  Wahl  des  Tages ,  als  auf  Vermeidung  der  Universitätsferien 
legend,  am  Samstag,  17.  November  1883  statt.  Festreden  hielten  bei  der 
ersteren  Gelegenheit  die  Herren  Fr.  Burckhardt  und  Ed.  Hagen- 
bach-Bischoff,  bei  der  zweiten  ausser  den  Genannten  auch  Herr 
H.Kinkel  in.  Sämmtliche  fünf  Vorträge  liegen  gedruckt  vor  uns.  Wer, 
mit  der  Geschichte  der  Wissenschaften  vertraut,  diese  Gelegenheitsschrift 
durchliest,  wird  wohl  nicht  viel  Neues  finden,  auch  kaum  solches  erwar- 
ten, nachdem  die  Einzelforschung  wiederholt  mit  beiden  hervorragenden 
Schweizern  sich  beschäftigte.  Ein  solcher  Leser  wird  vielleicht  auch  zu 
bemängeln  wissen,  dass  Bernoulli 's  Verdienste  um  die  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung, Euler*s  zahlentheoretische  Leistungen  ohne  ein  Wort  der 
Anerkennung  geblieben  sind.  Wohlthuend  wird  er  aber  die  Wärme  der 
Farben  empfinden,  in  welchen  beide  Lebens-  und  Charakterbilder  ent- 
worfen sind.  Um  eben  dieses  Vorzugs  willen  darf  man  das  Büchelchen 
Denen  empfehlen,  welche  erstmalig  eine  Gesammtdarstellung  dessen  zu 
lesen  wünschen,  was  Daniel  Bernoulli,  was  Leonhard  Euler,  im 
Lichte  unserer  Zeit  gesehen,  für  die  Wissenschaften  bedeuten. 

Cantor. 

Hlat.-]it.  Abthlir.  d.  Z«ltMhr.  i.  M»ih.  n.  Khjt.  XXIX,  5.  14 
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Historische  Studie  über  die  Entwickelang  der  Omndbegriffe  der  WSrme- 
fortpflanznng  von  Albrrt  Ktgoenbach.  Wissen scbaftlicbe  Beilage 
znm  Bericbt  über  das  Gymnasinm.  Scbnljabr  1883  —  84.  Basel. 
39  S.  40. 
Kaum  ein  anderer  Theil  der  Physik  bat  in  dem  verhSltnissmSssig 
kurzen  Zeitraum  etwa  eines  Jahrhunderts  so  durchaus  andere  Gestalt 
angenommen,  wie  die  Lehre  von  der  Wfirme.  Liegt  in  dieser  Thatsache 
ein  Grund  zur  Zuversicht  oder  zur  Beunruhigung?  Dürfen  wir  hoffen, 
die  Wissenschaft  sei  heute  bei  richtigen  Grundgedanken  angelangt,  oder 
müssen  wir  befürchten,  das  Morgen  werde  über  das  Heute  in  gleicher 
Weise  zur  Tagesordnung  übergehen,  wie  das  Heute  Über  das  Gestern? 
Geschichtliche  Forschung  führt  den  Verfasser  des  Basler  Gymnasialpro- 
gramms dahin,  diese  Furcht  wenigstens  einigermassen  zu  zerstreuen, 
indem  er  zeigt,  dass  die  Wissenschaft  denn  doch  nicht  in  jShen  Um- 
schwüngen, sondern  in  allmäliger  Fortentwickelang  sich  bilde,  dass  eine 
grössere  Stetigkeit  thatsächlich  vorhanden  sei,  als  der  bemerke,  der  nur 
Anfangs-  und  Endzustand,  nicht  aber  die  dazwischen  liegenden  Gestalten 
beobachte.  In  diesem  Entwickelnngssinne  schildert  uns  Herr  Riggen- 
bach  auf  17  Seiten  Text  und  ebenso  vielen  Seiten  „Zusfttze**,  d.  h. 
beweisenden  Zwischenuntersuchungen  für  das  im  Text  beweislos  Aus- 
gesprochene, den  Gang,  den  die  Wärmelehre  von  Newton,  Richmann, 
Lambert  bis  aufFourier  und  dessen  Nachfolger  genommen  hat.  Wir 
wohnen  der  Entdeckung  des  Wärmemischungsgesetzes  bei,  sehen  das- 
selbe, kaum  gewonnen,  bedroht  durch  die  Mischung  ungleicher  Stoffe, 
gerettet  durch  den  Begriff  der  latenten  Wärme.  Nun  erscheint  Pictet^s, 
erscheint  Prevost's  Lehre  von  der  Wärmestrahlung.  Vergebens  bekämpft 
Rumford  ihre  stoffliche  Auffassung.  Seine  auf  Bewegungserscheinungen 
gegründete  Erklärung  ist  selbst  noch  nicht  reif,  findet  auch  keine  reifen 
Schüler.  Damit  sie  Anerkennung  finde,  muss  erst  der  von  Hnygens 
vermuthete,  inzwischen  vergessene  Aether  durch  Thomas  Young  neuer- 
dings in  seine  Rechte  eingesetzt  werden;  so  lange  die  Emanationstheorie 
des  Lichtes  sich  erhält,  ist  eine  kinetische  Wärmetheorie  unmöglich.  Und 
abgesehen  von  der  Erklärung  dessen,  was  Wärme  ist,  bietet  ihre  Fort- 
pflanzung noch  Räthsel  über  Räthsel.  Wärmestrahlung,  Wärmeleitung 
sind  zwei  durchaus  verschiedene  Arten,  in  welchen  die  Temperaturen 
der  Körper  sich  untereinander  ausgleichen.  Erst  Fourier's  Wärmefluss 
hilft  über  die  Schwierigkeiten  dieses  Gegensatzes  hinaus.  So  die  rohesten 
Umrisse  des  von  Herrn  Riggenbach  gezeichneten  Entwickelungsbildes. 
Es  darf  als  ein  wohlgelungenes  bezeichnet  werden,  und  insbesondere  die 
Znsätze  möchten  wir  allgemeinerer  Kenntnissnahme  empfehlen.  Den 
Schlnss  bildet  ein  ausfuhrliches  Literaturverzeichniss.  Cantor 
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Das  Prinoip  der  Infinitesimal -Methode  und  seine  Geschichte.  Ein  Ca* 
pitel  znr  Grnndlegnng  der  Erkenntnisskritik.  Von  Dr.  Hermann 
Cohen,  ordentlichem  Professor  der  Philosophie  an  der  Universität 
Marburg.  Berlin,  Ferd.  Dümmler's  Verlagsbnchhandlnng.  1883. 
VII,  162  S. 
Der  Versuch ,  an  der  Hand  der  geschichtlichen  Entwickelung  in  die 
Geheimnisse  der  vielfach  sogenannten  Metaphysik  des  höheren  Galculs  ein- 
zudringen, ist  zweifellos  ein  allseitiger  Billigung  würdiges  Unternehmen ; 
Philosophen,  Mathematiker  und  alle  Naturforscher,  die  an  der  Klärung 
der  OrundbegrifTe  ihrer  Wissenschaft  Interesse  haben,  sind  gleichmässig 
an  dem  Wunsche  betheiligt,  dass  jener  Versuch  ein  gelungener  sein  möge. 
In  der  That  haben  wir  es  auch  mit  einer  geistvollen  und  anregenden 
Schrift  zu  thun,  deren  Lecture  aber  —  dies  zu  verschweigen  haben  wir 
keine  Ursache  —  zumal  dem  Mathematiker  kein  leichtes  Stück  Arbeit 
bietet.  Während  nämlich  in  unserer  Zeit  die  Philosophed  dann,  wenn 
sie  sich  auf  dem  Grenzgebiete  ihrer  eigenen  Disciplin  bewegen,  die  ihnen 
vertraute  und  geläufige  Ausdrucks*  und  Darstellungs weise  möglichst  zu 
vermeiden  oder  doch  den  Gewohnheiten  eines  grösseren  Leserkreises  an- 
zupassen bestrebt  zu  sein  pflegen ,  tritt  in  unserer  Vorlage  das  Küstzeug 
der  philosophischen  Arbeit  un verhüllt  zu  Tage.  Wir  haben  kein  Recht, 
hieraus  dem  Verfasser,  der  in  erster  Linie  für  seine  Fachgenossen  schreibt, 
einen  Vorwurf  zu  machen,  können  aber  das  Bedauern  nicht  unterdrücken, 
das«  eben  durch  jene  Eigen thümlichkeit  das  Bekanntwerden  und  die  Ver- 
breitung des  Oohen^schen  Buches  in  jenen  Kreisen,  an  welche  diese 
ansere  Besprechung  sich  richtet,  erheblich  erschwert  werden  dürfte. 

Der  eigentlich  historischen  Untersuchung,  als  dem  Hauptbestand- 
theile  der  Schrift,  geht  eine  orientirende  Einleitung  voraus.  Der  Ver- 
fasser erörtert  das  Wesen  der  Logik  und  der  Erkenntnisslehre,  zwischen 
welchen  beiden  Disciplinen  er  eine  schärfere  Grenzlinie  gezogen  wissen 
will,  als  dies  andere  Methodiker,  z.  B.  Wundt,  thun  möchten,  ja  er 
wünscht  sogar  den  Terminus  „Erkenntnisstheorie"  aus  der  Wissenschaft 
verbannt  und  dafür  „Erkenntnisskritik"  gesetzt  zu  sehen.  Erkenntniss- 
kritischer Erörterung  unterliegt  auch  der  Begriff  des  Infinitesimalen ;  man 
habe  diesen  Umstand,  so  meint  der  Verfasser,  Über  der  ebenfalls  nicht 
hinlänglich  klargestellten  logischen  Bedeutung  des  fraglichen  Begriffes 
übersehen.  Es  soll  mithin  gezeigt  werden,  „dass  jene  vermisste  logische 
Begründung  des  Differentialbegriffes  in  einem  erkenntnisskritischen  Grund- 
satze, und  zwar  in  dem  der  Kategorie  der  Realität  entsprechenden,  somit 
in  dem  Grundsatze  der  intensiven^  Grösse  oder  der  Anticipationen  ent- 
halten sei".  Als  vorbereitend  erscheint  dem  Verfasser  ferner  eine  Aus- 
einandersetzung mit  der  Kau  tischen  Schule  betreffs  des  Wesens  der 
M Anschauung^';  diese  ist  ihm  die  Beziehung  des  Bewusstseins  auf  ein 
Gegebenes   oder  besser   auf  ein   Unbekanntes    als    Gegebenes.     Sehr  im 
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Rechte  ist  der  Verfasser  mit  seiner  Behauptung,  dass  der  Differential- 
hegriff in  letzter  Instanz  den  mechanischen  Problemen  seine  Formnlirnng 
zu  danken  gehabt  habe;  nicht  minder  vird  man  seiner  Ehrenrettung  der 
D  esc  artesischen  Philosophie  gegenüber  den  Dühring'schen  Bemänge- 
lungen nur  beipflichten  können.  Einen  Wunsch,  den  der  Verfasser  auf 
S.  30  ausspricht,  dass  nämlich  die  Bedeutung  der  Kosmologie  des  6ior- 
dano  Bruno  für  die  Behandlung  des  Infinitesimalen  zum  Gegenstande 
besonderer  Forschung  gewählt  werden  möge,  kann  derselbe  nunmehr^ 
bereits  zu  den  erfüllten  reebnen ,  da  inzwischen  eine  ausgezeichnete 
Arbeit  von  Lasswitz  über  die  Stellung  des  italienischen  Naturphiloso- 
phen in  der  Geschichte  der  Atomistik  (in  der  Vierteljahrsschrift  f.  wiss« 
Phil.)  erschienen  ist.  Mit  der  in  ihrer  Art  freilich  ganz  wohlbegründeten 
und  nur  eben  leicht  zu  Missverständnissen  Anlass  bietenden  Bemerkung 
aber,  dass  der  Grenzmethode  „alle  schöpferische  Positivität  abgehe", 
wird  Herr  Cohen  bei  den  Analytikern  wenig  Glück  machen.  Der  Verf. 
verbreitet  sich  dann  weiter  über  die  kinematischen  Umgehnngsversnche 
des  XVII.  Jahrhunderts,  über  das  Tangentenproblem,  über  die  Wichtig- 
keit des  limitirenden  Urtheils  gerade  für  die  vorwürfigen  Fragen,  über 
den  Coutinuitätsbegriff,  dessen  Ausbildung  wesentlich  gefordert  zu  haben, 
er  als  ein  Verdienst  Barrow^s  bezeichnet.  Von  diesem  Lehrer  New- 
ton^s,  für  dessen  gründliche  Würdigung  man  jedenfalls  dankbar  sein 
muss,  schreitet  die  Darstellung  fort  zu  Galilei,  der  allerdings,  indem 
er  zuerst  die  Definition  der  Beschleunigung  und  der  gleichförmig  be- 
schleunigten Bewegung  gab,  für  die  scharfe  Durchdringung  und  Ver- 
ständlichmachung  des  Unendlichkeitsbegriffes  das  Grösste  geleistet  hat. 
Dies  anerkennend  und  betonend,  fährt  unser  Verf.  fort  (8.  47):  „Es  ist 
also  keineswegs  die  „„ Muskelempfindung "'V  welche  Galilei  bei  diesem 
Grundgedanken  leitet;  mit  solchen  sinnlichen  Exemplificationen  am  eige- 
nen Leibe  war  der  dichte  Schleier  nicht  zu  lüften,  der  über  die  ganze 
Natur  ausgebreitet  ist.**  Ohne  dass  es  ausdrücklich  gesagt  wäre,  scheint 
uns  mit  dieser  Stelle  eine  Polemik  gegen  die  bezüglichen  Aussprüche 
von  Du  bring  (Kritische  Geschichte  der  allgemeinen  Principien  der  Me- 
chanik, 2.  Aufl.,  S.  24)  und  Lasswitz  (Atomistik  und  Kriticismus,  8.65) 
eröffnet  werden  zu  sollen,  und  zu  einer  solchen  Polemik  dünkt  uns  kein 
rechter  Grund  vorzuliegen.  Denn  es  steht  eben  doch  urkundlich  fest, 
dass  Galilei  die  Muskelkraft  als  die  einzige  Eraftäusserung,  über  welche 
dem  Menschen  eine  unmittelbare  Erfahrung  zusteht,  gewissermassen  zur 
Norm  des  Kraftmaasses  sich  ausersehen  hatte,  und  darin  sollte  man  im 
Hinblick  auf  die  metaphysischen  Tüfteleien,  in  welchen  sich  sein  Zeit- 
alter über  den  Kraftbegriff  zu  ergehen  liebte,  einen  ungeheuren  Fort- 
schritt erkennen.  Denn  dass  Galilei  in  seinen  „ antropomorphen  Vor- 
stellungs weisen**  nicht  stecken  blieb,  ist  ja  bekannt,  aber  nimmer  würde 
er,    ohne   dieses   Vorbereitungsstadium  zurückgelegt  zu  haben,    sich   zu 
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seinen  hohen  Generalisationen  haben  emporschwingen  können.  Der  Verf. 
zieht  anch  die  freilich  recht  schwankende  Terminologie  der  Oalilei'schen 
Dynamik  als  Beweis  für  eine  gewisse  Schwäche  der  begrifflichen  Auf- 
fassung an,  allein  gerade  diese  Thatsache  lässt  anscheinend  eine  Inter- 
pretation zu  unseren  Gunsten  zu,  insofern  die  ursprüngliche  naire  Auf- 
fassung von  dem  grossen  Naturforscher  auch  während  seiner  späteren 
Lebensjahre  nicht  vollkommen  abgestreift  werden  konnte. 

Wie* man  aus  noserer  kurzen  Inhaltsanal jse  ersehen  haben  wird, 
war  auch  schon  in  der  „ Einleitung*'  des  geschichtlichen  Materials  genug 
vorhanden;  es  handelte  sich  da  eben  um  die  Vorgeschichte  der  eigent- 
lichen Infinitesimalrechnung.  Die  zweite  Abtheilung  ist  speciell  der 
Leibni Zusehen  Periode  und  den  daran  sich  anschliessenden  Specula- 
tionen  über  die  Principien  der  höheren  Analyeis  bis  herein  in  unser 
Jahrhundert  gewidmet.  Der  Verf.  ist  auf  das  Eifrigste  bestrebt,  aus  den 
Abhandlungen  und  noch  mehr  aus  dem  Briefwechsel  von  Leibniz,  der 
uns  auch  in  der  That  so  manchen  Einblick  in  sein  Geistesleben  zu  thun 
gestattet,  die  einzelnen  Phasen  des  gewaltigen  Denkprocesses  zu  isoliren, 
welcher  schliesslich  zur  Conception  des  Unendlichkleinen  führte.  Den 
eigentlichen  Kern  der  Leibniz'schen  Gedankenreihe  erkennt  er  in  dessen 
„Gesetz  der  Continuität*\  und  zugleich  vindicirt  er,  was  wohl  vielen  seiner 
Leser  neu  sein  wird,  dem  Franzosen  Varignon  die  Ehre,  die  beste 
Benennung  für  das  neue  mysteriöse  Etwas  in  Vorschlag  gebracht  zu 
haben,  nämlich  das  Wort  „inepuisable^^.  Zur  Grösse  im  üblichen  Sinne 
wird  für  Leibniz  nach  des  Verf.  Nachweisungen  das  Differential  dx 
erst  dann,  als  er  sich  über  die  Existenz  und  geometrische  Bedeutung  der 
höheren  Differentialquotienten  Klarheit  verschafft  hat;  „mit  dieser  An- 
erkennung des  Grades  ist  das  dx  als  Grösse,  nämlich  als  diejenige  neue 
Art  von  Grösse  anerkannt,  von  der  die  Alten  zwar  die  Ahnung  hatten, 
aber  keine  Bestimmung  zu  treffen  vermochten:  als  die  im  Intensiven  be- 
ruhende, durch  das  Inezteusive  vermittelte  Grösse *^  Es  ist  jedenfalls 
von  hohem  Interesse,  durch  den  Verf.  darüber  belehrt  zu  werden,  dass 
die  nicht  seltenen  Sprünge,  Willkürlichkeiten  und  —  für  den  modernen 
Leser  —  Unerklärlichkeiten,  mit  denen  wir  Leibniz*  Begründung  des 
Differential-  und  Integral calculs  behaftet  sehen,  doch  immerhin  aus  einer 
zielbewussten  und  systematischen  Weltansicht  entflossen  sind  und  im 
Wesentlichen  nur  uns  Epigonen,  die  wir  im  gesicherten  Besitze  des  kost- 
baren Erbes  uns  wohlfühlen,  so  erscheinen,  zugleich  aber  eine  Vorstel- 
lung von  der  furchtbaren  Schwierigkeit  verleihen,  welche  die  Durch- 
geistigung  eines  so  spröden  Stoffes  mit  sich  brachte.  —  Zu  Newton 
übergehend,  sucht  der  Verfasser  darzuthun,  dass  sowohl  in  der  Grund-, 
anschauung,  als  auch  in  der  Tendenz  zwischen  Ersterem  und  seinem 
deutschen  Nebenbuhler  eine  weit  grössere  Harmonie  obwaltete,  als  man 
gemeiniglich   annimmt;    beide   Forscher  hätten   den  erkenntnisskritischeu 
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Grund  des  von  ihnen  geschaffenen  BegrifiPes  durchschant.  Nunmehr  kommt 
Euler  an  die  Eeihe,  dessen  auf  Selbsttäuschung  beruhende  NuUenrech. 
nung  —  unseres  Erachtens  ein  deutlicher  Beweis  für  die  philosophiecfae 
Schwäche  des  auf  seinem  eigentlichen  Gebiete  Unübertreff baren  —  Herr 
Cohen  wohl  etwas  zu  günstig  beurtheilt,  obgleich  er  die  Motive  tod 
Euler 's  Irrthum  scharfsinnig  zu  analysiren  und  als  warnendes  Beispiel 
auszunützen  weiss.  L'Huilier's  und  Lagrange 's  Hinneigung  zur 
Grenzwerthrechnung  findet,  was  uns  jetzt  nicht  «mehr  Wunder  nehmen 
kann,  die  Billigung  des  Verf.  nicht,  wogegen  er  in  den  etwas  schwer 
verständlichen  Aeusserungen  Carnot's  wenigstens  die  richtige  Ahnung 
des  Continuitätsgesetzes  herausfühlen  zu  können  glaubt.  Auch  den  deut- 
schen Jung-Leibnizianeru  Wolf,  Baumgarten,  Lambert  wird  ihr 
Recht,  und  sehr  eingehend  verweilt  die  Schilderung  selbstverständlich 
bei  Kant,  der  mit  seinem  Terminus  der  intensiven  Grösse  doch  wahr- 
scheinlich eben  dasselbe  habe  ausdrücken  wollen,  was  seine  sämmtlichen 
Vorläufer,  von  Galilei  an,  im  Sinne  hatten.  Die  Versuche  Ben- 
david*s  und  E.  G.  Fi  seh  er 's,  den  Begriff  des  Unendlichen  und  des 
Differentiales  als  dem  menschlichen  Vorstellungsvermögen  direct  entsprossen 
hinzustellen,  verdienen  jedenfalls  die  ihnen  vom  Verf.  geschenkte  Be- 
achtung, nachdem  der  Specialhistoriker  der  deutschen  Mathematik  sich 
gar  nicht  um  sie  bekümmert  hat.  Auf  Fischer  stützte  sich  Fries,  dem 
ebenso,  wie  seinem  Schüler  Apelt,  ein  klares  Verständniss  der  strittigen 
Fragepunkte  nachgerühmt  wird.  Endlich  lässt  der  Verf.  auch  noch  die 
neueren  Vertreter  der  mathematisch -philosophischen  Richtung  Revue  pas- 
siren,  H.  Schwarz,  Schmitz-Dumont,  Dühring,  du  Bois-Rey- 
mond  und  Cour  not,  welch*  Letzterer  sich  am  meisten  dem  vom  Verf. 
selbst  vertretenen  Standpunkte  der  Erkenntnisskritik  genähert  habe. 

Ueber  den  dritten  Abschnitt,  in  welchem  das  mathematische  Element 
gegen  das  rein  philosophische  sehr  in  den  Hintergrund  tritt,  dürfen  wir 
uns  an  diesem  Orte  kurz  fassen.  Der  neuere  Atomismus ,  wie  er  beson- 
ders bestimmt  von  Lasswitz  vertreten  wird,  wird  sich  allerdings  mit 
d«n  hier  (S.  134flgg.)  aufgestellten  Behauptungen  auseinanderzusetzen 
haben.  Auch  darüber,  ob  wirklich  durch  die  Cohen*sche  Fassung  des 
Infinitesimalbegriffes  die  Frage  nach  dem  „Ding  au  sich'^  aus  der  Welt 
geschafft  werden  wird,  dürften  die  Ansichten  auseinandergehen,  lieber 
die  Polemik  gegen  die  übliche  Begründung  der  psychophysischen  Grund- 
gesetze massen  wir  uns  kein  giltiges  Urtheil  an;  aber  das  dürfen  wir 
aussprechen,  dass  der  Satz  (S.  159),  das  Verhältniss  von  Empfindung 
und  Reiz  könne  nicht  als  Function  im  mathematischen  Sinne  gefasst 
werden ,  nicht  das  Richtige  trifft.  Wie  ee  bei  seiner  wesentlich  geschicht- 
lichen Methode  zu  arbeiten  vollkommen  erklärlich  ist,  scheint  dem  Verf. 
die  ungemein  einschneidende  Erweiterung  des  Functionsbegriffes  ent- 
gangen zu  sein,  die  man  Dirichlet  und  seiner  Schule  verdankt.    Ueber- 
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haupt  wäre  es  dankbar  anzaerkennen  ^  wenn  der  Verf.  seine  Definitionen 
des  Differentials  und  Integrals  nun  auch  recht  intensiv  daraufhin  prüfen 
wollte,  ob  sie  sich  auch  völlig  mit  den  grossartigen  Modificationen  ver- 
tragen,  welche  die  Analjsis  des  Unendiichen  in  den  letzten  Decennien 
erfahren  hat.  Dann  erst  wird  er  auch  darauf  rechnen  dürfen,  seine  ~ 
wahrlich  in  harter  und  eindringlicher  Gedankenarbeit  gewonnenen  — 
Ergebnisse  von  den  Mathematikern  allseitig  gewürdigt  und  vielleicht  an- 
genommen zu  sehen;  vorläufig  wird  sich  die  philosophische  Einkleidung 
jener  Besultate  wohl  noch  vielfach  als  ein  Hinderniss  erweisen,  welches 
sich  einem  allgemeineren  Bekanntwerden  derselben  entgegenstellt. 

Ansbach.  Dr.  S.  Günther. 


unsere  Naturerkenntnis ,  Beiträge  zu  einer  Theorie  der  Mathematik  und 
Physik.     Von  Dr.  K.  Kboman,  Docent  der  Philosophie  a.  d.  Uni- 
versität zu  Kopenhagen.     Von  der  K.  dän.  Akademie  der  Winsen. 
Schäften    mit    der    goldenen   Medaille   gekrönte   Preisschrift.     Ins 
Deutsche  übersetzt  unter  Mitwirkung  des  Verfassers  von  Dr.  R. 
VON  Fischer- Benzon.     Kopenhagen,  A.  F.  Host  &  Sohn.     1883. 
gr.  8^     XVII,  458  S. 
Dieses  Werk  ist  auch  von  deutscher  mathematischer  Seite  her  freu- 
dig zu  begrüssen,  da  es  mit  einer  in  philosophischen  Arbeiten  der  Neu- 
zeit   seltenen    Kenntniss    der    mathematischen    und    physikalischen   For- 
schungen  geschrieben  ist,   die  zu  fertigen  philosophischen  Resultaten  in 
klarer  Darstellung  durchgearbeitet  wird.    Dass  aber  diese  Kenntniss  immer 
noch  nicht  ganz  vollständig  ist  und  dass  selbst  diese  kleine  Lücke  noch 
wesentlichen  Eiufluss  auf  die  Resultate  übt,   wünscht  Recensent  im  Fol- 
genden  durch  Hervorheben   der  Differenzpunkte  mit  dem  Verfasser  auf- 
zuzeigen. 

Der  Verf.  analysirt  die  Grundverhältnisse  unseres  Naturerkennens 
and  gelangt  dabei,  Kant  gegenüber  und  mehr  in  Uebereinstimmung  mit 
Hume,  zu  einer  Eintheilung  aller  Wissenschaft,  insbesondere  der  Mathe- 
matik und  Mechanik,  in  zwei  Hauptarten:  der  Formal-  und  Real- 
wissenschaft,  von  denen  die  erstere  selbstgeschaffene  Objecto 
behandelt  und  Genauigkeit  und  Gewissheit  liefert,  die  zweite  vor- 
gefundene Objecte  zum  Gegenstande  hat,  wobei  nur  Annäherungen  und 
Wahrscheinlichkeiten  zu  erreichen  sind. 

Mit  einer  solchen  Theilnng  sind  heutzutage  wohl  die  meisten  Mathe- 
matiker einverstanden,  und  diese  Ansicht  ist  auch  schon  häufig  aus- 
gesprochen worden  (vergl.  z.  B.  meine  Recension  über  B.  Erdmaun^s 
n Axiome  der  Geometrie"  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  XXIll,  hist.-lit.  Abth. 
8.  82).  Dabei  weist  der  Verf.  schon  in  dem  formalen  Theile  dei  Wis- 
senschaft  der . Anschauung  gegebener   Raumbilder  in  Bezug   auf   das 
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Bilden  der  ersten  Urtheile,  der  Axiome,  die  wesentliche  Rolle  zn;  frei- 
lieh  nur  der  groben  Induction  vom  „primitiven  An8chaanng86cbritt*\  der 
unmittelbaren  Benrtheilung  einfacher  Raumbilder,  aus.  Für  die  Geometrie 
und  rationelle  Mechanik  wird  dies  richtig  sein;  aber  selbst  für  die  Logik 
soll  die  Einordnung  der  Arten  in  Gattungen  beim  Schliessen  auf  der 
räumlichen  Grössenanschauung  beruhen.  Rec.  möchte  hier  fragen,  ob 
nicht  schon  der  Ordnungsbegriff  zur  Bildung  des  Grössenbegriffs  der 
Arithmetik  genüge,  ja,  ob  nicht  jener  Begriff  sogar  nothwendige  Voraus- 
Setzung  sei  zur  Auffassung  der  Raumgrösse? 

In  diesem  formalen  Theile  der  Mathematik  erscheint  die  Stellung, 
welche  der  Verf.  gegen  die  Metageometrie  —  die  Nicht -Euklidische  Geo- 
metrie —  einnimmt,  am  schwächsten  motivirt.  Nachdem  er  S.  144  wenig- 
stens die  logische  Berechtigung  eines  solchen  Systems  zuzugeben  scheint, 
womit  für  den  Mathematiker  schon  viel  gewonnen  ist,  bestreitet  er  weiter- 
hin doch  die  formale  Existenzberechtigung  jener  Geometrie,  als  mit  un- 
seren unmittelbaren  Anschauungen  unverträglich.  Die  Auffassung  des 
Verf.  von  der  sphärischen  Nicht- Euklidischen  Geometrie  lässt  sich  aus 
dem  S.  158  stehenden  Satze  erkennen:  ,|Wie  werden  die  geradesten 
Linien  Kreise?  Dies  muss  nothwendig  auf  einem  der  folgenden  beiden 
Umstände  beruhen:  Entweder  kann  man  in  einem  solchen  Räume  nicht 
geradlinig  von  A  nach  B  gehen,  oder  der  geradlinige  Weg  ist  nicht  der 
kürzeste.'*  Und  seine  ganze  Beweisführung  richtet  sich  nur  gegen  diese 
beiden  Möglichkeiten. 

Hätte  der  Verf.  die  von  Cayley  und  F.  Klein  entwickelte  Nicht- 
Euklidische  Geometrie  genügend  gekannt,  so  konnte  er  nicht  zu  dem 
sowohl  in  der  Frage,  als  in  der  Alternative  der  Antwort  liegenden  Miss- 
verständnisse kommen.  Der  Verf.  beachtet  nicht,  dass  für  diese  Geo- 
metrie unser  Raum  drei  Dimensionen  hat;  dass  dafür  in  diesem  unse- 
rem Räume  alle  unsere  Anschauungen  bestehen  bleiben;  dass  unter  den 
„ Geradesten '*  desselben  genau  die  von  Euklid  betrachteten  gewöhn- 
lichen Geraden  gemeint  sind;  dass  wir  hierbei  insbesondere  die  Anschau- 
ung, dass  zwischen  zwei  Punkten  nur  eine  solche  Gerade  möglich  sei, 
festhalten ;  dass  diese  gerade  Strecke  auch  in  dem  Maassstabe  der  Nicht- 
Euklidischen  Geometrie  noch  die  kürzeste  bleibt;  dass  endlich  dieser 
Maassstab  auch  unabhängig  vom  Ort  und  constant  ist  —  und  dass  trotz 
alledem  diese  Nicht- Euklidische  Geometrie  das  Parallelenaxiom  nicht 
enthält I  Sie  giebt  nur  die  Vorstellung  auf,  dass  man  durch  einen  Punkt 
zu  einer  gegebenen  Geraden  eine  und  nur  eine  diese  nicht  schneidende 
Gerade  ziehen  kann,  also  die  Vorstellung  der  Euklidischen  Geometrie, 
dass  die  Gerade  im  Unendlichen  geschlossen  ist  —  was  ebenso  wenig 
in  unserer  Anschauung  zu  liegen  scheint,  als  die  Vorstellung  der  hyper- 
bolischen Geometrie,  dass  man  bei  gleichmässigem  Messen  auf  der  Ge- 
raden nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  zwei  verschiedenen  Grenz- 
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packten  zastrebt.  —  Ueberhanpt  zeigt  jene  Nicht -Euklidische  Geometrie, 
dass  der  Unterschied  in  diesen  verschiedenen  Systemen,  in  welche  wir 
unsere  Anscbanangen  fassen  können ,  ausschliesslich  in  dem  angewandten 
Maasastabe  liegt,  und  dass  dieser  innerhalb  eines  jeden  Systems  con- 
Btant  ist,  dagegen  der  eines  Systems  (auch  der  der  Euklidischen  Geo- 
metrie) relativ  veränderlich  nur  in  Bezug  auf  ein  anderes  System. 

Was  den  Verf.  und  die  Philosophen  überhaupt  in  diesen  Schlüssen 
irregeleitet  hat,  ist  einmal  das  Wort  „Krümmungsmaass",  das  nur  eine 
mathematische  Maasscharakteristik  ist  ohne  allen  Bezug  auf  die  Vorstellung 
des  „ Gebogenen *\  und  sodann  die  von  Helmholtz  auseinandergelegte 
bildliche  Deutung  der  Nicht- Euklidischen  Geometrie  als  Geometrie  auf 
einer  sphärischen  bez.  pseudosphärischen  Fläche  —  ein  Bild,  das  be- 
kanntlich mit  jener  Geometrie  nicht  einmal  vollständig  stimmt,  wenn  man 
sich  nicht  auf  einen  Theil  der  Fläche  beschränkt.  Es  Hesse  sich  leicht 
im  Einzelnen  aufweisen,  wie  alle  Schlüsse  des  Verf.  gegen  die  Meta- 
geometrie  auf  jenem  Missverständnisse  des  „Erümmungsmaasses^*  beruhen; 
es  wird  aber  genügen ,  auf  die  obige  unzutreffende  Frage  und  die  daran 
geknüpfte  Alternative  hingewiesen  zu  haben. —  Endlich  soll  noch,  S.  164 
und  165  gegenüber,  betont  werden,  dass  jene  verschiedenen  Systeme  auch 
nicht  mehr  Willkürliches  in  sich  tragen,  als  das  Euklidische,  und  dass 
sie  ebenso  vollständig  durchführbar  sind. 

Auch  mit  der  vom  Verf.  gegebenen  Lösung  der  Frage  in  der  realen 
Mathematik:  „wie  so  die  formale  Geometrie  in  unserem  Räume  allgemeine 
Giltigkeit  habe",  sind  wir  nicht  einverstanden.  Kann  es  befriedigen, 
wenn  der  Verf.  antwortet :  „dass  dies  eben  nur  insofern  geschehe,  als 
die  natürlichen  Objecte  den  Gedankenobjecten  entsprechen**  —  also,  wie 
der  Verf.  erläutert ,  dass  unsere  Geometrie  für  ein  Dreieck  auf  der  Erd- 
oberfläche eben  nur  soweit  gelte,  als  man  von  den  Bergen  etc.  absehen 
könne?  Will  jene  Frage  nicht  vielmehr  eine  Erklärung  dafür,  dass  man 
von  vornherein  annehme,  die  Euklidische  Geometrie  werde  sich  um  so 
genauer  bestätigen,  je  genauere  Messungen  in  unserem  Maasse  man  an- 
stellt? 

In  Bezug  auf  die  Auffassung  der  rationellen  und  realen  Mechanik 
sind  ganz  analoge  Bemerkungen  zu  machen.  Die  rationelle,  zunächst 
für  eine  selbstgeschaffene  Natur  giltige  Mechanik  baut  der  Verf.  aus  eini- 
gen Hauptprincipien  auf  —  dem  Galil einsehen  Trägheitsgesetz,  dem 
Gesetz  von  der  gegenseitigen  Unabhängigkeit  der  Kräfte  und  dem  der 
Gleichheit  von  Druck  und  Gegendruck  — ,  Principien,  die  aus  dem  Cau 
salsatz  (der  nur  eine  andere  Form  des  formalen  Identitätssatzes  sein  soll) 
Qnd  einigen,  aus  einfacher  unmittelbarer  Erfahrung  geschöpften  physi- 
schen Definitionen  abgeleitet  sein  sollen. 

Dieser  Auffassung  könnte  sich  Rec.  vollständig  anschliessen ,  wenn 
nur  das  willkürliche  Element,   das  in   den   verschiedenen  möglichen 
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Dofinitionen  liegt,  betont  worden  wäre.  Diese  Willkflrlicbkeit  ist  aber 
gerade  das  entscbeidende  Moment  für  die  Zweitheilnng  der  Mechanik  und 
das  Verhältniss  der  beiden  Theile  zu  einander.  Sie  zeigt,  sieh  schon  in 
der  ersten  Anwendung  des  Causalsatzes ,  dass  die  Dinge  ein  „constantes 
Verhalten"  haben;  denn  für  die  unmittelbare  Erfahrung  ist  nicht  klar, 
an  welcher  Stelle  der  Begriff  „Aenderung"  anfängt,  ob  bei  der  Ab- 
weichung des  Punktes  vom  Orte  oder  von  der  Kreisbahn  etc.  Man  kann 
also  die  Definition  von  „Kraft"  bedeutend  abändern  in  andere  berech- 
tigte Voraussetzungen  für  die  Naturerklärung,  und  erhält  doch  Systeme, 
welche  unsere  Erfahrungen  umfassen.  Freilich  nur  durch  Zurückführong 
auf  eine  grössere  Zahl  von  Principien,  also  auf  complicirtere  Weise; 
aber  dieser  relative  Vorzug  unseres  Systems  kann  doch  nicht  genügen, 
dasselbe  als  (auch  nur  relativ)  nothwendig  hinzustellen.  —  Diese  Ab- 
änderungsfähigkeit des  Systems,  welches  alle  Naturerscheinungen  um- 
fassen soll,  ist  sowohl  in  dem  Verfahren  Kirchhofes  ausgesprochen, 
der  nach  und  nach  passende  Abstractionen  aus  der  Erfahrung  in  ün 
möglichst  einfaches  System  verarbeitet,  als  in  der  SchelTschen 
Darstellung,  der  nur  mit  weniger  Schritten  zu  seinen  obersten  Sätzen 
der  rationellen  Mechanik,  mit  Betonung  der  Willkürlichkeit  der  Defini- 
tion, übergeht.  —  Ich  erinnere  ferner  an  die  au  das  Gesetz  der  Träg- 
heit angeknüpften  Betrachtungen:  dasselbe  bezieht  sich  in  der  rationellen 
Mechanik  auf  die  absoluten  Bewegungen  der  Körper;  da  uns  aber  nur 
relative  Bewegungen  zur  Erscheinung  kommen,  so  kann  es  durch  Er- 
fahrung, weder  durch  augenblickliche,  noch  durch  beliebig  fortgesetzte, 
überhaupt  nicht  als  „nothwendig"  erkannt  werden.  Hat  ja  infolge  dessen 
Mach  (Die  Mechanik  in  ihrer  Entwickelung,  Leipzig,  Brockhaus  1883) 
dieses  Princip  durch  die  Annahme  zu  ersetzen  gesucht,  dass  alle  Körper, 
etwa  proportional  ihrer  Entfernung  aufeinander  wirken. 

Wir  möchten  somit  den  Hauptsätzen  der  rationellen  Mechanik  weder 
die  Stellung  von  nothwendigen  Principien,  noch  die  von  nur  durch  Er- 
fahrung zu  bestätigenden  Hypothesen  zuweisen;  möchten  sie  vielmehr, 
da  sie  wohl  Voraussetzungen  für  die  Naturauffassung  und  -erkläruog 
sind,  aber  nicht  unabänderliche,  allein  mögliche,  einfach  als  TheorieD 
bezeichnen. 

Von  den  Resultaten  des  Verf.  bleibt  das  eine,  in  welchem  er  mit 
B.  Erdmann  übereinstimmt:  dass  die  Existenz  der  Mathematik  und  die 
Untersuchungen  über  die  Axiome  nichts  über  die  Frage  der  Aprioritat 
der  Baumanschauung  lehren,  jedenfalls  bestehen.  Wenn  sein  Werk 
aber  auch  in  der  ganzen  Materie,  welche  es  behandelt,  nicht  das  letzte 
Wort  gesprochen  hat,  so  glauben  wir  doch  demselben  das  Lob  ausspre- 
chen zu  dürfen,  dass  es  geeignet  scheint,  die  Verständigung  zwischen 
mathematischer  und  philosophischer  Forschung  wesentlich  zu  fördern. 

Erlangen,  März  1884.  M.  Nobtbbr. 
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Ueber  die  Anwendbarkeit  der  mathematischen  Methode  auf  die  Philo- 
sophie. Ein  Vortrag  von  Präsident  a.  D.  v.  Kibchmann,  nebst 
der  dabei  stattgehabten  Discnssion.  Nene  Folge,  4.  Heft  der 
Phil  OS.  Vorträge,  heransgeg.  von  der  Philosophischen  Gesell- 
schaft zu  Berlin.  Halle,  C.  E.  M.  Pfeffer.  1883.  66  S.  8^ 
Der  Vortrag  wirft  die  Frage  auf,  weshalb  die  Anwendung  der  geu- 

metrischeu  Methode  auf  die  Philosophie   nicht   hat  gelingen  wollen  und 

nicht   gelingen    kann.     Dies    soll    (S.  12  flgg )    auf   drei  der   Geometrie 

wesentlich  eigeuthümlichen  Umständen  beruhen: 

1.  dass  dieselbe  allein  im  Staude  ist,  ihre  obersten  Grundsätze,  mit 
denen  sie  beginnt,  unmittelbar  und  für  alle  EinzelHille  giltig 
unzweifelhaft  zu  beweisen; 

2.  dass  die  Subsumtion  der  neueren  besonderen  Gestalten  unter  die 
vorhergehenden  bei  ihr  in  höchster  Gewissheit  durch  Anschauung 
dargelegt  werden  kann; 

3.  dass  die  unendliche  Menge  der  Einzelfalle,  die  ein  geometrischer 
Begriff  befasst,  in  der  Geometrie  übersehen  und  so  der  an  einer 
einzelnen  bestimmten  Gestalt  geführte  Beweis  damit  zur  vollen 
Giltigkeit  für  alle  unter  den  Begriff  fallenden  Gestalten  erhoben 
werden  kann. 

Da  diese  drei  Umstände,  sagt  der  Vortrag,  bei  der  Philosophie  nicht 
vorhanden  sind,  ist  die  geometrische  Methode  auf  sie  nicht  anwendbar 
and  deshalb  auch  die  gleiche  Gewissheit,  wie  in  der  Geometrie,  bei 
ihr  nicht  zu  erreichen.  Und  in  Bezug  auf  1.  wird  (S.  12)  ausgeführt, 
dass  unter  jenem  obersten  Lehrsatz  der  sogleich  nach  den  Erklärungen 
kommende  erste  Congruenzsatz  gemeint  sei,  der  durch  das  im  Vorstellen 
sich  vollziehende  Uebereinanderlegen  zweier  Dreiecke  bewiesen  werden  soll. 

Hiermit  steht  das  vom  Vortragenden  in  seiner  Heplik  S.  56  Vor- 
gebrachte im  Widerspruch;  denn  daselbst  wird  die  Gewissheit  der  Geo- 
metrie auf  nicht  weiter  zu  beweisende  Grundbegriffe  und  Axiome,  welche 
den  Lehrsätzen  vorausgehen,  gestützt;  und  gerade  in  der  Existenz  jener 
wird  der  Unterschied  der  Mathematik  von  der  Philosophie  gefunden. 
Dass  zudem  jener  im  Vorstellen  zu  vollziehende  Process  des  Ueberein- 
anderlegens  überhaupt  noch  gar  keine  Definition  für  die  Gleichheit  liefert, 
wird  nicht  beachtet. 

Bei  dieser  schwankenden  Grundlage  scheint  es  nicht  nöthig,  auf  den 
vom  Vortragenden  besonders  urgirten  dritten  der  drei  Umstände  näher 
einzugehen;  nur  sei  hervorgehoben,  dass  hierbei  der  Erfahrung,  der 
sinnlichen  Anschauung  eine  wesentliche  Rolle  zugeschrieben  wird.  Noch 
muss  von  mathematischer  Seite  her  dagegen  aufgetreten  werden,  dass  der 
Vortragende  die  neueren  Aufstellungen  in  Bezug  auf  das  Parallelen - 
axiom  etc.  als  Einbrüche  der  Philosophie  in  das  mathematische  Gebiet 
und  als  witzige  Spiele  des  Denkens  bezeichnen  zu  können  glaubt  —  ein 
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völliges  Verkennen  der  Aufgabe  der  Mathematik,  ihre  Elemente  auf  Zu- 
sammenhang und  Abhängigkeit  von  allgemeineren  Voraussetzungen  hin 
zu  analysiren. 

Erlangen,  März  1884.  M.  Nobtheb. 

Logik.  Eine  Untersuchung  der  Prineipien  der  Erkenntniss  und  der  Me- 
thoden wissenschaftlicher  Forschung  von  Wilhelm  Wumdt.  Zwei 
Bände.  II.  Band.  Methodenlehre.  Stuttgart  1883,  bei  Ferdinand 
Enke.  XIII,  620  S.  Zweiter  Abschnitt.  Von  der  Logik  der 
Mathematik.     S.  74  bis  219. 

Wir  haben  in  der  Ueberschrift  genau  den  noch  nicht  ein  Viertel  des 
Bandes  einnehmenden  Abschnitt  genannt,  über  den  wir  berichten.  Diese 
räumlich  eingeschränkte  Behandlung  der  Mathematik  zeigt  uns  klar,  was 
der  Titel  des  Werkes  von  vornherein  vermuthen  lässt,  dass  nicht  ein 
Buch  des  Mathematikers  für  den  Mathematiker,  sondern  des  Philosophen 
für  den  Philosophen  uns  vorliegt,  allerdings  eines  solchen  Philosophen) 
der  den  Weg  zur  Psychologie  von  der  Physiologie  aus,  den  Weg  zur 
Kenntniss  der  Methoden  von  der  eigenen  Erfindung  fruchtbarer  For* 
schungsmittel  aus,  den  Weg  zur  Logik  von  eingehenden  mathematischen 
Studien  aus  kennen  lernte.  Diese  Eigenthümlichkeit  des  Verfassers  hat 
in  Verbindung  mit  dem  Bildungsbereiche  der  Leser,  an  die  er  sich  vor- 
zugsweise wendet,  und  durch  welchen  er  sich  selbst  begrenzt  fühlt ,  dem 
gross  angelegten  Werke  seinen  Stempel  aufgedrückt.  Wenn  der  Mathe- 
matiker es  mit  der  Loupe  ängstlich  durchmustern  wollte,  ob  nicht  da 
und  dort  eine  Bezeichnung,  eine  Benennung  unrichtig  gebraucht  wurde, 
wenn  der  Historiker  jedesmal,  wo  er  auf  den  Namen  Descartes  stösst, 
die  Frage  aufwerfen  wollte,  ob  wirklich  Alles  von  diesem  herrühre,  was 
ihm  da  zugeschrieben  wird,  gewiss,  es  würde  nicht  schwer  sein,  ein 
Sündenregister  zusammenzustellen.  Aber  solche  Splitterrichterei  wäre  hier 
nicht  am  Platze.  Der  Philosoph,  der  auch  nur  soviel  Mathematik  weiss, 
als  Herr  Wundt  ihn  kennen  lehrt,  wird,  die  kleinen  Irrthümer,  welche 
er  mitlernt,  inbegriffen,  doch  eine  nur  seltene  Spielart  seiner  Gattung 
sein,  und  dass  er  sich  so  auszubilden  den  Trieb  empfand,  ist  gerade  das 
hohe  Verdienst  des  geist-  und  kenntnissvollen  Verfassers.  Freuen  wir 
uns  daher  ohne  engherziges  Bekritteln  dessen,  was  der  philosophische 
Leser  der  Logik  an  mathematischen  Kenntnissen  sich  daraus  aneignen 
kann,  und  reden  wir  vorzugsweise  von  dem,  was  den  mathematischen 
Leser  darin  anmuthet.  Wir  werden  dabei  allerdings  auch  hier  mehr  bei 
Einzelheiten,  als  bei  Schilderung  des  Ideenganges  im  Ganzen  verweilen. 

Ist  die  Mathematik  Geisteswissenschaft,  ist  sie  Er fahrnngs Wissen- 
schaft? Diese  Frage  ist  vielfach  gestellt  worden.  Herr  du  Bois-Rey* 
mond  hat  bekanntlich  beiden  Auffassungen  gleiches  Recht  zugesprochen, 
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nachdem  tir  dem  Vertreter  de«  Idealismus  und  dem  des  Empirismus  in 
seiner  „  Allgemeinen  Functionentheorie*^  zu  ausgiebigem  Wechselgesprftche 
das  Wort  verlieh.  Herr  Wundt  sucht  erstlich  statt  der  beiden  von 
Herrn  du  Bois-Reymond  gebrauchten  Benennungen  die  des  Nomi- 
nalismus und  des  Realismus,  deren  er  schon  in  den  „Philosophischen 
Stndien*'  I,  105  sich  bedient  hatte,  bevor  die  AUg.  Functionenth.  er- 
schien ,  als  zutreffender  zu  vertheidigen ,  worin  wir  ihm  beipflichten ,  und 
beantwortet  dann  die  Hauptfrage  mit  doppeltem  Nein.  Nicht  in  dem 
menschlichen  Geiste  als  solchem  entapringen  die  mathematischen  Begriffe, 
nicht  Abspiegelungen  gegebener  Objecte  sind  sie;  die  Objecto  und  die 
durch  dieselben  ermöglichten  Abstractionen  geben  erst  vereinigt  jene  Be- 
griffe. Hierin  erkennen  wir  die  gleiche  Gesinnung,  die  wir  schon  1855 
in  der  Vorrede  zu  unseren  „Grundzügen  einer  Elementararithmetik"  aus- 
gesprochen haben,  wenn  wir  auch  weder  damals,  noch  heute  die  Ab- 
straction  so  weit  ausdehnen,  wie  Herr  Wundt,  welcher  schliesst,  „dass 
mathematische  Begriffe  zu  Stande  kommen,  indem  wir  von  allen  den- 
jenigen Elementen  der  Vorstellung  abstrahiren,  die  in  dem  Object  ihre 
Quelle  haben  ^*  (S.  108).  So  entsteht  freilich  auch  für  uns  der  erste 
Begriff  der  Zahl,  aber  die  Determinirung  des  Begriffes,  wie  die  inversen 
Operationen  der  Arithmetik  sie  nothwendig  machen,  greift  doch  wieder' 
auf  die  Objecte  als  Quelle  zurück. 

Natürlich  ist  Herr  Wundt  auch  auf  die  hier  angeführte  spätere 
Determinirung  des  Zahlbegriffes  eingegangen  und  scheidet  ihr  entspre- 
chend (S.  119)  Zahlarten  und  Zahlsysteme  aus.  Die  Zahlarten  sind 
die  der  ganzen,  der  gebrochenen,  der  stetig  aufeinander  folgenden  Zahlen. 
Durch  sie  ändert  sich  die  innere  Constitution  des  Zahlbegriffes.  Die 
Zahlsysteme  beziehen  sich  auf  die  äussere  Form  des  Zahlbegriffes,  auf 
die  Richtung;  durch  ihre  Veränderung  entstehen  positive,  negative,  com- 
plexe  Zahlen.  Die  laute  Betonung  des  hier  obwaltenden  Gegensatzes, 
wir  nennen  ihn  den  Gegensatz  der  Quantität  und  der  Qualität,  ist  sehr 
nach  unserem  Geschmack,  nicht  so  die  Wahl  jener  Namen.  Zahlsysteme 
würden  wir,  schon  wegen  des  allzu  verwandt  lautenden  Zahlensystems, 
am  liebsten  ganz  vermieden  wissen  und  das  Wort  Zahlarten  gerade  dafür 
gebraucht  sehen;  in  ihm  tritt  namentlich  die  Verschiedenartigkeit  der 
Zahlen  hervor,  welche  in  der  Richtung  ein  Bild,  keinen  En^ßtehungs- 
grnnd  besitzt.  Für  die  quantitative  Unterscheidung  dürfte  aber  das  Wort 
Zahlenschichtung  sich  rechtfertigen  lassen. 

Herr  G.  Cantorr  hat  bei  seinen  feinen  Untersuchungen  über  Man- 
nichfaltigkeiten  das  eigentlich  Unendliche  von  dem  uneigeutlich  Unend- 
lichen unterschieden,  wie  Hegel  der  wahren  Unendlichkeit  die  schlechte 
Unendlichkeit  gegenüberstellte.  Hier  hat  Herr  Wundt  (S.  128)  nun, 
wie  wir  glauben,  sehr  zutreffende  Namen  in  Vorschlag  gebracht.  Das 
tag  der  endlichen  Grösse  durch  unbegrenztes  Wachsthum  hervorgehende 
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Uueudliclie  nennt  er  das  Endlose  oder  Infinite;  der  fertige  Begriff 
der  Unendlichkeit,  der  von  Anfang  an  das  Merkmal  der  Begrenztheit, 
welches  den  endlichen  Grössen  zukommt,  nicht  besitzt,  beisst  ibnn  das 
Ueberendliche  oder  Transfinite. 

Wenn  von  mit  einander  in  Verbindnng  stehenden  Grössen  eine  sich 
verändert,  so  können,  den  Fall  periodischer  Functionen  ausgenommen, 
nicht  alle  anderen  unverändert  bleiben.  Wir  halten  diesen  Satz  für  ein 
Rrfahrungsaxiom.  Herr  Wundt  nennt  ihn  (S.  137)  das  Princip  der 
correspondirenden  Veränderungen  und  stellt  ihm  das  Princip 
der  Variation  der  Beziehungen  an  die  Seite,  wonach,  um  es  mathe- 
matisch auszusprechen,  einer  Variabein  nicht  sofort  andere  und  andere 
Werthe  beigelegt  zu  werden  brauchen,  sondern  man  berechtigt  ist,  die 
Variable  vorher  als  irgend  eine  Function  irgend  einer  oder  auch  mehrerer 
neuer  Variabein  zu  betrachten.  Auf  der  Anwendung  beider  Principien 
gemeinschaftlich  beruhen  alle  Methoden  der  Gleichnngsauflösungen. 

Die  Addition,  die  Multiplication  sind  synthetische,  die  Subtrac- 
tion  und  Division  sind  analytische  Operationen.  Jene  gehen  diesen 
voraus.  Warum  geht  aber  die  analytische  Differentiation  der  syntheti- 
schen Integration  voraus?  Herr  Wundt  sieht  (S.  209)  den  Grund  davon 
„in  dem  Problem  der  stetigen  Aenderung,  von  welchem  die  Infinitesimal- 
metbode  ausgehe;  indem  ihre  nächste  Aufgabe  darin  bestehe,  diesen 
Begriff  der  stetigen  Aenderung  zu  fixiren,  könne  sie  hierzu  nur  durch 
ein  analytisches  Verfahren  gelangen,  welches  auf  diese  Weise  zur  Grund- 
lage aller  weiteren  Methoden  werde**. 

Wir  haben  hier  weitaus  nicht  alle  Stellen  erwähnt,  bei  welchen  wir 
während  des  Lesens  mit  besonderem  Vergnügen  verweilten.  Soll  doch 
auch  unser  Bericht  keineswegs  ein  Kennenlernen  des  Buches  durch  eigene 
Anschauung  ersetzen,  sondern  nur  dazu  auffordern!  Cantob 


Neue  Anwendungen   der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  in  der  Statistik, 
insbesondere  bei  der  Vertheilung  der  Ehen  nach  dem  Lebensalter 
der    Ehegatten,    von    Luigi    Pbrozzo.      Deutsch    bearbeitet    von 
Oa^AB  Elb.     Dresden  1883,  Verlag  von  E.  L.  Knecht.    4^    13  S. 
Text,  6  Tabellen,  IX  Figurentafeln. 
Der  Verfasser   hat  sich    zu   seinen  Untersuchungen  der  Civilstands- 
register   des  Königreichs  Italien   für   die  Jahre  1878  und  1879  bedient, 
deren    Angaben   abgeschlossener  Ehen   er  theils   in  einer  Ebene,   theils, 
wozu  Zeuner  1869   den  Anstoss  gegeben  zu  haben  scheint,   im  Räume 
graphisch   darzustellen   wusste.     Die  so  erhaltene  Fläche  beruht  auf  fol- 
genden Annahmen :   In  der  Grundebene  sind  auf  zwei  zu  einander  senk- 
rechten Coordinatenaxen  die  verschiedenen  Lebensalter  von  Männern  und 
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Frauen  in  gleichen  Euti'ernangen  aufgetragen;  auf  jedem  Punkte  der 
Ebene,  welcher  die  Abschliessung  einer  Ehe  zwischen  Gatten  von  dem 
Alter  der  in  diesem  Punkte  sich  schneidenden  Coordinaten  bezeichnet, 
ist  wieder  uacb  einem  constanten  Maassstabe  die  Zahl  der  so  abgescblosse- 
nen  Ehen  als  z-Coördinate  senkrecht  aufgericbtet.  Wir  haben  hier  die 
Frage  nicht  zu  erörtern,  ob  es  gestattet  sei,  schon  die  Daten  zweier 
Jahre  in  einem  einzigen  Lande  zu  Folgerungen  auszubeuten.  Uns  inter- 
essiren,  wie  billig,. nur  die  Folgerungen  selbst,  also  im  gegebenen  Falle 
die  Gestalt  der  gewonnenen  Oberfläche  als  geometrischem  Orte  der  End- 
punkte der  in  erwähnter  Weise  hergestellten  t- Coordinaten.  Sie  hat 
einen  höchsten  Punkt  etwa  dort,  wo  die  mittleren  Alter  der  beiden  Ehe- 
gatten sieb  vereinigen ;  nach  der  jugendlichen  Seite  ist  ein  steiler  Abfall, 
etwas  weniger  steil  senkt  sich  die  Oberfläche  gegen  die  Seite  des  höheren 
Alters.  Querschnitte  parallel  zur  o:;^- Ebene  zeigen  sich  als  ziemlich 
ellipsenförmige  Curven,  während  Schnitte  durch  die  grösste  2 -Ordinate 
geführt  eine  bedeutende  Aehnlichkeit  mit  der  bekannten  Wahrscheinlich- 
keitscurve  darbieten.  Cantor 

Eserdzii  suUe  equazioni  differenziali  esposti  dairingegnere  Giulio  To- 
MASBLLi  con  introduzione  di  Francesco  Brioschi.  Napoli,  Milano, 
Pisa  1883.  Ulrico  Hoepli  editore-librajo.  XI,  364  pag. 
In  den  verschiedensten  Sprachen  ist  kein  Mangel  an  Uebnngs- 
bfichem  zum  Einarbeiten  in  die  einzelnen  Tbeile  der  Mathematik,  und 
insbesondere  für  die  Differential-  und  Integralrechnung  hat  das  Bedfirf- 
niss  solche  Aufgabensammlungen  vielfach  herstellen  lassen.  Wir  geben 
zu,  dass  das  Hauptgewicht  meistentheils  nicht  auf  Aufgaben  gelegt  wird, 
bei  welchen  die  Integration  von  Differentialgleichungen  in  Frage  kommt; 
aber  doch  sind  in  Schlömilch^s  Uebungsbuch  zum  Studium  der  höhe- 
ren Analysis  84  Seiten  diesen  Capiteln  gewidmet,  und  selbstverständlich 
gehören  alle  die  zahlreichen  Uebungsbeispiele  in  Boole^s  'Differential 
Equations  demselben  Gebiete  an.  Das  schliesst  natürlich  nicht  aus,  dass 
neue  Sammlungen  entstehen  können  und  jede  in  ihrer  Heimath  ein 
Publicum  findet.  Wir  wissen  nicht,  ob  die  italienische  Literatur  bereits 
ein  ähnliches  Werk  in  sich  schloss;  aber  jedenfalls  unterscheidet  das 
Tomaselli^scbe  Uebungsbuch  sich  in  einem  massgebenden  Gesichts- 
punkte  von  den  beiden  zum  Vergleiche  genannten  Schriften  deutscher  und 
englischer  Sprache.  Dort  sind  nach  Angabe  der  Methoden  und  Ausrech- 
nung einiger  Musterbeispiele  so  und  so  viele  Aufgaben  der  Selbstthätig- 
keit  des  Lesers  soweit  tiberlassen,  dass  ihm  nur  das  Endergebniss  noch 
mitgetheilt  wird,  welches  zu  erreichen  er  sich  anstrengen  soll.  Herr 
'Tomaselli  stellt  diese  Anforderung  nicht  an  seine  Leser.  Er  giebt  nur 
Ausgeführte   Aufgaben,    theils   den    Bool ersehen   Uebungen    entnommen, 
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tlieils  in  Fraukreich  als  Prüfangsaufgaben  praktisch  verwerthet,  tbeils 
von  Herrn  Tomaselli  selbst  erfanden.  Jede  einzelne  Anfgabe  ist  in 
mustergiltiger  Weise  discntirt,  so  dass  auch  bei  einem  Minimam  von 
geistiger  Anstrengung  eine  Lücke  im  allseitigen  Verständnisse  des  Ge- 
botenen  nicht  leicht  eintreten  kann.  Ob  dem  Leser  • —  sofern  wir  einen 
Schüler  als  solchen  uns  denken  —  damit  eine  wesentliche  Förderang 
gewährt  wird?  Nur  die  Erfahrung  kann  auf  eine  so  allgemein  gestellte 
Frage  antworten.  Wir  persönlich  wären  geneigt,  das  Buch  lieber  als 
allerdings  zu  bequemes  und  zu  breitspuriges  Hilfsbuch  für  einen  Lehrer 
zu  empfehlen,  der  Zeit  bei  der  Vorbereitung  zu  Unterrichtsstunden  über 
die  Anfangsgründe  der  Integration    von  Differentialgleichungen  ersparen 

^''^-  Cahtob. 


Essai  critiqne  snr  les  principes  fondamentaux  de  la  g^omdtrie  ^l^men- 
taire  ou  commentaire  sur  les  XXX LI  premi^res  propositions  des 
^Idments  d^Euclide  par  J.  Hoüel,  professeur  de  mathematiques  a 
la  facult^>  des  sciences  de  Bordeaux.  II.  c^dition.  Paris  1883,  chez 
Gautjiier -Villars.  VI,  91  pag. 
Die  Geometrie  Euklid 's  beherrscht  nahezu  2100  Jahre  lang  in  un- 
gestörter Alleinherrschaft  das  Reich  der  Mathematik.  Mochte  da  oder 
dort  ein  aufrührerischer  Unterthan  gegen  die  Anordnung  der  Sätze, 
gegen  einzelne  Vorschriften  —  insbesondere  gegen  die  Zumuthung,  das 
1 1.  Axiom  unbewiesen  anzuerkennen  —  Bedenken  tragen,  zum  Ausspruche 
solcher  Bedenken  kam  es  in  den  seltensten  Fällen.  An  der  Wende 
unseres  Jahrhunderts,  zu  einer  Zeit,  als  alle  Monarchien  Europas  tod 
Frankreich  aus  mehr  oder  weniger  erschüttert  wurden,  wagte  es  ein 
Franzose,  Adrien  Marie  Legendre,  ein  wirklich  neues  System  der 
Geometrie  aufzubauen.  Selten  oder  nie  hat  ein  Lehrbuch  eines  glei- 
chen Erfolges  sich  zu  erfreuen  gehabt.  Würde  man  alle  d  i  e  Elementar 
geometrien,  welche  in  allen  Sprachen  erschienen  und  fast  als  lieber- 
Setzungen  von  Legendre ^s  Werk  anzusehen  sind,  als  Auflagen  jenes 
Werkes  mitzählen,  so  würden  diese  Auflagen  nach  Hunderten  sich  be- 
ziffern. Und  dennoch  blieb  die  mathematische  Welt  nicht  bei  Legendre's 
Methoden.  Deutschland  schuf  eine  neue  Elementargeometrie,  welche, 
wenn  man  sie  nach  einer  Persönlichkeit  benennen  will,  die  Grass- 
mann 'sehe  heissen  mag  und  welche  bahnbrechend  fortschreitet,  die 
Mittelschule  an  Begriffe  zu  gewöhnen,  die  vor  Kurzem  noch  nur  des 
Männern  ernster  Wissenschaft  angehörten.  Frankreich,  viel  conserva- 
tiver  als  es  selbst  glaubt,  behielt  im  Grossen  und  Ganzen  seinen  Le- 
gendre bei,  der  in  der  einen  Stadt  so,  in  der  andern  so  hiess.  Vor 
20  Jahren   etwa  unternahm  es  Herr  Hoüel,   seinem  Adoptivvateriao  de 
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den  Dienst  za  erweisen,  nachdrücklich  gegen  die  Legendre'sche  Me- 
thode sich  aasznsprecheu  und ,  das  Sprichwort  »,  t7  faut  reculer  pour  mieux 
sauter^*'  beherzigend,  ging  er  bis  aaf  Euklid  znrück,  von  dort  aus  seinen 
Anlauf  zum  Weitsprunge  nehmend.  Gegenwältig  ist  die  kleine  Arbeit  znm 
zweiten  Male  aufgelegt,  und  die  Möglichkeit  einer  neuen  Auflage  zeigt, 
dass,  wenn  in  Frankreich  der  Umschwung  in  der  Behandlung  der  Elemen- 
targeometrie noch  nicht  eingetreten  ist,  die  Geister  doch  zu  diesem  Um- 
Bchwunge  sich  vorbereiten.  Herr  Hoüel  hat  seine  Abhandlung  in  drei 
Abtheilnngen  gegliedert.  Die  erste  Abtheilung  besteht  aus  einer  Ueber- 
setzung  der  32  ersten  Sätze  des  I.  Buches  der  Euklidischen  Elemente 
Die  zweite  Abtheilung  kann  etwa  als  moderne  Ueberarbeitung  des  in  der 
ersten  gebotenen  Stoffes  bezeichnet  werden;  der  Gang,  die  rein  geome- 
trische Beweismethode  sind  Euklidisch;  Euklidisch  insbesondere  ist  die 
Scheidung  der  Sätze,  die  nicht  von  dem  Parallelenaxiom  beeinflusst  sind, 
von  denen,  bei  welchen  solches  der  Fall  ist;  modern  ist,  wie  manche 
Einzelheit,  wie  die  fortwährende  Anwendung  von  Ortsveränderung  ein- 
zelner Figurentheile,  so  namentlich  auch  der  Wortlaut  des  Parallelen- 
axioms: „Durch  einen  gegebenen  Punkt  lässt  sich  zu  einer  gegebenen 
Geraden  nur  eine  Parallele  ziehen.'^  Endlich  als  dritte  Abtheilung,  als 
Anhang,  hat  Herr  Hoüel  einige  besondere  Auseinandersetzungen  zur 
Philosophie  der  Geometrie  vereinigt.  Der  Lehrer  wird  in  dieser  letzten 
Abtheilnng  manchen  Gedanken  finden ,  von  welchem  er  bei  seinem  Unter- 
richte Gebrauch  machen  kann,  selbst  wenn  er  nicht  mit  allen  Ansichten 
des  Verfasseifs  einverstanden  ist,  um  wieviel  mehr,  wenn  er,  wie  Referent 
es  mit  Vergnügen  ausspricht,  im  Ganzen  und  im  Einzelnen  sich  zu  den 
gleichen  Gesinnungen  einer  nicht  aprioristischen ,  sondern  erfahrungs- 
mässigen  Raumlehre  bekennt.  Camtob 


Analytische  Oeometrie  der  Kegelschnitte  nach  elementarer  Methode  für 
höhere  Schulen.     Von  W.  Fuhrmann,   Oberlehrer  am  Realgym- 
nasium auf  der  Burg  in   Königsberg  i.  Pr.     Mit   27  Figuren  im 
Text  und  2  Tafeln.     VII,  144  S.     Berlin  1884,  Winckelmann  & 
Söhne. 
Man  wird  —   so  sagt  der  Verfasser  in   seinem  Vorworte  —   einen 
Unterschied  zwischen  Werken,  die  dem  Fortschritt,  und  denen,  die  der 
Verbreitung  dienen  sollen ,  zugestehen.    Er  macht  f är  sein  Werk  keinerlei 
Anspruch,  der  ersten,  sondern  nur  der  zweiten  Gruppe  anzugehören.    In 
dieser  Einschränkung  verdient  es  volle  Empfehlung.     Uns  wenigstens  ist 
noch  keine  analytische  Geometrie  der  Kegelschnitte  zu  Händen  gekommen, 
welche  so  bündig  abgefasst  und,  ohne  jemals  den  elementaren  Standpunkt 
zo  verlassen ,  den  Schüler  so  weit  führte ,  wie  diese  hier.     Der  Verfasser 

Hitt-Ut.  Ablhlg.  d.  Z«ltaQhr.  f.  M«th.  n.  Phya.  XXIX,  5.  15 
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hat  sich  in  der  Hauptsache  an  JoachimsthaTs  Analy tische  Geometrie 
der  Ebene  angeschlossen,  und  Kenner  jenes  Torzttglicfaen  Baches ,  was 
wohl  soviel  heissen  dürfte  als  jeder  deutsche  Mathematiker,  werden  ihm 
darin  Recht  geben.  Er  hat  aber  ans  dem  bei  Joachimsthal  yerarbei- 
teten  Stoffe  eine  Auswahl  getroffen,  die  sich  nur  auf  das  Leichtere  be- 
schränkte, und  auch  darin  wird  man  ihm  beipflichten;  denn  für  Schalen 
ist  selbst  Joachimsthal  noch  etwas  zu  schwer.  Herr  Fährmann  hat 
gezeigt,  dass  die  von  ihm  getroffene  Beschränkung  doch  genügt,  den 
Schüler  mit  einigen  der  modernen  Methoden ,  mit  Oleichungssymbolen  und 
dem  Rechnen  mit  denselben ,  mit  der  geometrischen  Anwendang  von  De- 
terminanten, in  einer  Anmerkung  wenigstens  (auf  S.  117)  mit  Linien- 
coordinaten  und  einer  beträchtlichen  Anzahl  von  Sätzen  bekannt  zu 
machen,  die  in  denen  vom  PascaTschen  und  Brianchon 'sehen  Sechs- 
ecke gipfeln.  Ein  Anhang  enthält  die  erforderlichen  Sätze  aas  der  Deter- 
minantenlehre in  Wünschenswerther  Kürze.  Cantob 


Leitfaden  fftr  den  geometrischen  Unterricht  Zum  Gebrauche  an  höheren 
Unterrichtsanstalten  bearbeitet  von  Dr.  R.  Hbger.  Dritter  Theil: 
Stereometrie. 

Bei  Besprechung  der  beiden  ersten.  Tbeile  des  vorliegenden  Werkes 
haben  wir  bereits  ausgeführt,  dass  wir  den  Standpunkt  des  Herrn  Ver- 
fassers nicht  völlig  zu  dem  unsrigen  machen  können.  Wir  haben  un- 
umwunden erklärt,  dass  die  Lösung  von  Aufgaben  nach  unserer 
Auffassung  im  mathematischen  Unterrichte  bei  Weitem  die  Hauptsache 
ist.  Daher  können  wir  uns  für  ein  Lehrbuch ,  welches  vorwiegend  die 
Darlegung  der  Lehrsätze  enthält,  nicht  erwärmen.  Zu  dieseni  prin- 
cipiellen  Bedenken  kam  noch  eine  Kleinigkeit,  die  wir  ausdrücklich  als 
Geschmackssache  bezeichnet  haben.  Wir  meinen  die  Vorliebe  für  mathe- 
matische Formeln  mit  ausgeschriebenen  Wörtern,  welche  Re- 
ferent ebenso  lebhaft  —  und  vergeblich  —  aus  der  Welt  wünscht,  wie 
beispielsweise  das  „e''  aus  dem  durch  die  Neuorthographie  verunziertes 
Worte  „multiplizieren". 

Wir  wollen  beide  Bedenken  Herrn  H.  gegenüber  hiermit  zum  letzten 
Male  geäussert  haben. 

Das  vorliegende  Büchlein  ist  149  Seiten  stark.  Es  zerfällt  in  13 
Paragraphen,  von  denen  die  letzten  vier  als  „Anhang"  bezeichnet  sind. 

Der  erste  Paragraph  führt  die  Ueberschrift:  „Einleitung.  Durch- 
schnitt einer  Ebene  mit  Geraden  und  Ebenen.*'  Der  erste  Satz  desselben 
enthält  klar  und  bündig  die  Definition  und  das  Axiom  der  Ebene.  Er 
lautet:  „Wenn  eine  Gerade  sich  so  bewegt,  dass  sie  durch  einen  gegebe- 
nen Punkt  geht  und  eine  gegebene  Gerade  trifft,  so  ist  ihre  Bahn  eine 
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Fläche,  welche  Ebene  genannt  wird.  Wenn  eine  Gerade  mit  einer 
Ebene  zwei  Pankte  gemein  bat,  bo  fällt  sie  ganz  in  die  Ebene."  Der 
Verf.  wendet  sich  darauf  zu  der  Schnittlinie  zweier  Ebenen  (6),  zur 
parallelen  Geraden  (7),  zu  zwei  Geraden,  die  einer  dritten  parallel  sind 
(8).  Alsdann  werden  parallele  Ebenen  von  einer  dritten  Ebene  u.  s.  w. 
geschnitten.  Man  sieht,  dass  in  manchen  Stücken  vom  Herkommen  ab- 
gewichen wird.  Wir  halten  diese  Abweichungen  fär  glückliche.  Schon 
im  ersten  Paragraphen  wird  es  dem  Verfasser  möglich,  das  geradlinige 
Paraboloid  und  Hyperboloid  zu  charakterisiren. 

Im  zweiten  Paragraphen  wird  der  Flächenwinkel,  werden  die 
Normalen  zur  Ebene  behandelt.  Gleiche  Flächen winkel  sind  con- 
gmenty  woraus  folgt,  dass  sie  gleiche  Normalschnitte  haben.  Ebenso 
wird  in  Nr.  4  gefolgert,  dass  Winkel,  deren  Schenkel  gleichsinnig  parallel 
sind,  einander  gleichen.  Auf  analoge  Betrachtungen  werden  auch  die 
Beweise  der  Sätze  für  die  Normalen  der  Ebene  gegründet.  Ref.  vermag 
hierin  dem  Verf.  nicht  so  unbedingt  zuzustimmen,  da  die  hergebrachte 
Darstellung  gewisse  didaktische  Vortheile  zu  haben  scheint.  Zu  Ende 
des  zweiten  Paragraphen  werden  die  einfachsten  drei  Rotationskörper 
besprochen.  An  dieser  Stelle  hätten  die  erst  S.  98  erfolgenden  Festsetz, 
ungen  über  den  begrenzten  Kegel  und  Cylinder  schon  ausgesprochen 
werden  können ,  da  der  gewöhnliche  und  vielfach  auch  der  wissenschaft- 
liche Sprachgebrauch  nur  die  letzteren  meint.  Es  ist  gewiss  zu  beklagen, 
dass  diejenige  Einigkeit,  welche  bezüglich  der  Begriffe  Gerade  und 
Strecke  bereits  erreicht  ist,  an  dieser  Stelle  noch  vermisst  wird. 

Der  dritte  Paragraph  enthält  die  Lehre  von  der  Normalp rojection, 
antersucht  die  Grösse   der  Winkel,   welche  eine  Gerade   mit  den  durch 
ihren  Fusspunkt  gehenden  Geraden  einer  Ebene  bildet,  gelangt  zur  De 
finition  des  Ebenenbüschels  und  schliesst  mit  einigen  hübschen  An- 
Wendungen  auf  Paraboloid  und  Hyperboloid. 

Der  folgende,  vierte  Paragraph  hat  einen  reichen  Inhalt.  Man 
untersucht  zwei  Gerade  im  Räume,  die  Lage  zweier  Kugeln,  die 
dem  T.etraeder  um-  und  eingeschriebenen  Kugeln,  woran  sich  nahe- 
liegende Untersuchungen  über  die  Kantenwinkel  einer  dreiseitigen 
Ecke  anschliessen.  Ziemlich  breit  und  ermüdend  wirken  die  Erörte- 
rungen von  Nr.  15,  16,  17.  Die  Bestimmung  des  Schwerpunkts  des 
Tetraeders,  Betrachtungen  von  Sinusverhältnissen,  von  Ebenen,  welche 
drei  Kugeln  berühren,  endlich  der  Satz  über  die  vier  Höben  eines 
Tetraeders  bilden  den  interessanten  und  ansprechend  dargelegten  Stoff 
dieser  Abtheilung. 

Der  fünfte  und  sechste  Paragraph  behandeln  das  sphärischeDrei- 
eck,  und  zwar  unter  möglichster  Einschränkung  der  Rechnung,  ferner 
den  Inhalt  der  Körper.  Hierbei  fällt  uns  die  exacte,  aber  unnöthiger- 
weise  zweimal  auftretende  Behandlung  des  Princips  der  gleichen  Pa- 
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rallelschnitte  anf.  Den  Schluss  bildet  die  Darlegung  der  Ober- 
flftchenbestimmang  bei  den  drei  runden  Körpern. 

Im  Anhang  werden  sunäcbst  die  quadratische  Punkt-  und 
Strahleninvolution,  dann  die  üebertragung  von  Kreiss&tsen  auf  den 
Kegel  und  die  Kegelschnitte  behandelt.  Wie  das  Vorwort  bemerkt, 
soll  die  Behandlung  der  letzteren  möglichst  an  die  projectivisehen  Me- 
thoden der  Geometrie  angeschlossen  werden.  Ejs  kann  dem  Verfsaser 
zugegeben  werden ,  dass  er  seine  Aufgabe  im  Ganzen  glticklich  gelöat  hat, 
wenn  wir  auch  mit  gewissen  didaktischen  Bedenken  nicht  zurucklialten 
wollen, 

Druckfehler  sind  uns  aufgefallen  S.  9  Z.  22  v.  o.,  S.  95  Z.  11  v.  o. 
und  S.  109  Z.  19  v.  o.  S.  97  unten  hätte  der  Ausdruck  Z.  4  v.  u.  wohl 
besser  gefasst  sein  können. 

Die  Figuren  sind  durchweg  mit  lobenswerther  Exactheit  gezeichnet. 

Coesfeld.  K.  Sohwbrimg. 

Leitfaden  fllr  den  geometrischen  Unterricht.  Zum  Gebrauche  an  höheren 
Unterrichtsanstalten  bearbeitet  von  Dr.  R.  Hegee.  Vierter  Theil: 
Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

Das  vorliegende  Büchlein  zählt  91  Seiten  und  zerfüllt  inhaltlich  in 
13  Paragraphen. 

Der  erste  behandelt  die  Coordinaten  eines  Punktes.  Hier 
finden  wir  unter  Anderem  die  Th eilung  einer  Strecke  nach  be- 
stimmtem Verhältniss  und  eine  Anwendung  auf  die  Umkehrung  des 
Ceva^schen  Satzes,  die  uns  trotz  der  Vorbereitung  durch  den  Schwer- 
punktssatz an  dieser  Stelle  ein  wenig  verfrüht  erscheinen  will.  Gelegent- 
lich   der   Formeln    cosq>  =  —  y   sinq>  =  — >    r  =  j/a5^+y*    wird    bemerkt: 

„Nachdem  man   über  den   positiven   Sinn   der  Geraden  OP  entschieden 

hat,  weiss  man,  ob  für  r  der  positive  oder  negative  Werth  der  Quadrat 

Wurzel  zu  nehmen  ist.''     r  bedeutet  die  Strecke  OP.     Wir  meinen,  es 

ist    besser    und    vor   Allem    verständlicher,    die    positive    oder  negative 

Richtung   der  Geraden   OP  einstweilen   ausser  Spiel  zu  lassen  und  für 

r  =  yx^  +  y^  den  positiven  Werth  festzusetzen. 

Es    folgt   die   Gleichung    der   Geraden,    welche   in    der   Form 

X       y 
y  =  mx  +  by   dann   — |- - —  1  =  0  und  dann  in  der  eigentlichen  Nonnal- 

form  gesphrieben  wird.  Dieser  Inhalt  wird  an  Beispielen  und  durch  geo* 
metrische  Betrachtungen  deutlich  und  lebendig  dargestellt  Ausser  den 
parallelen  Geraden,  der  Normalen  wird  die  unendlich  ferne 
Gerade  besprochen  und  sogar  die  Methode  der  Symbole  T—ax  +  by 
+  ^  in  passender  Weise  eingeführt. 
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Die  letztere  Methode  fttbrt  im  dritten  Paragraphen  die  Herrschaft. 
Er  ist  dem  Büschel  gewidmet,  behandelt  die  Sätze  aas  der  Trans- 
versalentheorie,  insbesondere  merkwürdige  Punkte  des  Drei- 
ecks und  das  vollständige  Vierseit. 

Der  vierte  und  fünfte  Paragraph  sind  dem  Kreise  gewidmet.  Herr 
H.  gebt  mit  Recht  von  den  zwei  Haupt  formen  der  Kreisgleichung  aus, 
erkennt  alsdann  ihre  wesentliche  Eigenschaft,  und  geht  so  zur 
Tangente,  zur  Potenz  und  durch  die  harmonische  Eigenschaft  zur 
Polare  über.  Das  Kreisbüschel  findet  eine  recht  gründliche  Behand- 
lung, wobei  die  Verwendung  der  Symbole  förderlich  ist. 

Die  vier  folgenden  Paragraphen  behandeln  die  Kegelschnitte. 
Ihre  gemeinsame  Definition,  wie  das  ja  auch  wohl  das  Natürlichste  ist, 
liefert  die  Directrizeigenschaft.  Alsdann  werden  die  drei  verschie- 
denen Kegelschnitte  getrennt  behandelt.  Wir  heben  daraus  die  geschickte 
Verwendung  der  Reihenentwickelung  S.  43  hervor.  Es  wird  durch  die- 
selbe ein  sicherer  Boden  für  das  Verhalten  der  Parabel  zunächst 
und  der  Cnrven  überhaupt  im  Unendlichen  gewonnen.  Es  giebt 
Lehrbücher,  welche  entweder  auf  die  Sache  nicht  eingehen,  oder  im  Ver- 
trauen auf  den  gläubigen  Sinn  des  Studirenden  gerade  bei  dieser  Ge- 
legenheit mit  Vorliebe  den  Sitz  der  Pjthia  besteigen. 

Die  letzten  Paragraphen  behandeln  die  allgemeine  Gleichung 
zweiten  Grades  und  anhangsweise  die  Betrachtung  der  schiefwink- 
ligen und  Folarcoordinaten. 

Fassen  wir  unser  Urtheil  zusammen ,  so  enthält  das  Büchlein  einen 
zweckmässig  gewählten  Stoff  in  klarer  Darstellung,  die  den  wissenschaft- 
lichen und  didaktischen  Anforderungen  Genüge  leistet. 

Coesfeld.  K.  Scuwerino. 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


Recensionen. 


Entgegnung. 

Auf  S.  121  dieses  Bandes  erwidert  Herr  Reiff  anf  die  Kecension 
einer  seiner  Arbeiten  dnrch  Herrn  Kurz  und  zieht  dabei  mich,  gelinde 
gesagt  unnöthigerweise,  in  die  Discnssion  mit  hinein.  Ich  bin  daher 
genöthigt,  den  Lesern  dieser  Zeitschrift  darzulegen,  worin  meine  Behaup- 
tung, die  ich  privatim  Herrn  Kurz  mitgetheilt  habe,  bestand,  und  kann 
es  ruhig  ihrem  Urtheil  anheimstellen,  ob  „meine  Formeln  falsch  sind". 
Herr  Reiff  schreibt  auf  S.  16  der  fraglichen  Schrift: 

,,Die  neue  Lage  des  Linienelementes  (mit  den  Richtungscosinussen 
«1,  ß^y  Yi^  bildet  mit  der  ursprünglichen  Lage  desselben  (er,  jS,  y)  einen 
Winkel  ,Bdty  dessen  Projectionen  auf  die  Coordinatenebenen 
yzy  zXy  xy  der  Reihenach  ^dt^  i,dl,  %dt  sein  mögen.    Nun  ist,  wenn 
^8>  ß%^  Yi  ^'^  Coss.  einer  auf  et,  ß^y  und  0|,  j9, ,  /i  senkrechten  Rich- 
tung bedeuten  (da  Bdi^  &dt,  idi,  %dt  unendlich  klein  sind): 
tdCa^=&dty     Bdlß^z=zidl,     sdiy^^xdi.'' 
Diese  Gleichungen  sind  offenbar  falsch,  da  die  Projectionen  des  Win- 
kels sdi  nicht  durch  Multiplication  mit  den  Richtungscosinussen  der  Nor- 
malen erhalten  werden,  wie  Herr  Reiff  nunmehr,   im  vorletzten  Alinea 
seiner  Erwiderung,  selbst  andeutet.     Mehr  habe  ich  aber  nicht  behauptet. 
Augsburg,  den  6.  October  1884.  Braun. 

Dieser  Entgegnung  filge  ich,  der  zweite  Unterzeichnete,  noch  Fol- 
gendes bei« 

Auf  S.  18  der  genannten  Schrift  sagt  Herr  Reiff  unmittelbar  nach 
den  Gleichungen  N: 

jy^di,  idiy  %di  sind  die  Projectionen  des  b  di  auf  die  Coordinaten- 
ebenen, daher  sind  ^,  i,  x  die  Componenten  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten des  Radiusvectors  a/Jy.**  (Hierbei  hat  Herr  Reiff  selbst 
diese  zwei  Worte  gesperrt  drucken  lassen;  beim  zweiten  Worte  soll  der 
Singular  stehen.)  Man  sieht  daraus  und  aus  der  vorigen  Erklärung  von 
Braun,  dass  Herr  Reiff  selber  die  Verwechselung  begangen  hat,  gegen 
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die  er  in  seiner  „Erwiderung*'  eifert.     Jedoch  das  ürtheil  über  den  Ton 
dieser  Erwiderung  überlasse  ich  dem  Unparteiischen. 

Nur  „ sachlich*'  (wie  es  auch  meine  Recension  lediglich  gewesen  ist) 
will  ich  noch  zum  letzten  Alinea  der  „Erwiderung"  erklären,  dass 

du dv dw 

allerdings  eine  Specialitttt  ist  und  dass  ich  noch  Anderes  dazu  hätte  fol- 
gern sollen,  nämlich 

dv     dw       dw     du ^"i  ^^_a 

Fz^dy^dx'^dl'^d^'^'dx''' 
worauf  Herr  Reif f  erst  auf  S.  33  seiner  Schrift  und  nur  im  Vorbeigehen 
zu  sprechen  kommt  mit  den  Worten: 

„Dabei  wird  aber  eine  Art  der  Flüssigkeitsbewegung  übergangen  etc." 
Ort  und  Datum  wie  vorher.  Kurz. 


Die  modernen  Theorien  der  Chemie  und  ihre  Bedeutung  ftr  die  chemisohe 
Mechanik.  Von  Lothar  Meter.  Breslau.  4  Aufl.  1881 — 83  und 
5.  Aufl.  1884. 
Wenn  man  die  Entwickelnng  der  Chemie  in  den  letzten  Jahrzehnten 
genauer  verfolgt,  so  lassen  sich  drei  verschiedene  Richtungen  deutlich 
unterscheiden,  nach  welchen  auf  der  Bahn  der  Wissenschaft  fortgeschrit- 
ten wird.  Der  eine  Tbeil  der  Chemiker,  und  zwar  der  überwiegende, 
sucht  durch  immer  vollkommenere  Ausbildung  der  chemischen  Synthese 
und  Analyse,  durch  die  Auffindung  neuer  Methoden,  durch  die  Darstel- 
lung neuer  Substanzen  und  ganzer  Eörperclassen  das  thatsäcbliche  Ma- 
terial zu  vermehren;  er  ist  bestrebt,  durch  genaues  Studium  der  Spal- 
tungsproducte  und  durch  die  künstliche  Darstellung  complicirter  Verbin- 
dungen aus  einfacheren  Anfschluss  über  die  Constitution  einer  chemischen 
Verbindung,  d.  h.  über  die  Gruppirungs weise  der  einzelnen  Atome  zu 
erhalten.  Ein  anderer  Tbeil,  an  Zabl  bedeutend  geringer,  aber  in  seinen 
Erfolgen  gegen  den  andern  nicht  zurückstehend,  wendet  sich  dagegen 
mehr  den  physikalischen  Eigenschaften  der  chemischen  Verbindungen  zu 
und  ist  bestrebt,  eine  genaue  Beziehung  dieser  Eigenschaften  zu  der 
chemischen  Zusammensetzung  aufzufinden  und  dadurch  ebenfalls  eine 
Beurtheilung  der  chemischen  Constitution,  des  Wesens  und  der  Zusam- 
menfügungsweise  der  Atome  zu  gewinnen.  Noch  eine  dritte  Richtung 
macht  sich  allmälig  immer  mehr  und  mehr  geltend.  Während  von  den 
zuerst  Genannten  hauptsächlich  nur  das  Endproduct  einer  chemischen 
Reaction  ins  Auge  gefasst  wird,  die  daneben  herlaufenden  Erscheinungen 
nur  oberflächlich  oder  gar  nicht  berührt  werden;  während  dort  der  Ein- 
fluss  der  Masse,  der  Zeit,  der  Wärme  und  anderer  Energien  nur  insofern 
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iu  Betracht  kommt,  als  davon  die  geringere  oder  gröi^sere  Ausbeute  ab* 
häDgig  ist;  während  mit  anderen  Worten  jene  beiden  Richtungen  sich  nur 
mit  den  Gleichgewichtszuständen  der  fertigen  Verbindung,  mit  der  Statik 
der  Atome  beschäftigen,  ist  es  die  letztere  Richtung,  welche  gerade  die- 
sen Nebenerscheinungen  ihr  Hauptaugenmerk  schenkt,  den  Verlauf  und 
den  Mechanismus  einer  Reaction  genauer  verfolgt  und  dadurch  die  dyna- 
mischen Gesetze  der  Atombewegung  näher  zu  ergründen  sucht.  Es  ist 
keine  Frage,  dass  auch  die  chemisphe  Affinität,  -wie  andere  Energien, 
in  einer  eigenthümlicben  Bewegung  der  Atome  besteht,  und  dass  es  daher 
wohl  die  letztere  Richtung  ist,  auf  welcher  in  der  Zukunft  die  entscbei- 
denden  Resultate  gefunden  werden,  welche  die  Ursache  der  chemischen 
Erscheinungen  unserem  Verständniss  näher  bringen  wird. 

Wenn  nun  hier  auch  zugegeben  werden  muss,  dass  der  synthetischen 
Chemie  noch  viele  wichtige  Fragen  zu  lösen  übrig  bleiben  und  dass  mit 
ihrer  Hilfe  noch  unabsehbare  Schätze  interessanter  Thatsachen  und  Be- 
ziehungen ans  Licht  gezogen  werden  dürften,  und  wenn  daher  auch  vor- 
läufig angenommen  werden  kann ,  dass  die  Chemie  in  den  nächsten  Jahr- 
zehnten noch  vorzugsweise  in  dieser  synthetischen  Richtung  bearbeitet 
werden  wird ,  so  scheint  doch  auch  der  Zeitpunkt  nicht  mehr  fern  zu 
liegen,  in  welchem  zur  Verallgemeinerung  und  Begründung  der  chemi- 
schen Theorien  eine  genauere  Kenntniss  physikalischer  und  mechanischer 
Lehren  immer  mehr  und  mehr  nothwendig  werden  wird.  Das  schon  von 
Bert  hellet  angestrebte,  aber  bei  dem  Mangel  an  positiven  Thatsachen 
und  exacten  Untersuchungsmethoden  nicht  erreichte  Ziel,  die  Chemie  als 
eine  Mechanik  der  Atome  aufzufassen  und  in  diesem  Sinne  zu  bearbeiten, 
scheint  in  nicht  mehr  allzu  ferner  Zeit  seiner  Verwirklichung  entgegen- 
zugehen. Diesen  Eindruck  erhalten  wir  wenigstens,  wenn  wir  den  Inhalt 
des  Meyer'schen  Buches  genauer  studIren.  Sind  auch  die  bis  jetzt  auf- 
gefundenen Resultate  noch  unvollständig,  zum  Theil  zerstreut  und  zu- 
sammenhangslos, so  lassen  sich  doch  schon  die  Umrisse  erkennen,  welche 
das  künftige  Gebäude  einer  chemischen  Mechanik  einnehmen  wird,  und 
es  muss  als  ein  nicht  hoch  genug  anzurechnendes  Verdienst  des  Ver- 
fassers angesehen  werden,  dass  er  trotz  des  unfertigen  Zustandes  des 
neuen  Gebietes  sich  nicht  gescheut  hat,  den  Rahmen  zu  skizziren,  in 
welchen  die  künftigen  Entdeckungen  einst  eingefügt  werden  können.  Es 
wird  ihm  namentlich  der  gar  zu  leicht  in  Schematismus  verfallende  Che- 
miker zu  grossem  Danke  verpflichtet  sein,  dass  er  das  Interesse  an 
diesen  Dingen  immer  mehr  erweckt  und  diesem  die  erweiterten  Bestre- 
bungen seiner  Wissenschaft  in  einer  objectiven,  einfachen  und  leicht  fass- 
lichen Form  vor  Augen  führt.  Aber  auch  dem  Physiker  und  Mathema- 
tiker scheint  dieses  Werk  unentbehrlich  zu  sein.  Kann  doch  die  heutige 
Physik  der  chemischen  Vorstellungen  über  die  Zusammensetzung  der  Ma- 
terie nicht  mehr  entbehren,  wie  wir  dies,  abgesehen  von  thermischen  und 
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elektrischen  Erscheinungen,  deren  Zusammenhang  mit  chemischen  Ur- 
sachen längst  nachgewiesen  ist,  bei  der  kinetischen  Theorie  der  Oas^  und 
bei  dem  mit  Erfolg  gemachten  Versuche,  die  Adhäsions-  und  Cohäsions- 
erscheinungen  auf  chemische  Affinitätsäusserungen  zurückzuführen,  sehen. 

Die  „Modernen  Theorien**  erscheinen  in  vierter  und  fast  innerhalb 
Jahresfrist  in  fünfter  Auflage,  eingetheilt  in  drei  Bücher:  „Die  Atome**, 
,,Die  Statik  der  Atome**  und  „Die  Dynamik  der  Atome**.  Die  beiden 
ersten  Bücher  repräsentiren  im  Wesentlichen  den  Inhalt  der  früheren 
Auflagen,  nur  natürlich  ergänzt  und  berichtigt  nach  den  neuesten  Ent- 
deckungen, während  das  letzte  Buch  durchaus  Neues  enthält. 

Im  ersten  Buche:  „Die  Atome**,  finden  wir  die  Begründung  der 
atomistischen  Hypothese,  die  Bestimmung  der  Atomgewichte  ans  der 
Dichte  der  Oase,  einschliesslich  der  Avogadro'schen  Hypothese  und 
eines  kurzen  Abrisses  der  kinetischen  Theorie  der  Gase,  ferner  die  Be- 
stimmung der  Atomgewichte  mittels  der  Wärmecapacität  der  Elemente  im 
starren  Zustande  (Dulong-Petit'sches  Gesetz)  und  mittels  des  von 
Mitscherlich  entdeckten  Isomorphismus.  Der  letzte  Abschnitt  ist  dem 
Wesen  der  chemischen  Atome  gewidmet.  Er  erwähnt  hier  der  Versuche 
zur  Ermittelung  der  absoluten  Grösse  der  Atome,  der  Pront'schen  Hypo- 
these und  deren  theilweise  Widerlegung  durch  die  exacten  Atomgewichts- 
bestimmungen von  Stas  und  Marignac,  der  Regelmässigkeiten  in  den 
Zahlen werthen  der  Atomgewichte  und  bringt  schliesslich  eine  ausführliche 
Darstellung  des  periodischen  Gesetzes  der  Elemente,  an  dessen  Auffindung 
dem  Verfasser  und  dem  Russen  Mendelejew  der  hauptsächlichste  An 
theil  zukommt. 

Das  zweite  Buch :  „Die  Statik  der  Atome *S  bespricht  im  ersten 
Abschnitte  die  Cpmbinationsformen  der  Atome,  im  zweiten  das  Gesetz 
der  Atomverkettung  und  die  ph/sikalischen  und  chemischen  Hilfsmittel 
zur  Feststellung  derselben.  Der  dritte  Abschnitt  handelt  von  dem  Mole- 
culargewicht  und  der  Atomverkettung  von  Stoffen,  auf  welche  Avoga- 
dro's  Hypothese  nicht  anwendbar  ist;  der  vierte  endlich  von  dem  che- 
mischen Werth  oder  dem  Sättigungsvermögen  der  Atome.  Hier  werden 
die  für  den  Chemiker  besonders  interessanten  und  wichtigen  Fragen 
erörtert,  ob  der  chemische  Werth  eines  Atoms  ein  variabler  oder  con- 
stanter  ist,  ob  die  Affinitäten  eines  und  desselben  Atoms  gleichartig 
sind  oder  nicht.  Es  wird  auf  die  Abhängigkeit  der  chemischen  Valens 
von  der  Grösse  des  Atomgewichts  hingewiesen  und  schliesslich  die  Dn- 
erlässlichkeit  der  Annahme  von  Molecularverbindungen  betont. 

Der  interessanteste  Theil  ist  aber  das  neu  hinzugefügte  dritte  Bach: 
„Die  Dynamik  der  Atome**.  Im  ersten  Abschnitt  werden  der  che- 
mische Umsatz,  seine  Ursachen  und  Formen  im  Allgemeinen  besprochen, 
auf  die  Schwierigkeit  einer  scharfen  IVennung  der  Atom-  und  Molecn- 
larmechanik,  eines  chemischen  und  physikalischen  Vorgangs  hingewiesen 
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nnd  die  älteren  Versuche  znr  Messung  der  Affinität  erwähnt.  Der  zweite 
Abschnitt  bandelt  von  dem  chemischen  Umsatz  dnrch  mechanische 
Erschütterung,  vom  labilen  nnd  stabilen  Gleichgewicht  der  Molekeln 
und  Atome  nnd  von  dem  Uebergang  der  einen  Gleichgewichtslage  in  die  an- 
dere, welche  häufig,  wenn  gasförmige  Zersetzungsproducte  auftreten,  von 
einer  Explosion  begleitet  ist.  Der  dritte,  grössere  Abschnitt  behandelt  die 
Wärme  als  Ursache  nnd  Folge  des  chemischen  Umsatzes.  Hier  werden 
zunächst  die  Erscheinungen  der  Dissociation  besprochen  und  der  dabei 
stattfindende  Vorgang  theoretisch  untersucht.  Wenn  auch  die  bis  zum 
Eintritt  der  Dissociation  den  Molekeln  mitzutheilende  Energie  als  ein 
Maass  für  die  Stärke  der  Affinitäten  betrachtet  werden  kann ,  und  daher 
der  EIrmittelung  der  Zersetzungstemperatur  eine  grosse  theoretische  Wich- 
tigkeit zukommt,  so  lässt  sich  damit  noch  keineswegs  die  Affin itätsgrösse 
der  Atome  bestimmen,  weil  in  den  wenigsten  Fällen  die  Verbindung  in 
die  isolirten  Atome  zerfällt,  sondern  sich  gegenseitig  nur  zu  einfacheren 
Molekeln  umsetzt.  Eine  gesonderte  Ermittelung  der  beiden  Vorgänge,  der 
Dissociation  im  engereu  Sinne  und  der  ihr  ähnlichen  Umsetzung  wird  viel- 
leicht nie  möglich  sein.  Ans  reiner  Dissociation  mit  erst  bei  der  Abkühlung 
nachfolgendem  Umsätze  erklären  sich  vielleicht  auch  die  lange  rätbselhaft 
gebliebenen  Erscheinungen,  dass  eine  chemische  Verbindung  bei  massiger 
Erhöhung  der  Temperatur  zerföllt,  bei  einer  viel  höheren  aber  sich  wieder 
bildet.  Daran  reihen  sich  die  Wärmewirkungen  bei  chemischen  Processen. 
Nach  der  Hypothese,  unbefriedigte  Affinität  sei  potentielle  Energie,  kann 
die  beim  chemischen  Umsatz  erzeugte  Wärme  als  ein  Maass  der  An- 
ziehung der  Atome  betrachtet  werden.  Da  es  aber  bis  jetzt  nicht  ge- 
lungen ist,  weder  die  Verbindungen  aus  isolirten  Atomen  darzustellen, 
noch  in  solche  zu  zerlegen ,  so  können  wir  auch  nicht  angeben ,  wie  gross 
der  Gesamm taufwand  an  potentieller  Energie  ist,  welcher  bei  der  Bildung 
aus  isolirten  Atomen  in  Wärme  umgesetzt  wird.  Es  ist  bis  jetzt  nur 
möglich,  den  Unterschied  verschiedener  Affinitäten  durch  die  zu  beobach- 
tende Wärmetönung  zu  messen,  und  dies  wird  noch  dadurch  erschwert, 
als  wir  den  Antheil  der  Disgregation  an  derselben  nicht  oder  nur  an- 
genähert zu  schätzen  im  Stande  sind.  Er  kommt  dann  auf  die  interes- 
santen Beobachtungen  von  Thomson  über  die  Neutralisationswärmen 
von  Basen  und  Säuren  und  auf  die  zu  ganz  ähnlichen  Ergebnissen 
führenden  volumchemischen  Versuche  von  Ostwald  zu  sprechen,  aus 
denen  hervorgeht,  dass  die  die  Salzbildung  begleitenden  Vorgänge,  die 
Wärmetönung,  die  Aenderung  des  Volumens,  der  Lichtbrechung  u.  s.  w. 
nicht  die  Wirkung  einer  Wechselbeziehung  der  sich  verbindenden  Stoffe, 
also  nicht  der  Affinität  sein  können,  sondern  dass  mau  die  Sache  so 
auffassen  muss,  dass  jedes  Element  im  isolirten  Zustande,  und  ebenso 
jede  Säure,  jede  Base  ein  bestimmtes  Quantum  Energie  enthält,  wel- 
ches   beim   Eintritt   in   eine  Verbindung  verfügbar  und   theils   zur  Aen- 
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dernng  der  Disgregation  verbraucht,  theils  als  Wärme  entwickelt  wird. 
Diese  Energie  wird  von  der  Affinität  nicht  erzeugt,  sondern  nur  aus- 
gelöst. Damit  ist  aber  auch  die  Frage  nach  dem  Zusammenhange  der 
die  chemischen  Umsetzungen  begleitenden  Wärmetönungen  mit  der  Affi- 
nität der  Atome  zu  einander  vorsichtiger  zu  beantworten,  als  dies  bisher 
geschehen  ist.  Verfasser  wendet  sich  gegen  die  Ansicht,  dass  immer 
diejenigen  Verbindungen  sich  bilden,  deren  Entstehung  mit  der  grössten 
Wärmeentwickelung  verbunden  ist,  und  besonders  gegen  den  Berthe- 
lo tischen  Grundsatz  der  grössten  Arbeit  (Principe  du  travail  maximum), 
indem  er  zeigt,  dass  die  demselben  zu  Grunde  gelegte  Vorstellung,  die 
Atome  und  Molekeln  seien  ruhende  Massentheilchen,  nicht  dem  wirklichen 
Verhalten  der  Elemente  und  ihrer  Verbindung  entspreche,  und  dass  auch 
die  Beobachtungen,  die  Vermuthung,  stärkere  Affinität  entwickle  immer 
die  grössere  Wärme,  nicht  tiberall  bestätigen. 

In  sehr  ausführlicher  Weise  ist  in  dem  folgenden  Capitel  die  che- 
mische Massenwirkung  berücksichtigt.  Von  der  Analogie  zwischen 
der  Wirkung  der  Masse  (d.  h.  Anzahl  der  Atome  und  Molekeln)  und  der 
Wärme  (Intensität  der  Atom-  und  Molecularbewegung)  ausgehend  wird 
zuerst  die  alte  BerthoUet'sche  Lehre  von  der  Massen  Wirkung,  dann  die 
neuere  Guldberg  und  Waage'sche  Theorie  ausführlich  entwickelt  und 
deren  Anwendbarkeit  zunächst  auf  die  umkehrbaren  Processe  (Esterbildung, 
Neutralisation  verschiedener  Basen  und  Säuren)  nachgewiesen.  Darau 
reiht  sich  die  Bestimmung  der  Verwandtschaftscoefficienten  und  die  Fest- 
stellung des  Begriffes  Avidität  und  deren  Ermittelung  aus  den  Aende- 
rungen  des  Volumens  und  des  Lichtbrechungsvermögens  von  Salzlösungen, 
sowie  die  Beziehung  der  Avidität  zu  den  die  Neutralisation  begleitenden 
Raumänderungen  und  Wärmetönungen.  Dann  werden,  die  Massen  Wirkung 
der  Gase  und  Berthollet^s  Lehre  vom  Einflüsse  des  Aggregatzustandes, 
Guldberg  und  Waage*s  Theorie  für  zwei  unlösliche  Stoffe  und  die 
Unzulänglichkeit  derselben  für  den  Fall,  dass  nur  ein  Stoff  unlöslich  ist, 
die  Berechtigung  der  Theorie  und  die  Ostwald 'sehen  Versuche  zur  Prü- 
fung derselben  erwähnt  und  zuletzt  die  Wichtigkeit  weiterer  Erforschung 
der  Massenwirkung  in  umkehrbaren  und  nicht  umkehrbaren  Vorgängen 
betont. 

Ein  neues,  nur  kurzes  Capitel  ist  dem  chemischen. Umsatz  durch 
Licht  gewidmet.  Bei  dem  Mangel  an  genaueren  Messungen  wird  hier 
nur  auf  die  Analogie  der  Lichtwirkung  mit  der  Dissociation ,  auf  den  Ein- 
finss  der  Farbe  und  auf  die  als  Induction  bezeichnete  allmälige  Steige- 
rung der  Lichtwirkung  hingewiesen. 

Ausführlicher  ist  dagegen  wieder  in  dem  nächsten  Capitel  der  che- 
mische Umsatz  als  Ursache  und  Folge  der  Elektricität  behandelt.  Hier 
begegnen  wir  bekannten  Thatsachen  der  Elektricitätslehre ,  jedoch,  indem 
die    Abhängigkeit    der    Erscheinungen    von    der    stofflichen    Natur   der 
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betheiligten  Körper  aU  Hauptsache  behandelt  wird,  in  einer  besonders 
fGr  die  Zwecke  des  Chemikers  brauchbaren  neuen  Form.  Zuerst  werden 
die  Beziehungen  zwischen  Affinität  und  Elektricität,  die  Vol tausche 
Oontacttheorie  und  die  Berze  lins 'sehe  elektrochemische  Theorie  mit  den 
Span  nun  gsreihen  der  Elemente  und  Elemeutfamilien  erörtert.  Daran 
knüpft  sich  die  Frage  nach  dem  Wesen  der  Elektricitfit  und  deren  Auf- 
treten durch  die  Störung  des  elektrischen  Gleichgewichts  entweder  durch 
Wärme  (Thermostrom),  oder  durch  chemische  Umsetzung  (galvanischer 
Strom),  sowie  deren  Verschwinden  durch  den  Gleichgewichtszustand  der 
Polarisation.  Daran  reihen  sich  die  bekannten  Gesetze  zur  Ermittelung 
der  Stromintensität  und  der  elektromotorischen  Kraft,  und  die  Beziehung 
der  letzteren  zur  Summe  der  Wärmetönungen.  Dann  wird  der  Vorgang 
der  Elektrolyse  näher  entwickelt,  der  Unterschied  zwischen  metallischem 
Leiter,  Elektrolyt  und  Nichtleiter,  sowie  die  Abhängigkeit  der  Elektro- 
lysirbarkeit  von  der  chemischen  Znsammensetzung  betont  und  darauf  hin- 
gewiesen, dass  nur  die  vier  Salzbilder,  Sauerstoff  und  Schwefel  elektro- 
lysirbare  Verbindungen  geben,  während  Stoffe,  welche  keines  dieser  sechs 
Elemente  enthalten,  durch  den  Strom  nicht  zerlegt  werden,  sondern  ent- 
weder Leiter  erster  Classe  oder  Nichtleiter  seien.  Hierauf  folgt  eine  über- 
sichtliche Zusammenstellung  des  Verhaltens  der  wichtigsten  Verbindungen, 
welche  die  sechs  Elektrolyte  bildenden  Elemente  mit  anderen  eingehen, 
nach  den  natürlichen  Familien  geordnet.  An  die  Erklärung  des  Unter- 
schieds der  beiden  Arten  elektrischer  Leitung,  im  Wesentlichen  darin 
bestehend,  dass  in  metallischen  Leitern  die  Elektricität  von  einem  Mas- 
sentheilchen  auf  das  andere  fortschreitet,  während  die  Theilchen  an  ihrer 
Stelle  bleiben,  im  Elektrolyten  aber  dieselben  zugleich  mit  der  Elek- 
tricität sich  fortbewegen,  schliessen  sich  die  darauf  zurückzuführenden 
Beobachtungen,  wie  die  Wanderung  der  Ionen  und  ihre  Geschwindigkeit, 
die  Bewegung  der  Lösungsmittel,  die  Mitführung  indifferenter  PaarTinge 
durch  das  Anion  und  Kation  an.  Daraus  folgt  aber  auch  eine  Wider- 
legung der  veralteten  Vorstellung  vom  elektrolytischen  Vorgang,  derselbe 
bestehe  in  einer  Ueberwindung  der  Affinität  durch  die  Elektricität,  was 
in  noch  vollständigerer  Weise  und  von  Grund  aus  durch  die  von  Clau* 
sius  gegebene  kinetische  Erklärung  im  Innern  des  Elektrolyten  geschehen 
ist.  Mit  der  Bestätigung  dieser  kinetischen  Auffassung  durch  den  Zu- 
sammenhang der  Leitungsfähigkeit  mit  der  Beweglichkeit  der  Molekeln 
(Diffusionsgeschwindigkeit),  und  mit  dem  Vorgange  bei  der  Elektrolyse 
von  Gemischen,  sowie  mit  der  Verdunkelung  dieser  Vorgänge  durch 
secundäre  Wirkungen  schliesst  dieses  interessante  Capitel  ab. 

Der  letzte  Abschnitt  handelt  von  der  Stabilität  der  chemischen 
Vor  bin  düngen  und  deren  Abhängigkeit  von  der  Natur,  dem  Gewicht 
und  der  Zahl  der  Atome,  von  der  Wirkung  der  Substitution,  und  schliesst 
mit  der  Aufforderung,   durch  eine  möglichst  auf  quantitative  Messungen 
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gestützte  Vergleichnng  analoger  Gruppen  von  Verbindungen,  durch  Fest- 
Stellung  der  Unterschiede  und  Aehnlichkeiten  allmälig  das  Material  zu 
einer  vergleichenden  Affinitätslehre  anzusammeln. 

Dies  ist  in  kurzen  Zügen  der  reiche  Inhalt  des  Me  je  raschen  Buches. 
Es  ist  kein  Zweifel,  dass  dasselbe,  das  schon  in  seinen  früheren  Auflagen 
dem  Chemiker  und  Physiker  ein  geschätzter  anregender  Berather  gewesen 
ist,  in  seiner  neuen,  erweiterten  Form  in  noch  höherem  Grade  ein  sol- 
cher sein  wird. 

Stuttgart.  Hell. 


Chrundztlge  der  Elementarmechaaik.  Von  Dr.  Wernickb.  Braunschweig, 
Schwetschke.     1883.     445  S. 

Das  Werk  soll  dem  formalen  Abschluss  des  gesammten  mathematisch- 
naturwissenschaftlichen  Schulunterrichts  dienen,  enthält  also  nicht  blos 
das,  was  gewöhnlich  unter  Mechanik  verstanden  ist,  sondern  eine  Zu- 
sammenfassung und  Eintheilung  der  möglichen  und  wirklichen  Beweg- 
ungen im  Räume.  Die  letzteren  geben  das  Gebiet  der  Physik.  Die 
Grundzüge  der  Elementarmecbanik  sind  als  Einleitung  in  die  Physik  dar- 
zustellen. Das  Charakteristische  der  Physik  ist  Beobachtung  und  Mes- 
sung nach  den  Einheiten  der  Länge,  der  Zeit  und  der  Masse«  Das 
Gebiet  der  Physik  wird  den  Sinnesgebieten  entsprechend  eingetheilt  nach 
den  Tast-,  Wärme-,  Geruchs-,  Geschmacks-,  Licht-  und  Tonempfin- 
dungen. Dazu  kommt  die  Elektricität ,  die  „vorerst  noch  als  Special- 
gebiet zu  behandeln"  ist,  bis  sie  in  die  allgemeine  Theorie  der  physi- 
schen Bewegungen  eingefügt  wird.  Die  drei  Gebiete  der  Tast  ,  Geruchs- 
und Geschmacksempfindungen  sind  nicht  ausgebildet,  also  bleiben  nur 
Elektrik,  Calorik,  Akustik  und  Optik.  Au  die  Physik  schliesst  sich  die 
Chemie  an ,  die  Lehre  von  den  stofflichen  Beziehungen  von  Empfindungs- 
gruppen  und  die  Gebiete  der  speciellen  Physik,  Physiologie,  Psycho- 
physik,  Naturlehre  u.  s.  w. 

Es  folgt  nun'  die  physikalische  Mechanik;  zuerst  Sätze  über 
Sinn  und  Richtung,  über  Bestimmung  der  Lage  von  Punkten  und  Punkt- 
systemen (Coordinaten),  dann  über  Strecken  und  deren  Addition  nach 
Grassmann,  Momente  von  Punktsystemen,  Drehmomente  und  Trägheits- 
momente. Als  zweiter  Theil  der  physikalischen  Mechanik  reiht  sich  die 
Phoronomie  an,  zunächst  die  Bewegung,  eines  Punktes  bei  gegebener 
Bahn.  Es  wird  mit  besonderer  Ausführlichkeit  und  Deutlichkeit  die 
Beziehung  von  Lage  und  Zeit  behandelt,  der  Begriff  der  Geschwindig- 
keit und  der  Beschleunigungen  verschiedener  Ordnung  ohne  Voraussetz- 
ung der  Differential-  und  Integralrechnung  dargelegt  und  an  einzelnen 
Beispielen    erläutert.      Die    Zusammensetzung    und    Zerlegung   von    Be- 
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wegungen  gründet  sich  auf  die  Zusammensetzung  von  Strecken.  Die 
Wurfbewegung  und  die  Schwerkraft  werden  eingehend  behandelt.  Dann 
folgt  die  Bestimmung  der  Bewegung  durch  die  Projection,  wozu  als 
Beispie]  die  Schwingungsbewegung,  insbesondere  das  Pendel  dient,  und 
die  Polarmethode  mit  der  New  tonischen  Centralbewegung  als  Beispiel. 

Nach  der  Bewegung  des  Punktes  kommen  die  Punktsysteme  der 
Physik  zur  Betrachtung,  die  allgemeinste  Bewegung  eines  unveränder- 
lichen Systemes,  Translation  und  Rotation,  Schraubenbewegung;  elastische 
Systeme,  Wellenbewegung;  und  schliesslich  das  dissolute  System,  für 
welches  als  Beispiele  der  Springbrunnen  und  die  Theorie  des  Schiessens 
gewählt  sind. 

Der  dritte  Abschnitt  der  physikalischen  Mechanik,  die  Dynamik  der 
Physik,  nimmt  die  Masse  hinzu,  bebandelt  die  Energie  und  Bewegungs- 
grösse,  die  Kräfte,  d<s  Princip  von  d'Alembert,  das  der  virtuellen 
Verschiebungen  u.  s.  w.  Es  wird  die  Art  der  Messung  von  Länge,  Zeit, 
Masse  und  Dichte  dargelegt  und  dann  die  Systeme  der  physikalischen 
Dynamik  betrachtet,  der  starre  Körper  und  die  Elasticitätsconstanten, 
die  Fltissigkeiten  mit  den  Capillarerscheinungen  und  dem  Archimedi- 
schen Princip,  die  Gase  mit  dem  Luftdruck  und  dem  Boy  1  ersehen 
Gesetz.  Zum  Schlüsse  kommt  eine  kurze  Darstellung  der  atomisti- 
sehen  Hypothese. 

Damit  ist  die  reiche  Fülle  des  gebotenen  Stoffes  kurz  aufgeführt. 
Man  sieht,  es  handelt  sich  darum,  alles  an  richtiger  Stelle  einzufügen 
und  damit  Klarheit  in  den  Zuhammenhang  des  Ganzen  zu  bringen. 
Jedem  Lehrer  der  Mechanik  und  Physik  wird  Stoff  genug  gegeben,  um 
sich  nach  allen  Seiten  hin  zu  orientireo.  Man  kann  mit  manchem  nicht 
einverstanden  sein,  z.  B.  mit  der  Bintheilung  des  Gebietes  der  Physik, 
mit  der  scharfen  Abweisung  der  Atomistik,  die  überhaupt  in  Physik  und 
Mechanik  eine  unbedeutende  Rolle  spielt;  aber  mit  Genuss  und  Gewinn 
wird  man  immer  das  Werk  studiren.  Freilich  bei  dem  heutigen  Stande 
des  naturwissenschaftlichen  Unterrichtes  kann  der  Inhalt  eines  solchen 
Werkes  von  den  Schülern  einer  Mittelschule  gewiss  nicht  verarbeitet 
werden.  Wir  betrachten  es  nur  als  Hilfsmittel  für  den  strebsamen 
I^ehrer.  p.  Zech. 


Die  Mechanik  in  ihrer  Entwickelung.  Von  Dr.  Mach.  Leipzig,  Brock- 
haus. 1883.  480  S. 
Es  ist  dies  ein  Band  der  „internationalen  wissenschaftlichen 
Bibliothek",  in  welchem  der  Verfasser  darlegen  will,  wie  der  Inhalt  der 
Mechanik  sich  aus  der  Untersuchung  einer  Reihe  sehr  einfacher  mecha- 
nischer Vorzüge  herausgebildet  hat.  Zu  Befriedigung  seiner  Bedürfnisse 
macht  der  Mensch  Erfahrungen ,  die  er  gedankenlos  zunächst  verwendet, 
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bis  einzelne  Stände  zu  Befriedigung  bestimmter  Bedürfnisse  sich  heraus- 
bilden nnd  durch  Lehre  und  Tradition  ihre  Erfahrungen  den  folgenden 
Generationen  mittheilen.  Dadurch  entsteht  ein  Anlass  zum  Nachdenken 
und  Untersuchen,  das  sich  vom  nächsten  Zweck,  Befriedigung  leiblicher 
Bedürfnisse,  ganz  loslösen  und  zur  eigentlichen  Wissenschaft  werden 
kann.  Der  Verfasser  sucht  die  Richtigkeit  dieser  seiner  Ansicht  über 
die  Natur  aller  Wissenschaften  als  einer  Oekonomie  des  Denkens  an 
den  Principien  der  Mechanik  durchzufahren.  Es  geschieht  dies  beim 
Hebel,  bei  der  schiefen  Ebene,  dem  Parallelogramm  der  Kräfte  und  dem 
Princip  der  virtuellen  Verschiebungen.  „Dem  Bedürfniss,  die  Erfah- 
rungen des  Handwerkes  in  mittheilbare  Form  zu  bringen  und  dieselben 
über  die  Grenzen  des  Standes  und  des  Handwerkes  hinaus  zu  ver- 
breiten, verdankt  die  Wissenschaft  ihren  Ursprung.  Aus  ökonomischen 
Gründen  werden  Thatsachen  und  Regeln  zu^mmengefasst  und  auf 
einen  Ausdruck  gebracht/'  Die  Betrachtung  der  flüssigen  Körper 
hat  nicht  viele  neae  Gesichtspunkte  geliefert,  doch  hat  sich  dabei  zuerst 
die  Vorstellung  eines  physikalisch  -mechanischen  Continuums  gebildet.  Es 
hat  sich  dadurch  eine  viel  freiere  und  reichere  mathematische  Anschau- 
ung entwickelt,  als  dies  durch  Betrachtung  selbst  eines  Sjstemes  von 
mehreren  starren  Körpern  möglich  war.  Aehn liebes  lässt  sich  von  den 
Gasen  sagen. 

Der  Verfasser  behandelt  dann  die  Entwickelnng  der  Principien  der 
Dynamik,  die  Entdeckungen  Galilei 's  über  die  Fallgesetze,  die  Lei- 
stungen von  Huyghens  im  Gebiete  des  Pendels  nnd  die  Arbeiten  New- 
ton's,  welcher  durch  die  Entdeckung  der  allgemeinen  Gravitation 
den  Gesichtskreis  der  mechanischen  Physik  beträchtlich  erweitert  und 
die  Aufstellung  der  heutigen  Principien  der  Mechanik  zu  einem  Abschluss 
gebracht  hat,  nach  welchem  nichts  wesentlich  Neues  mehr  ausgesprochen 
wurde.  Dabei  giebt  es  Gelegenheit,  sich  über  die  Begriffe  von  Zeit  und 
Raum  auszusprechen  und  über  die  Art,  wie  die  Grundbegriffe  der 
Mechanik  aneinander  zu  reihen  sind.  Der  Verfasser  sagt,  man  habe 
von  dem  Erfahrungssatz  auszugehen,  dass  gegenüberstehende  Körper 
entgegengesetzte  Beschleunigungen  nach  der  Richtung  ihrer  Verbindungs- 
linie bestimmen;  das  negative  umgekehrte  Verhältniss  der  gegenseitigen 
Beschleunigungen  giebt  das  Massen  verhältniss,  das  vom  physikalischen 
Zustande  unabhängig  ist.  Ferner  zeigt  die  Erfahrung,  dass  die  Be- 
schleunigungen eines  Körpers  durch  mehrere  andere  unter  sich  unab- 
hängig sind.  Endlich  ist  unter  bewegender  Kraft  das  Product  aus 
Masse  und  Beschleunigung  zu  verstehen.  „Diese  Sätze  erfüllen  die 
Forderung  der  Einfachheit  und  Sparsamkeit,  welche  man  an  dieselben 
ans  ökonomisch -wissenschaftlichen  Gründen  stellen  mnss/* 

In  einem  dritten  Capitel  wird  die  weitere  Verwendung  der  Prin- 
cipien  und  die  deductive  Entwicklung  der  Mechanik    behandelt.      Es 
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handelt  sieb  zunächst  um  besondere  Regeln,  welche  dazn  dienen, 
bestimmte  Aufgaben  nach  der  Schablone  zu  behandeln ,  ohne  in  die 
Einzelheiten  näher  einzugehen:  die  Erhaltung  der  Bewegungsgrösse  in 
einem  nicht  von  aussen  beeinflussten  System,  von  Newton  gefunden ; 
der  Satz  von  der  Erhaltung  der  Flächen  von  Euler  und  Bernouill  j; 
die  Lehre  vom  Stosse,  besonders  von  Huyghens  ausgebildet;  d'Alem- 
bert's  Satz  und  der  Satz  der  lebendigen  Kräfte,  das  Princip  des 
kleinsten  Zwanges  und  der  kleinsten  Wirkung  und  endlich  der  Hamil- 
ton'sehe  Satz.  Es  wird  hierbei  an  verschiedenen  Beispielen  gezeigt, 
dass  mit  allen  diesen  Sätzen  nichts  Neues  in  die  Mechanik  eingeführt 
wird,  sondern  dass  sie  nur  das  Bekannte  in  anderer  Form  geben,  die- 
selben Thatsachen  von  verschiedener  Seite  betrachten. 

Das  vierte  Capitel  ist  der  formellen  Entwickelang  der  Mechanik 
gewidmet.  •  Nachdem  die  Grundsätze  der  Mechanik  festgestellt  waren, 
konnte  die  Entwickelnng  neuer  Sätze  aus  ihnen  auf  deductivem- Wege 
stattfinden,  wie  im  dritten  Capitel  gezeigt  wird.  Eine  folgende  Periode 
in  der  Entwickelung  der  Wissenschaft  ist  dann  das  Bestreben,  alles 
Errungene  in  ein  System  zu  bringen,  so  dass  jedes  Einzelne  auf 
möglichst  einfachem  Wege  gefunden  werden  kann.  Nachdem  der  Ein- 
fluss  der  isoperimetrischen  Probleme  und  der  Variationsrechnung  und  dann 
die  theologischen  und  teleologischen  Gesichtspunkte  in  der  Mechanik 
beleuchtet  sind,  geht  der  Verfasser  zur  analytischen  Mechanik  Über,  wie 
sie  Lagrange  ausgebaut  hat  als  ,,eine  grossartige  Leistung  in  Bezug 
auf  die  Oekonomi«  des  Denkens 'S  Neue  priucipielle  Aufklärungen  giebt 
die  analytische  Mechanik  nicht,  als  ihr  Ziel  ist  die  einfachste  praktische 
Bewältigung  der  Aufgaben  zu  betrachten.  Von  besonderem  Interesse 
sind  die  Ansichten,  welche  der  Verfasser  in  einem  folgenden  Abschnitt 
über  die  Oekonomie  der  Wissenschaft  äussert. 

In  einem  letzten  Capitel  werden  die  Beziehungen  der  Mechanik  zu 
anderen  Wissensgebieten  kurz  behandelt,  zur  Physik  und  zur  Physiologie. 

Für  Denjenigen,  der  mit 'der  Mechanik  einigermassen  vertraut  ist, 
ist  es  ein  wahrer  Genuss,  die  consequente  Durchführung  der  Apschau- 
nng  des  Verfassers  und  sein  Talent,  die  verschiedenen  Betrachtungs- 
weisen der  Mechanik  an  einfachen  Beispielen  zu  vergleichen,  im  Einzelnen 
zu  verfolgen.  Ein  populäres  Werk  im  gewöhnlichen  Sinn  dieses  Wortes 
ist  es  nicht,  wie  die  anderen  Bände  der  internationalen  Wissenschaft* 
liehen  Bibliothek;  es  verlangt  mathematische  Kenntnisse  in  ziemlichem 
Umfang,  aber  um  so  grösser  ist  der  Gewinn  für  den  Leser,  dem  solche 
Kenntnisse  zu  Gebote  stehen.  p,  Zbcb. 
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Lehrbnoh  der  Speotralanalyse.  Von  Dr.  Eatser.  Berlin,  Springer. 
1883.    (358  S.) 

Obgleich  die  Spectralanalyse  noch  manche  dnnkle  Punkte  enthält, 
insbesondere  in  der  Erklärung  der  mehrfachen  Spectra  der  Elemente, 
so  ist  es  doch  wttnschenswerth ,  von  der  grossen  Fülle  von  Thatsachen, 
die  vielfach  zerstreut  publicirt  sind,  eine  wissenschaftliche  Zusammen- 
stellung zu  erhalten,  wie  sie  hier  der  Verfasser  giebt.  Im  ersten  Ab- 
schnitt wird  die  Emission  des  Lichtes  behandelt,  die  verschiedenen 
Wirkungen  der  Aetherwellen ,  die  verschiedenen  Spectra  und  ihre  Dar- 
stellung. Die  in  steter  Bewegung  befindlichen  Molekeln  geben  durch 
ihre  lebendige  Kraft  die  Temperatur  des  Körpers,  die  Schwingungen 
der  Atome  in  den  Molekeln  wirken  auf  den  Aether  und  erzeugen  Licht. 
Diese  Annahme  wird  consequent  durchgeführt.  Steigt  die  Temperatur, 
so  werden  die  Molekulargeschwindigkeiten  grösser,  also  auch  infolge  der 
zahlreicheren  Stösse  die  Atom-  und  Aetherschwingungen.  Bei  grösserer 
Steigerung  der  Temperatur  tritt  Dissociation ,  Zerlegung  der  Molekel  ein 
und  damit  Aenderung  der  Art  der  Lichtschwingung.  Aber  auch  Elektri- 
cität  ohne  Temperaturerhöhung  kann  Lichtwirkung  hervorbringen,  sie 
wirkt  zunächst  auf  den  Aether,  welcher  die  Atome  umgiebt,  und  setzt 
durch  jene  diese  in  Bewegung.  Es  lassen  sich  bis  jetzt  alle  Erschei- 
nungen der  Spectralanaljse  durch  diese  Annahme  erklären. 

Es  folgt  die  Brechung  des  Lichtes  und  die  Betrachtung  der 
Spectralapparate ,  dann  die  Beugung  und  die  Gitter,  die  Untersuchung 
des  ultrarothen  und  uftravioletten  Lichtes,  endlich  die  Geschichte  und 
Gesetze  der  Spectralaualyse,  die  verschiedenen  Arten  der  Spectra  und 
die  kurzen  und  langen  Linien  Lockyer^s. 

Der  zweite  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  der  Absorption  und  hier 
zunächst  mit  dem  Verhältniss  der  Emission  und  Absorption,  mit  dem 
Gesetze  von  Kirchhoff,  welches  Grundlage  der  ganzen  Spectralaualyse 
geworden  ist.  An  seiner  Hand  wird  die  Bedeutung  der  Absorptions- 
spectra,  das  Sonnenspectrum  und  die  Constitution  der  Sonne  betrachtet. 
Mit  der  Anwendung  der  Spectralaualyse  auf  die  Himmelskörper,  den  An- 
schauungen Lockyer's  über  Dissociation  der  Elemente  und  der  quan- 
titativen Spectralaualyse  nach  Vierordt  schliesst  dieser  Abschnitt. 

Der  letzte  Abschnitt  giebt  eine  Uebersicht  über  die  bisher  gemes- 
senen Spectra  in  Wellenlängen  nebst  den  Literaturangaben,  nach  den 
chemischen  Kiementen  geordnet.  Als  Tafeln  sind  beigegeben:  das 
normale  Sonnenspectrum  von  Angstrom,  der  ultraviolette  Theil  nach 
Cornu  und  der  ultrarothe  nach  Abney. 

Wir  danken  dem  Verfasser,  dass  er  ein  Werk  geschaffen  hat,  das 
in  allen  Fragen  der  Spectralaualyse  sichere  und  klare  Auskunft  ertheilt, 
und  empfehlen  dasselbe  aufs  Angelegentlichste  Jedermann,  der  mit 
Spectralaualyse  zu  thun  hat.  p.  Zech. 
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Einleitung  in  die  theoretische  Physik.  Von  Dr.  F.  Nbdmann,  heraus- 
gegeben von  Dr.  Pape.  Leipzig,  Teobner.  1883.  (291  8.) 
Die  zweite  Publication  von  Vorträgen  Neumann's  an  der  Uni- 
versität Königsberg,  welche  von  Schülern  desselben  gesammelt  werden 
sollen.  Die  erste,  welche  den  Magnetismus  enthielt,  wnrde  im  27.  Jahr- 
gange  dieser  Zeitschrift  (S.  217)  angezeigt.  Der  vorliegende  Band 
enthält  die  Lehre  von  der  Schwere  und  die  Theorie  des  Pendels,  die 
Hydrostatik  und  Aerostatik ,  den  Satz  von  der  Erhaltung  der  Kraft,  die 
Hydrodynamik  und  Aerodynamik.  Wenn  die  Publicationen  rasch  sich 
folgen  ,  werden  wir  endlich  ein  vollständiges  Lehrbuch  der  mathematischen 
Physik  erhalten.  p.  Zbch. 


Kinematik  des  Strahles.  Von  Wittbnbaubk.    Graz,  bei  Leuschner.  1883. 
(105  S.) 
Bei  der  Bewegung    in   der   Ebene  wird   gewöhnlich  der  Punkt  als 
das   bewegliche  Element  betrachtet.      Der  Verfasser   sucht    die  Gerade 
als  solches  einzuführen,  er  erhält  eine]^Beihe  von  Sätzen,  welche  denen 
des   Punktes    dual  entsprechen.      Man   erhält  auf  diese  Weise  eine  Er- 
gänzung der  sonst  nur  in  der  ersten  Form  gegebenen  Sätze  der  Mechanik 
in  der  Ebene.     So  entspricht  der  Centralbewegung   die  Linearbewegung 
des    Strahles,    wobei    sämmtliche    Beschleunigungsdrehpunkte     in    einer 
Geraden  liegen;   bei  einem  Strahlensystem  liegen  die  Krümmungsmittel- 
punkte der  von  sämmtlichen  Strahlen  des  Systemes  beschriebenen  Bahnen 
in  jedem  Moment  der  Bewegung  auf  einem  Kreise  und  eine  grosse  Zahl 
«anderer  Sätze  ergiebt  sich,   die  den  bekannten  Sätzen  über  Momentan- 
axe,  Beschleunigungscentrum  u.  s.  w.  entsprechen.  p.  Zbch. 


Theoretische   Untersuchungen   über    die   regelmässigen   Abweichungen 
der  Geschosse  und  die  vortheilhafteste  Gestalt  der  Züge.    Von 
Cabl  Cranz.     Inauguraldissertation.     Stuttgart,  Metzler.     1883. 
(70  S.) 
Zweck    der  vorliegenden  Arbeit   ist,    Gleichungen    für    die    Trans- 
lation  des   Schwerpunktes    eines  Geschosses    und   der  Rotation   der  Ge- 
schossaxe  um  den  Schwerpunkt  festzustellen,  die  Gleichungen  zu  integriren 
und  die  Resultate  zu  deuten.      Die  Integration  geschieht,  indem  kleine 
Grössen    vernachlässigt    und     die    Gleichungen    für    Translation    unab- 
hängig von    denen  der  Rotation  integrirt  werden.     Als  Resultat  ergiebt 
sich,   dass  der  Schwerpunkt  eine  doppelt  gekrümmte  Curve  beschreibt, 
deren  Horizontalprojection  sich  von  der  durch  die  Geschützaxe  gelegten 
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Verticalebene  rasch  entfernt.  Die  Geschossaxe  beschreibt  iu  regelmäs- 
sigen Perioden  einen  Kegel,  dessen  Spitze  der  Schwerpunkt  nnd  dessen 
Leitlinie  eine  Rosette  mit  drei  sich  stetig  erweiternden  Blättern  ist. 
Für  die  vortheilhaftesten  Züge  werden  verschiedene  Voraussetzungen 
betrachtet,  geringste  Abweichung  der  Geschossaxe  von  der  Flugbahn, 
Maximum  der  Austrittsgeschwindigkeit,  Gleichheit  der  Reibung  in  den 
Zügen  und  grösster  Vortheil  in  der  allmäligen  Pulverentwickelung, 

P.  Zech. 

Handbuch  der  statischen  Blektrioität  Von  Mascart.  Deutsch  von 
Wallentin.  I.  Band,  I.  Abth.  Wien.  Pichler.  1883.  (539  S.) 
Im  Gegensatz  zu  der  Darstellung  der  Werke  von  Maxwell  und 
von  Wiedemann  über  Elektricität,  bei  welcher  eine  Trennung  von 
statischer  und  dynamischer  Elekricität  als  nicht  mehr  haltbar  betrachtet 
wird,  hat  Mascart  einen  „Trait^  d'^lectricitd  statique**  geschrieben,  in 
welcher  er  sich,  wie  Ries  in  seinem  Lehrbuch  der  ReibungselektricitSt, 
auf  diese  beschränkt.  Es  werden  von  Mascart  besonders  die  älteren 
Untersuchungen  berücksichtigt,  um  den  geschichtlichen  Eutwickelungs- 
gang  der  Elektricitätslehre  darzustellen.  Die  erste  Abtheilung  des  ersten 
Bandes  (zwei  Bände  sollen  es  werden)  giebt  die  Gesetze  der  elektrischen 
Wirkungen,  der  Zerstreuung,  der  Anordnung  auf  Leitern,  der  Influenz, 
des  Potentiales  und  der  aus  den  allgemeinen  Theoremen  sich  ergebenden 
Vertheilung  der  Elektricität  auf  Leitern.  Zusätze  zu  dem  Original  ans 
den  Werken  von  Maxwell,  Clausius  und  W.Thomson  finden  sich 
besonders  beim  Potential.  Die  Ausstattung  des  Werkes  ist  vorzüglich. 
Eine  nähere  Besprechung  behalten  wir  uns  vor,  bis  der  erste  Band^ 
vollständig  vorliegt.   -  p.  Zbch. 

Licht  und  Wärme.  Von  E.  Gerland.  Leipzig  und  Prag,  1883.  (305  S.) 
Ein  Band  aus  dem  „Wissen  der  Gegenwart,  deutsche  Universal* 
bibliothek  für  Gebildete".  Es  giebt  eine  populäre  Darstellung  der  Lehre 
vom  Licht  und  von  der  Wärme  mit  vielen  Illustrationen,  gut  gewählten 
Beispielen  und,  was  bei  solchen  Werken  besonders  zu  rühmen  ist,  grosse 
wissenschaftliche  Correctheit.  P.  Zbch. 

Der  Kreislauf  im  Kosmos.  Von  Joseph  Eppino.  Freiburg  i.  B.,  1882. 
(103  S.) 
Der  Verfasser  wendet  sich  gegen  den  atheistischen  Naturalismus 
und  benutzt  dazu  die  Theorie  vom  endlichen  Stillstand  aller  Natur- 
processe.  Der  ewige  Kreislauf  sei  damit  verneint,  es  müsse  also  die 
Welt    einen    Anfang    gehabt    haben,    ein   Schöpfer  sei   nothwendig  an- 
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znaebmen.  Auch  die  Kant  Laplace*6che  Theorie  der  Entstehung  des 
Sonoensystemes  könne  nicht  helfen.  Es  wird  dann  die  Methode  der 
Gegner  hervorgehoben.  „Gut  verstand  es  D.  Strauss,  die  Lehren  der 
christlichen  Religion  zu  verdrehen  und  dann,  so  zugestutzt,  mit  Hohn 
und  Spott  zu  tiberschütten/'  Insbesondere  wird  die  Methode  des  Frei- 
herm  du  Prel  in  seinem  i, Kampf  ums  Dasein^*  angegriffen.  Weiter 
wird  die  Kant-Laplace*sche  Theorie  im  Einzelnen  betrachtet  und 
kritisirt  und  dadurch  „wirksamer  gestützt *',  dass  'die  Gravitation  als 
Hauptagens  gegenüber  der  sonst  betonten  Rotation  festgestellt  wird. 
Endlich  wird  der  Weltenuntergang  und  der  Stillstand  der  Weltenuhr 
auseinandergesetzt.  „Wie  man  auch  das  Ding  anfassen  mag,  nirgends 
findet  sich  ein  fester  Halt;  es  ist  nur  ein  morsches  Brett,  das  beim 
ersten  Auftreten  zerknickt,  ein  Strohhalm,  der  kaum  angefasst,  zer- 
reisst.**  Die  Abhandlang  ist  eine  Ergänzung  zu  den  „Stimmen  aus 
Maria -Laach^',  eine  Streitschrift  der  katholischen  Theologie  gegen  die 
Naturwissenschaft.  p.  Zech. 


Vorlesungen  ftber  die  Wellentheorie  des  Lichtes.  Von  Vebdbt.  Deutsch 
von  Dr.  ExNEB.     Braunschweig,  Vieweg.     18S1,  1883. 

Im  letzten  literarischen  Bericht  wurde  das  Erscheinen  der  ersten 
Abtheilung  des  ersten  Bandes  angezeigt.  Jetzt  ist  der  erste  Band  voll- 
stftndig.  Das  Werk  von  Verdet  schliesst  mit  dem  Jahr  1865  ab,  der 
Uebersetzer  fügt  in  seiner  Bibliographie  noch  mehr  als  50  Abhandlungen 
and  Werke  hinzu,  so  dass  vieles  Neuere  in  der  Uebersetzung  zu  finden 
ist.  Gleichwohl  ist  der  Umfang  des  Bandes  um  beinahe  100  Seiten 
geringer,  als  der  des  Originales.  Es  ist  keine  eigentliche  Uebertragung, 
sondern  eine  Bearbeitung  mit  starken  Verkürzungen  und  Zusammen- 
ziehungen, und  das  nicht  immer  zum  Vortheil  der  Uebersetzung.  Man 
▼ergleiche  z.  B.  die  Darstellung  über  die  Wirkung  einer  Elementarwelle 
(Nr.  57)  mit  Verdet*s  Auseinandersetzung,  so  wird  man  finden,  dass 
die  Klarheit  des  Ganzen  entschieden  durch  die  Zusammenziehung  leidet. 
Deber  die  Aenderungen  gegenüber  dem  Original,  soweit  es  sich  um 
Neues  handelt,  ist  in  dem  Vorwort  genauer  Nachweis  gegeben. 

Der  vorliegende  erste  Band  enthält  die  geometrische  Optik  in  sehr 
reducirter  Form,  die  Entwickelung  der  Undulationstheorie,  Interferenz 
and  Beugung,  dann  die  Theorie  der  Doppelbrechung  nach  Fresnel 
and  Cauchy  und  die  Lichtbewegung  in  einaxigen  und  zweiaxigen 
Erystallen.  Der  folgende  zweite  Band  wird  im  Allgemeinen  die  Farben- 
erscheinungen darstellen,  als  Folge  der  Einwirkung  der  Körpermolekel 
auf  den  Aether.  p,  Zboh. 
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J.  G.  MuNKBR,  Professor  a.D.,  Die  Ornndgesetze  der  Elektrodynamik, 
synthetisch  hergeleitet  nnd  experimenteal  geprttft.  Mit  Holzschn. 
Nürnberg,  H.Ballhorn.    1883.    1  Mark.  (27  8.  und  2  S.  Vorwort)* 

Im  Vorworte  erklärt  der  Verfasser,  „leicht  und  sicher'^  gefunden 
zu  haben,  dass  die  Einwände  von  Grassmann  und  Stefan  gegen  die 
Amp6r ersehen  Gesetze  „völlig  unbegründet**  sind.  „Ich  fand  aber  auch 
einen  unanfechtbaren  Beweis,  dass  der  Satz  Ampire's,  nach  welchem 
die  Wirkung  irgend  eines  geschlossenen  Stromes  auf  ein  beliebiges 
Stromelement  senkrecht  zu  letzterem  gerichtet  sein  muss,  „„offenbar"*' 
falsch  ist,  („„sein  muss*'**  steht  im  Texte),  dass  also  auch  die  Formel 
Amp6re*s,  weil  sie  zum  Theil  durch  diesen  Satz  bestimmt  wird,  nicht 
richtig  sein  kann." 

Sein  (Munker^s)  elektrodynamisches  Grundgesetz  dagegen  harmonire 
vollkommen  („was  ich  besonders  hoch  anschlage^')  „mit  dem  Resultate, 
welches  Ohm  für  die  Wechselwirkung  zweier  aufeinanderfolgender  Ele- 
roente  eines  Stromes  erhielt**. 

Welches  soll  dies  Resultat  sein?  Seite  26  steht  als  VII.  und 
letztes  Capitel  dasjenige  mit  dem  Titel  „Ohm  über  die  Fern  Wirkung 
zwischen  galvanischen  Strömen**  und  wird  §  106  seines  Compendiums 
der  Physik  citirt.  Ich  schlug  das  letztere  sogleich  auf,  um  so  mehr, 
weil  Munker^s  VII.  Capitel  nur  20  Zeilen  umfasst,  und  fand  darin 
den  Ausspruch  Ohm's:  „Ich  unterbrach  meine  hierauf  bezüglichen 
Arbeiten  mit  dem  Vorsatze,  sie  bei  grösserer  Müsse  wieder  aufzunehmen, 
ohne  zu  ahnen,  dass  eine  dämonische  Verkettung  von  Umständen  mich 
für  immer  davon  abhalten  werde.**  Die  Vorrede  zu  Ohm^s  Compendiam 
ist  mit  Ostern  1854  datirt,  nnd  am  6.  Juli  desselben  Jahres  starb  sein 
Verfasser.*'^  Am  Schlüsse  von  §  106  sucht  Ohm  noch  Andere  zur 
Aufnahme  dieses  Gegenstandes  zu  animiren.  Jedoch  wollen  wir  non 
nach  dieser  Vorbereitung  auf  die  Kapitel  I  bis  VII  noch  eingehen! 

I  enthält  „Grundsätze**,  deren  erste  füöf  in  der  bekannten  Formel 
von  Ampere  enthalten  sind.  Aber  der  6.  bis  zum  9. incl.  sind  unnöthig, 
weil  gerade  so  selbstverständlich  als  wie  der  Satz ,  dass  gleiche  Ursachen 
gleiche  Wirkungen  hervorbringen. 

II.  „Richtung  der  Fern  Wirkung  zwischen  elektrischen  Stromelementen.** 
Aus  Grundsätzen  über  Symmetrie  (10  und  11)  erschliesst  Munker  den 
Satz  12:  „Die  Wirkung  zweier  Ströme,  die  in  derselben  geraden  Linie 
liegen,  fällt  in  diese**,  und  die  Sätze  13  bis  15.  Dieser  Satz  12  stimmt 
mit  Amp^re^s  und  nicht  mit  Grassmann's  Annahme*'''*,  was  Munker 


*  S.  65   der  hi8t.-lit.  Abtheilung  dieses  Bandes  der  Zeitschrift  schon  in 
Kürze  angezeigt. 

**  Vergl.  die  Gedächtnissrede  auf  Ohm  von  Director  Dr. CM.  v.  Bauern- 
feind.   München,  F.  Straub.   1882. 

••♦  Pogg.  Annalen  Bd.  64  (1846)  S.'lflg. 
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nicht  erwflhnt;  dagegen  setzt  er  zu  seinem  Satze  17  die  Anmerkung, 
daas  durch  diesen  die  Ansicht  Grassmann *8  widerlegt  sei.  Dies  ist 
irrthämlich,  da  der  Satz  17  auch  aus  Grass mann's  Ansicht  hervor- 
ginge. Satz  19  ist  bedeutungslos,  aber  nicht  nach  der  Ansicht  Munker*s, 
welche  sogleich  in 

IQ  eine  „Berichtigung  eines  Amp^r ersehen  Satzes*'  anstrebt.  Dieses 
wenig  mehr  als  eine  Seite  umfassende  Kapitel  schliesst  mit  den  Worten: 
„N&heres  darüber  werde  ich  später  folgen  lassen."  Darin  hat  III  mit 
dem  obenerwähnten  VII  eine  zweifache  Aehnlichkeit,  die  mich  weiteren 
Berichtes  über  III  überhebt. 

IV  „Grösse  der  Wirkung  zwischen  zwei  unendlich  kleinen  Strom- 
elementen'S  Satz  20  ist  die  Reprodnction  des  Amp  er  ersehen,  nach 
welchem  diese  Wirkung  bei  rechtwinkliger  Lage  der  beiden  Strom- 
elemente AB  und  CD  Null  sein  soll,  wenn  die  Mitte  von  A  mit  CD  in 
derselben  Ebene  liegt.  Da  nun  Stefan  diesen  Satz  nebst  Begründung 
gewiss  kannte  und  Munker's  Begründung  die  nämliche  ist  wie  bei 
Ampere*,  so  können  unmöglich  „dadurch  die  entgegenstehenden  Be- 
denken Stefan*s^*  gehoben  erscheinen^S  wie  Munker  in  der  Anmer* 
kung  S.  9  sagt. 

S.  10  liest  man  den  befremdenden  Satz 

ii'dsds' 
21)  rv  =  c 

für  die  Wirkung  von  zwei  parallelen  Elementen ,  welche  senkrecht  gegen- 
überliegen. Die  vorausgehende  Entwickelung  desselben  ist  originell, 
aber  willkürlich  und  unzulässig,  wie  auch  ihr  Resultat.  Die  zweite 
Potenz  von  r  kommt  erst  S.  14  wieder  zum  Vorschein  und  da  erst 
widmet  ihr  Munker  die  wenig'bn  Worte,  dass  sich  „die  Formel  für 
lineare  Stromelemente  von  derjenigen  für  körperliche  nur  dadurch  unter- 
scheide, das  erstere  r,  letztere  r^  im  Nenner  hat'*.  Die  Munker*sche 
Entwickelung  dazu  steht  S.  11.     Und  S.  15  folgt 

26)  W=  - 1  ^'  '^  ^/  ^^    {cos  i-cosd'  cos »') 

als  Munker*s  elektrodynamisches  Grundgesetz.  (Die  grossen  Buch- 
staben für  die  Intensitäten  deuten  auf  das  körperliche  oder  cylindrische 
Element,  während  die  kleinen  des  lineare  Element  betreffen). 

Aus  dieser  Formel  folgt  für  zwei  Elemente  in  derselben  Geraden 
die    Wirkung  Null,   während  Ampere,   dessen   Formel   den  bekannten 

♦  S.  z.B.  F.  Neumann' B  Vorlesungen  über  elektrische  Ströme,  heraus- 
gegeben von  Vandermüll.    Leipzig,  Teubner.    1884.    96  S. 

**  Mir  ist  zur  Zeit  nur  Stefanos  neuere  Abhandlung  in  Wiedemann's 
Annalen  Bd.  12  (1881)  zugänglich,  in  welcher  Stefan  seine  älteren  Abhandlungen 
dtirt  und  theilweise  reproduciri  Letztere  Abhandlung  ist  in  den  Berichten  der 
Wiener  Akad.  Bd.  59,  2.  Abth.  (1869)  enthalten. 

mib-Ut.  Ablblg.  d.  Z«ittehr.  f.  Math.  o.  Fhyt.  XXIX,  6.  17 
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Factor  {cosb  —  ^cos^coid"')  enthält,  im  letzteren  Falle  eine  abstossende 
Wirkung  folgert  und  auch  experimentell  bewiesen  haben  will.  Auf 
diesen  Unterschied  macht  M unk  er  schon  gleich  nach  der  Gleichung  21 
aufmerksam,  aber  da  in  wenig  hervorstechender  Weise,  indem  er 
Weiteres  hierüber  auf  VI  aufspart.  Bei  dem  obenangefahrten  Satz  12, 
der  eher  auf  Ampire*s  Anschauung  hinweist  als  auf  eine  Nullwirkung, 
ist  von  dieser  gar  nichts  gesagt. 

In  Y  bespricht  Verfasser  „W.  Weber's  experimentelle  Prüfung  des 
elektrodynamischen  Grundgesetzes'*  (von  Ampere);  aber  ohne  brauch- 
bares Resultat.  Denn  während  Weber  zur  numerischen  Berechnung 
seines  Versuches  nach  A  m  p  i  r  e  's  Gleichung  schreitet ,  erklärt  H  u  n  k  e  r , 
dass  zu  solcher  Berechnung  nach  seiner  Gleichung  „seine  Sehkrieift  fUr 
mmer  viel  zu  sehr  geschwächt  sei*^  Ich  verweise  deshalb  auf  das  zu 
III  und  VII  von  mir  Bemerkte. 

VI.  „Versuche  über  die  gegenseitige  Wirkung  von  Stromtheilen ,  die 
in  einer  geraden  Linie  liegen.*'  (8.  22 — 26).  Diese  vier  Versuche 
Munker's  beweisen  im  besten  Falle  wiederum,  dass  man  die  Fort- 
bewegung der  Ampire'schen  Drahtbügels  auf  dem  Quecksilber  als 
giltigen  Beleg  für  den  betreffenden  theoretischen  Satz  Amp6re*s  anzu- 
zweifeln vollen  Grund  hatte.*  Zu  vergl.  das  oben  bei  IV  Gesagte.  Statt 
einer  abstossenden  Kraft  (Ampere)  fand  Munker  in  seinem  vierten 
Versuche  (ohne  Quecksilber)  eine  „nicht  verkennbare  Anziehung**.  Nach 
seiner  Theorie  muss  aber  Nullwirkung  herauskommen  und  Munker 
deutet  jene  Anziehung  als  eine  durch  Nebenumstände  hervorgebrachte. 
Wenn  solche  mächtig  genug  sind,  so  können  sie  auch  die  Ampire'scbe 
Abstossung  (wenn  diese  existirte)  übertrumpfen.  Man  sieht  daraus  den 
zweifelhaften  Werth  solcher  Versuche. 

Da  das  letzte  Capitel  VII  schon  oben  besprochen  wurde,  so  bin  ich 
am  Ende  meiner  Besprechung  dieses  misslungenen  Unternehmens,  ein 
neues  elektrodynamisches  Grundgesetz  aufzustellen  (für  die  ponderomo- 
torische  Wirkung  des  elektrischen  Stromes;  die  elektromotorische  Wirkung, 
meist  Induction  genannt,  vervollständigt  erst  den  Begriff  der  Elektro- 
dynamik, mit  welchem  Namen  allerdings  bisher  meist  noch  der  eogere 
Begriff  der  ponderomotorischen  Wirkung  genannt  wird).  Dieses  Unter- 
nehmen ist  auch,  wie  gesagt  und  bekannt,  einem  Amp&re  nicht  in  voll- 
kommen einwurfsfreier  Weise  gelungen.  Kubz. 


Lehrbuch  der  Geophysik  und  physikalischen  Geographie.  Von  Dr. 
S.  Günther.  Zwei  Bände.  I.  Band  mit  77  in  den  Text  gedruckten 
Abbild.     Stuttgart,  Verlag  von  Ferd.  Enke.   1884.   8^    X,  418 S. 

*  S.  z  B.  Wie  dem  an  n 's  Lehre  vom  Galyanismus  etc.  2.AufL  IL  Bd.  LAbth. 
S.  10  (1874).    Die  8.  Auflage  steht  mir  dermalen  noch  nicht  so  GFeboie. 
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Der  Verfasser  erklärt  es  gleich  io  den  ersten  Zeilen  seines  Vor. 
Wortes  selbst  als  ein  Wagniss,  ein  Lehrbuch  der  terrestrischen  Physik 
gerade  jetzt  zu  veröffentlichen ,  wo  eine  Reihe  neaester  Werke  bekannter 
Schriftsteller  etwaigen  Bedürfnissen  der  deutschen  Leserwelt  so  aus- 
giebig Rechnung  trägt.  Aber  bei  Beginn  der  Ausarbeitung  war  von  eben 
jenen  Werken  noch  wenig  veröffentlicht,  und  dann  schien  auch  ein 
neues  kein  Ueberfluss,  wenn  sein  Plan  durch  das  Bestreben  bestimmt 
war,  bei  möglichst  systematischem  Aufbau  der  einzelnen  Lehren  zugleich 
der  mathematischen  Entwickelung  einen  grösseren  Spielraum  zu  gewähren 
und  dabei  auch  auf  die  geschichtliche  Entstehung  und  Ausbildung  unseres 
Wissens  umfassend  Bedacht  zu  nehmen. 

Sehen  wir  zu,  wie  der  Verfasser  seinen  Plan  ausgeführt  hat. 

Bei  oberflächlichem  Durchblättern  des  massig  starken  Bandes  fallen 
sofort  zwei  Eigenthümlichkeiten  ins  Auge:  die  Menge  der  je  am  Ende 
der  einzelnen  Kapitel  gegebenen  Citate  und  die  consequ^nte  Rücksicht- 
nahme auf  die  geschichtliche  Entwickelung  der  jeweils  darzustellenden 
Lehren. 

Mehr  als  2000  genaue  Verweisungen  geben,  ohne  die  Uebersicht 
des  Ganzen  zu  stören,  Zeugniss  von  den  eingehenden  Vorstudien  des 
Verfassers  und  ermöglichen  es  dem  Leser  in  bequemster  und  aus- 
reichendster Weise,  sich  betreffs  dessen,  was  über  jede  der  zur  Be- 
sprechung kommenden  Fragen  bis  jetzt  geleistet  ist,  genauer  zu  unter- 
richten. Dass  ein  Mann  wie  Günther,  welcher  unter  Denjenigen,  die 
um  mathematisch  -  historische  Forschungen  sich  bemühen,  seit  Jahren  in 
erster  Reihe  steht  und  zumal  bei  der  Natur forscherversammlung  zu  Graz 
(1875)  ebenso  lebhaft  wie  gut  für  die  didaktische  Bedeutung  historischer 
Aufklärung  selbst  auf  mathematischem  Gebiet  eingetreten  ist,  dass 
Günther  gerade  bei  dem  vorliegenden  Stoff  seinen  Neigungen  folgen 
und  seine  durch  besondere  Veröffentlichungen  erwiesenen  geschichtlichen 
Specialstudien  auf  geographischem  Gebiete  verwerthen  würde,  war  zu  er. 
warten,  und  man  sieht  sich  in  seiner  Erwartung  nicht  getäuscht. 

Wenn  jene  ersterwähnte  Eigenthümlichkeit  dem  „Lehrbuch^*  oft  fast 
mehr  den  Charakter  eines  „ Handbuches*'  zu  geben  scheint,  so  bringt 
es  die  zweite  dahin,  dass  man  in  diesem  Lehrbuch  zugleich  auch  je  für 
die  Gegenstände  der  einzelnen  Kapitel  die  geschichtliche  Entwickelung 
derselben  vom  ersten  Auftreten  der  betreffenden  Fragesteilung  an  bis 
auf  die  Gegenwart  mit  besitzt.  Man  ersieht  hieraus  schon,  welche  reiche 
Fülle  an  Stoff  die  400  Seiten  des  vorliegenden  Bandes  gewähren. 

Eine  „geschichtlich  -  literarische  Einleitung*'  (S.  1 — 36) 
versucht  sich  an  der  schwierigen  Aufgabe,  auf  so  wenigen  Seiten  einen 
Ueberblick  zu  geben  über  die  Gesammtleistungen  auf  dem  Gebiete  der 
Geophysik,  wie  sie  seit  den  Zeiten  der  altgriechischen  Dichter  und 
Denker  bis  zur  Gegenwart  zu  Tage  gefördert  wurden ,   zu  skizziren ,  wie 
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Hand  in  Haod  mit  der  Entwickelung  von  Mathematik  and  Physik  nnd 
Oeologie  neue  nnd  neue  Fragen  auftreten  und  wie  diese  in  stetem 
Wechselspiel  neuer  Hypothesen  ihre  wirkliche  oder  gar  zu  oft  nur  Ter- 
meintliche  Lösung  finden.  Wenn  sich  auch  diese  Skizze  hie  und  da, 
besonders  gegen  das  Ende,  einem  Verzeichniss  von  Büchertiteln  in 
bedenklicher  Weise  nähert,  so  kann  sie  doch,  zumal  sie  nur  eine  orien- 
tirende  Einführung  sein  soll,  im  Ganzen  als  gelungen  bezeichnet  werden. 

Was  dann  die  systematische  Gliederung  des  zur  Darstellung  kom- 
menden reichen  Stoffes  anbelangt,  so  behandelt  die  erste  Abtheilung 
(S.  36—129)  die  kosmische  Stellung  unseres  Erdkörpers,  fahrt  dabei 
aber  die  physische  Astronomie  nur  in  dem  engen  Rahmen  vor,  welchen 
die  ausschliessliche  Rücksichtnahme  auf  terristrische  Fragen  gebietet. 

Im  Einzelnen  wird  hier  zuerst  (1.  Kapitel)  die  mit  physikalischen 
Sätzen  zum  Theil  recht  willkürlich  verfahrende  Kant 'sehe  Weltbildungs- 
hypothese dargestellt,  sowie  ihre  Neuaufstellung  und  Fortbildung  durch 
Laplace;  sofort  werden  aber  auch  die  entgegenstehenden  Einwände 
vorgeführt  und  die  Folgerungen  besprochen,  zu  welchen  jene  Nebular^ 
hypothese  zumal  bei  Berücksichtigung  der  thermodynamischen  Verhältnisse 
führt,  insbesondere  die  Ansichten  über  das  Endschicksal  der  Weltsysteme. 
—  Wegen  der  unmittelbaren  und  so  vielseitigen  Bedeutung  der  Sonne 
für  die  Probleme  der  tellurischen  Physik  und  wegen  der  so  mannigfachen 
Analogien  planetarischer  Erscheinungen  mit  irdischen  werden  hierauf 
(2,  Capitel)  in  kurzen,  aber  genügenden  Strichen,  im  Wesentlichen  der 
Zeitfolge  nach,  theilweise  mit  gegenseitiger  Abwägung  ihrer  Richtigkeit 
alle  die  so  mannichfaltigen  Ansichten  vorgeführt,  welche  über  Natur  und 
Temperatur  der  Sonne,  über  Planeten  und  Planetoiden,  über  Kometen 
und  deren  Beziehung  zu  den  Meteoriten ,  über  den  Weltraum  und  seine 
Erfüllung  aufgestellt  worden  sind,  und  es  mag  besondere  Erwähnung 
finden,  dass  der  Verfasser,  was  das  Wesen  der  Sonnenflecken  betrifft, 
zwischen  der  Kirchhoff 'sehen  Wolken-,  der  Zöllner'schen  Schlacken- 
und  der  Reye'schen  Trombentheorie  keine  bevorzugende  Auswahl  trifft, 
wohl  aber  der  Annahme  einer  äusserst  fein  differentiirten  Materie  im 
Welträume  das  Wort  redet  und  des  Letzteren  absoluten  Temperatur-Null- 
punkt (mit  Haussier)  zu  —162^  festlegt.  Mit  vollem  Recht  finden 
hierauf  (3.  Capitel)  die  astronomischen  Nachbarn  der  Erde,  zumal  der 
Mars,  und  ihr  Trabant,  unser  Mond,  eine  verhältnissmässig  eingehendere 
Betrachtung;  den  Abschluss  macht  die  interessante  Lehre  vom  Mond- 
vulkanismus. 

Die  zweiteAbtheilung  (S.  129  —  300)  bespricht  die  allgemeinen 
mathematischen  und  physikalischen  Verhältnisse  der  Erde,  also  ihre 
Oberflächen  form  und  ihre  Bewegung  im  Räume.  Ausgehend  (1.  Capitel) 
von  der  allmäligen  Entwickelung  der  Sphäricitätslehre,  wobei  die  kritische 
Sonde  an  die  sogenannten  Beweise   von    der   Kugelgestalt  gelegt  wird, 
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führt  der  Verfasser  weiter  vor  die  Darlegung  der  Methoden ,  welche  zur 
Kenntniss  der  wirklichen  Erdgestalt  führen  können  und  wirklich  führen, 
also  hauptsächlich  die  der  Gradmessung  und  ihre  Geschichte,  und  im 
Anschlüsse  hieran  (2.  und  3.  Capitel)  gieht  er  eine  sehr  dankenswerthe 
Darstellung  der  allmäligen  Herausbildung  der  Lehre  vom  Geoid.  Das 
4.  Capitel ,  von  der  Erdbewegung  im  Räume  handelnd ,  giebt  die  betref- 
fenden Theorien  der  Mechanik  im  besten  Sinne  popularisirt :  die  Para- 
graphen vom  Foucault*schen  Pendel  versuch ,  von  den  Weltsystemen 
und  von  den  für  die  Geophysik  so  wichtigen  Störungserscheinungen 
werden  viele  dankbare  Leser  finden,  nicht  minder  auch  das  5.  Capitel, 
welches  „die  Graphik   im  Dienste  der  physischen  Erdkunde'*  bespricht. 

Eine  dritte  Abtheilung  (S.  300  bis  Schluss)  behandelt,  von  den 
Warmeverhältnissen  in  den  Tiefen  der  Erde  ausgehend,  die  Geophysik 
im  engeren  Sinne  und  das  Wesentliche  der  dynamischen  Geologie,  also 
insbesondere  die  vulkanischen  Erscheinungen  und  die  Erdbeben,  dies 
Alles  geschichtlich  entwickelnd.  Dass  gerade  die  letzterwähnte  Betrach- 
tungsweise grosse  Vortheile  und  lebhafte  Anregung  gewähren  kann,  wird 
Jeder  zugeben;  dass  beide  erzielt  werden,  ist  der  schönen  Darstellung 
des  Verfassers  zu  danken.  Was  die  letztere  im  Allgemeinen  betrifft,  so 
wurden  zwei  Eig'enthümlichkeiten  derselben  oben  schon  hervorgehoben; 
auch  die  Erwähnung  einer  dritten  darf  nicht  vergessen  werden,  da  sie 
dem  Werke  zum  Vorzug  gereicht ,  die  an  passenden  Stellen  durchgeführte 
Benützung  mathematischer  Betrachtung  nämlich.  Nirgendwo  drängt 
sich  diese  unnöthig  in  den  Vordergrund;  wo  sie  auftritt,  hält  sie  sich 
gleichweit  entfernt  von  allzu  grosser  Breite  und  Ausführlichkeit,  wie  von 
einer  nur  dem  Eingeweihten  verständlichen  Skizzenhaftigkeit. 

Mit  den  *skizzirten  drei  Abtheilungen  ist  der  Rahmen  der  vorliegenden 
ersten  Bandes  ausgefüllt.  Weitere  sechs  Abtheilungen,  welche  den 
Inhalt  des  zweiten  Bandes  füllen  sollen,  werden  bezüglich  zur  Besprechung 
bringen  die  magnetischen  und  elektrischen  Erdkräfte,  die  Atmosphäro- 
logie,  die  Oceanographie ,  die  aus  dem  Kampfe  zwischen  Meer  und  Fest- 
land sich  ergebenden  Oberflächen  Veränderungen,  die  Eigenschaften  der 
eigentlichen  Erdfeste  und  ihrer  Süsswasserbedeckung  und  schliesslich  in 
Kürze  die  physische  Geographie  der  Organismen. 

Wir  sind  gespannt  darauf,  wie  dieses  so  ungemein  reiche  Material 
verarbeitet  sein  wird.  Wenn ,  wie  nicht  anders  zu  erwarten ,  dieser  zweite 
Band  hält,  was  der  erste  verspricht,  insbesondere  wenn  er  nicht,  wie 
man  aus  einer  Andeutung  des  Vorwortes  vermuthen ,  vielmehr  befürchten 
möchte,  in  allzu  grosser  Kürze  und  zu  sehr  nur  das  Wesentlichste  an- 
deutend gearbeitet  sein  wird,  so  wird  unsere  Literatur  um  ein  recht 
hübsches,  dankens-  und  empfehlenswerthes  Werk  reicher  sein. 

Druck  und  Ausstattung  sind  schön  —  vollständiges  Sach-  und 
Namenregister  sehr  angenehm.  p.  Treutlsiii. 


VSO  Historisch  -  literarische  Abtheilnng. 

Lohrbnch  der  Elementargeometrie.  Von  J.  Hbnrici,  Professor  am  Gym- 
nasium zQ  Heidelberg,  nnd  P.  Trbdtlbin,  Professor  am  Gjmna- 
sinm  sa  Earlsrnhe.  Dritter  Theil:  Lage  und  Grösse  der  stereo- 
metrischen  Gebilde.  Abbildung  der  Figuren  einer  Ebene  auf  eine 
zweite  (Kegelschnitte);  Pensum  der  Prima.  Mit  134  Figuren  in 
Zinkographie.  Leipzig,  bei  6.  G.  Teubner.  1883.  VIII,  194  S. 
Wir  verweisen  zurück  auf  die  historisch -literarische  Abtheilung  von 
Bd.  XXVII  S.  139,  von  Bd.  XXVIII  S.  68,  wo  wir  über  den  I.  and 
II.  Theil  des  Lehrbuches  uns  äusserten,  das  jetzt  in  durch  seinen  III.  Theil 
vollendeter  Gestalt  uns  vorliegt.  Ein  von  dem,  was  man  sonst  Lehrbuch 
der  Elementargeometrie  nannte  und  vielfach  noch  nennt,  so  durchaus 
verschiedenes  Werk  will  als  ein  Ganzes  betrachtet  sein ,  ob  es  im  kunst 
reich  ausgeführten  Aufbau  auch  das  hält,  was  das  Programm  der  Ver- 
fasser am  Anfange  versprach.  Diese  Frage  muss  entschiedene  Bejahung 
finden.  Man  wird  nicht  leicht  eine  Schnlgeometrie  uns  nennen,  welche 
in  gleich  folgerichtiger  Weise,  stets  mit  denselben  Begriffen,  unter  wel- 
chen der  der  Projection  obenansteht,  arbeitend,  auf  588  Seiten,  deren 
vierter  Theil  etwa  üebungsaufgaben  gewidmet  ist,  ein  solches  Gebiet 
umfasst  und  den  aufmerksamen  Schüler  beherrschen  lehrt.  Geht  doch 
insbesondere  der  neueste  stereometrische  Theil  so  tief  in  die  projecti- 
vische  Entstehung  räumlicher  Gebilde  ein ,  dass  er  auch  dem  der  Mittel- 
schule entwachsenen  Leser  als  zu  Wiederholungen  geeignet  empfohlen 
werden  darf.  Ja,  man  wird  gerade  bei  solchem  etwas  rascheren  Lesen 
ein  Vergnügen  empfinden,  das  der  Gymnasialschüler  freilich  im  Allge- 
meinen ebenso  wenig  kennt,  wie  den  Genuss,  den  ein  rasches  Lesen  der 
Homerischen  Gesänge  bereitet.  Der  Gymnasialschüler  soll  das  Lehrbacb 
gar  nicht  in  solcher  Weise  kennen  lernen,  soll  nicht  nach  der  strengen 
Zahlenfolge  der  Paragraphen  in  die  Geometrie  eingeführt  werden.  Nicht 
umsonst  ist  jedes  Bändchen  zum  Unterricht  in  zwei  Jahreskursen  bestimmt, 
und  ein  guter  Lehrer  wird  auch  über  diese  Benutzungszeit  noch  hinausgeben, 
wird  Manches  aus  dem  I. ,  dem  IL  Bändchen  erst  in  Prima  vortragen ,  wenn 
auch  der  gedruckte  Leitfaden  den  Gegenstand  mit  dem  für  Secunda  oder 
gar  für  Tertia  bestimmten  Lehrstoffe  vereinigen  musste.  Die  Verfasser 
selbst  verfahren  bei  ihrem  Unterrichte  nach  dem  eben  angedeuteten  Plane, 
verzichten  beispielsweise  darauf,  bei  der  ersten  Begründung  der  geome- 
trischen Proportionenlehre  auf  solche  Proportionen  einzugehen ,  die  ratio- 
nal sich  nicht  in  Zahlen  darstellen  lassen ,  um  erst  später  darauf  zurück- 
zukommen. Das  gleiche  Recht,  mit  Auswahl,  vor- und  rückgreifend,  den 
Unterricht  zu  leiten,  darf  und  muss  jeder  Lehrer  für  sich  in  Anspruch 
Aehmea.  Bei  Ausnutzung  desselben  wird  gewiss  bald  das  gegenwärtig 
noch  verbreitete  Vorurtheil  schwinden,  als  sei  die  neue  Methode  überhaupt 
nicht  schulfähig  und  darum  die  Henrici-Treutlein'sche  Geometrie  kein 
Schulbuch.     Keferent  ist  vom  Gegentheil  überzeugt.  Camtor. 
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Ai^ben  aus  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene.    Von  Dr.  Adolf 
Hochheim,  Professor.     Heft  II:  Die  EegelschDÜte.    AbtheiluDg  I. 

A.  Aufgaben,  75  S.;   B.  Auf lösuDgen ,  93  S.     Leipzig  1883,  bei 

B.  G.  Tenbner. 

Wir  babeu  im  XXVII.  Bande  dieser  Zeitschrift,  hist.-lit.  Abtheilg. 
S.  219  —  220,  das  erste  Heft  des  Hochheim*8cben  Baches  unseren  Lesern 
anempfohlen.  Das  zweite  Heft  macht  es  uns  leicht,  in  dem  gleichen 
Sinne  das  Urtheil  abzugeben.  Der  Verfasser  erklärt  in  einem  Vorworte, 
hier  nur  die  einfacheren  Aufgaben  zusammengestellt  zu  haben,  welche 
etwa  dem  Standpunkte  der  Mittelschule  entsprechen ,  während  er  für  eine 
später  folgende  Veröffentlichung  Aufgaben  für  Studirende  sich  aufspare, 
in  denen  projectivische  Geometrie  und  Anwendung  homogener  Coordina- 
ten  vorausgesetzt  werde.  Insofern  ist  also  ein  gewisser  Gegensatz  gegen 
das  erste  Heft  vorhanden,  welches  für  die  Gerade,  den  Punkt  und  den 
Kreis  beiden  genannten  Leserclaesen  gerecht  zu  werden  sich  bestrebt. 
Man  muss  aber  darum  nicht  glauben,  das  jetzige  Heft  sei  des  Gebrauches 
durch  Studirende  unwerth.  Auch  ihnen  werden  nicht  wenige  von  den 
Kegelschnittaufgaben  der  ersten  Abtheilung  recht  harte  Nüsse  zu  knacken 
geben,  an  denen  sie  die  Stärke  ihrer  Werkzeuge  auf  die  Probe  stellen 
können,  sei  es  was  den  Ansatz  der  Aufgabe,  sei  es  was  ihre  algebraische 
Behandlung  und  Vermeidung  von  der  Aufgabe  fremden  Wurzelwerthen 
betrifft.  Die  Anordnung  der  Aufgaben  nach  vier  Capiteln  mit  den  Ueber- 
schriften:  Parabel,  Ellipse,  Hyperbel,  Curven  zweiten  Grades,  möchten 
wir  nicht  gerade  loben.  Sie  hat  ja  ihr  Bequemes  für  den  Lehrer,  der 
diese  oder  jene  Aufgabe  sich  aussuchen  will;  aber  einestheils  hätten  wir 
abwechselnde  Aufgaben  von  ansteigender  Schwierigkeit  über  die  einzelnen 
Curven  für  didaktisch  richtiger  gehalten,  anderntheils  jedenfalls  ein  Ca- 
pitel  vermischter  Aufgaben  gewünscht,  damit  der  die  Sammlung  durch- 
arbeitende Leser  nicht  aus  der  örtlichen  Stellung  der  einzelnen  Aufgabe 
schon  wisse,  worauf  er  bei  der  Lösung  hinzusteuern  habe.  Diesem  Ca- 
pitel  vermischter  Aufgaben  hätten  füglich  die  Nrn.  95— 113,  293—317, 
477 — 498  (Parabel,  Ellipse,  Hyperbel  als  geometrischer  Ort)  in  richtiger 
Abwechselung  zugewiesen  werden  können.  Vielleicht  zeigt  der  Verfasser 
bei  Ausarbeitung  des  noch  ausstehenden  Heftes,  das  einen  lehrerlos  ar- 
beitenden Leser  als  Regel  voraussetzen  wird,  sich  geneigt,  dieser  Bemer- 
kungen zu  gedenken.  Camtob. 


Analytisehe  Geometrie  des  Baumes,    I.  Theil:    Die  allgemeine  Theorie 

^  der  Flächen  und  Curven,  die  Eigenschaften  der  Flächen  zweiten 

Grades.     II.  Theil:  Disqnisitiones  generales  circa  superficies  curvas 

von  C.  F.  Gauss,  ins  Deutsche  übertragen  mit  Anwendungen  und 

Zusätzen.    Die  FresneFsche  Wellenfiäche.    Von  Dr.  Otto  Böklam, 
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Rector  der  k.  Realanstalt  in  Rentliogen«    Mit  in  den  Text  gedruck- 
ten Holzschnitten  nnd   4  lithographirten  Tafeln.     2.  Aufl.     Vlil, 
336  S.     Stuttgart  1884,  Verlag  von  Albert  Koch. 
Die    bahnbrechenden    Untersuchungen   Monge^s    über  Ranmcuryen 
und  Oberflächen ,  welche  ein  erstes  Lehrbuch  für  dieses  Gebiet  der  Geo- 
metrie darstellen,  sind  etwa  80  Jahre  alt;   die  von  Monge  eingeschla- 
gene Bahn  wieder  verlassen  zu  haben ,  ist  das  Verdienst  der  berühmten, 
etwa  20  Jahre  jüngeren  Abhandlung  von  Gauss.     Die  Neuzeit  hat,  wie 
naturgemäss ,    der   beiden    Wege  sich   bedient,    welche  von  jenen   Pfad- 
findern  eröffnet  worden  sind,   und  die  Güte  eines  Lehrbuches  bemessen 
wir  persönlich  wenigstens  auch  darnach,   wie  weit  es  dem  Verfasser  ge- 
lungen  ist,    die   zum  Ziele  führenden   Methoden   zu  verschmelzen,   den 
Leser  bald  die  eine,  bald  die  andere  üben  zu  lassen,  ihm  an  einzelnen 
Aufgaben  zu  zeigen,   wie  so  und  auch  so  verfahren  werden  kann,   und 
je  nach  dem  Verfahren  diese  oder  jene  Seite  der  Aufgabe  zu  besonderer 
Geltung  kommt     Der  Verfasser  des  uns  vorliegenden  Buches  ist  anderer 
Ansicht  gewesen.     In   den   197  ersten  Seiten  giebt  er,   man  kann  wohl 
sagen,    eine    durch   Aufnahme  neuerer  Sätze  bereicherte  Ausgabe    von 
Mongei  dessen  Bezeichnungen  er  getreulich  festhält;  S.  198 — 232  folgt 
die  üebersetzung  der  Gauss'schen  Flächenuntersucbungen ,  in   welcher 
die  sämmtlichen  Bezeichnungen  der  Urschrift  gleichfalls  beibehalten  sind; 
die  noch  übrigen  100  Seiten  sind  eigenen  Untersuchungen  des  Verfassers 
gewidmet,   wie  sie  früher  bereits  in  Zeitschriften  Abdruck  fanden.     Wir 
können  dieser  Anordnung  einen  Geschmack  nicht  abgewinnen  und  wissen 
auch  nicht  recht,  welchem  Leserkreise  gegenüber  sie  sich  als  zweckmässig 
erweisen  soll?     Freilich  streifen   wir  damit  die  andere  Frage,    für   wie 
geartete  Leser  das  Bö  klonische  Buch  überhaupt  geschrieben  ist?     Der 
Leser   soll   bereits  in  der  analytischen   Geometrie   des   Raumes  einigei^ 
massen  bewandert  sein ;  er  soll  wenigstens  die  Formeln ,  welche  auf  Ge- 
rade und  auf  Ebenen  sich  beziehen ,  kennen ,  denn  die  „  kurze  Demonstra- 
tion*' der  am  Anfang  zusammengestellten  42  Gleichungen,  welche  Seite 
4—7  sich  ihnen  anschliesst,   wird   nur   als  Beihilfe  zur  Erinnerung  an 
schon  Gewusstes   betrachtet  werden   können.     Der  Leser  soll  ausserdem 
die    analytische  Geometrie  der   Ebene  unter  Anwendung  der  Anfangs* 
gründe   der  Differentialrechnung  beherrschen,   der  Leser  soll  endlich  in 
der  Differentialrechnung  ziemlich   zu  Hause   sein.     Gegen   diese  sämmt- 
lichen Anforderungen   haben  wir  nicht  das  Mindeste  einzuwenden;   aber 
ist  es  denkbar,  dass  1884  ein  Leser  in  Deutschland  diesen  Anforderungen 
genügt,  ohne  Determinanten,   ohne  die  Bezeichnung  partieller  Differen- 
tialquotienten    durch   geschwungene    d    zu  kennen?     Und   wenn   er  ^e 
kennt,    wird   er  auf  diese    allgemein  verbreiteten  .Symbole  zu  Gunsten 
unübersichtlicher  und  undurchsichtiger  Schreibweisen  verzichten,   wie  ee 
Herr  Böklen  ihm  zumuthet,  der  Determinanten  erst  S.  211  in  der  Aa- 
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merkting,  dann  S.  307  anwendet,  ein  d  überhaupt  nie  benutzt?  Daftir 
kommt  8.  8  und  häufiger  das  Zerrbild  eines  umgekehrten  m  (also  tu)  zur 

Bezeichnung  von  ^   „  ^     vor,  von  dem  wir  nur  wissen  machten ,  wie  der 

Xicser  es  aussprechen  soll?  Auch  anderen  Ortes  ist  die  Sprache  mehrfach 
recht  absonderlich.  Gegen  die  gewundenen  Curven  hätten  wir  im  Ganzen 
keine  Einsprache  zu  erheben ,  wenn  nur  gleichzeitig  erwähnt  würde ,  dass 
und  warum  sie  sonst  allgemein  Curven  doppelter  Krümmung  heissen. 
Weniger  obren  erfreulich  sind  schon  die  entwickelbaren  Flächen,  aber  gar 
abelianische  Differentialgleichungen  (S.  161)  ertragen  zu  sollen,  geht  etwas 
zu  weit.  Der  Verfasser  verwirft  vielleicht  unsere  Einwendungen  als  klein- 
lich, als  die  Form  allein  betreffend,  während  er  verlange  nach  dem  In- 
halt beurtheilt  ,zu  werden.  Als  ob  bei  einem  Lehrbuche  nicht  die  Form 
selbst  Inhalt  wäre!  Dass  ein  so  guter  Geometer,  als  welcher  Herr  Bök- 
len  sich  mehrfach  in  eigenen  Untersuchungen  bewährt  hat,  nicht  geradezu 
Falsches  bringen  wird,  gegen  welches  man  sich  verwahren  müsste,  ist 
von  vornherein  anzunehmen ,  wiewohl  auch  hier  —  um  nur  Eines  hervor- 
zuheben —  die  Frage  gestattet  ist,  was  denn  eine  Berührungsebene  an 
eine  Oberfläche  eigentlich  ist,  deren  Gleichung  S.  7  abgeleitet  wird,  ohne 
dass  eine  Definition  vorherginget  ohne  dass  bewiesen  würde,  dass  eine 
solche  Ebene  überhaupt  stattfindet.  Also  gerade  die  Form  dürfen  und 
müssen  wir  als  Hauptsache  betrachten  und  mit  ihr  können  wir  uns  bei  der 
2.  Auflage  so  wenig  befreunden,  als  es  bei  der  I.Auflage  der  Fall  war; 
wir  können  es  um  so  weniger,  als  dazwischen  das  zweimalige  Erscheinen 
der  Joachimst harschen  Vorlesungen  fällt,  unerreicht  für  solche  Leser, 
die  nicht  Vieles,  aber  viel  lernen  wollen,  während  als  Nachschlagewerk 
von  unerschöpflichem  Inhalt  Salmon-Fi etiler  gleich  unerreicht  vor- 
handen ist.  Wir  sagen:  die  2.  Auflage  des  Bö  klonischen  Buches;  aber 
hat  wirklich  der  volle  Verkauf  der  ersten  Auflage  unser  Urtheil  zum 
Voraus  Lügen  gestraft?  Die  Vorrede  sagt:  der  erste  Theil  dieses  Werkes 
erscheint  hier  nahezu  in  derselben  Weise,  wie  in  der  1.  Auflage.  Wir 
fügen  hinzu:  die  192  ersten  Seiten  der  neuen  Auflage  stimmen  Zeile  für 
Zeile  einschliesslich  der  Druckfehler  mit  der  ersten  Auflage  überein, 
dann  beginnt  statt  der  noch  übrigen  anderthalb  Druckbogen  der  ersten 
Auflage  anderer  Text,  anderer  Druck,  anderes  Papier.  Schlussfolgerungen 
sind  leicht  zu  ziehen.  Camtob. 


Theorie  und  Anwendung  der  Linienooordinaten  in  der  analytischen  Geo- 
metrie der  Ebene.  Von  Dr.  Karl  Sohwerimg,  Oberlehrer  in 
Coesfeld.  Mit  in  den  Text  gedruckten  Figuren  und  2  Figuren- 
Ufeln.     Leipzig  1884,  B.  G.  Teubner.     V,  96  S. 
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Dass  die  AbleitoDg  der  LiniencoordiDaten ,  welche  seither  in  den 
Lehrbüchern  in  Gebrauch  war  und  welche  darauf  hinausläuft,  in  der  homo- 
gen gemachten  Gleichung  der  Geraden  die  Variabeln  als  CoeMcienten, 
die  Coefficienten  als  neue  Variabein  aufzufassen ,  lediglich  an  das  Schloss- 
vermögen  der  Schüler  sich  richtet,  ohne  ihnen  eine  greifbare  Versinn- 
Hebung  des  Verlangten  unmittelbar  zubieten,  ist  ein  Missstand,  welchen 
gewiss  schon  mancher  Mathematiker  empfunden  hat.  Herr  Schwerin g 
hat  1876  im  XXI.  Bande  dieser  Zeitschrift  S.  278  -  286  eine  Abhandlung 
,,Ueber  ein  besonderes  Liniencoordinatensystem^*  veröffentlicht,  welche 
in  dieser  Beziehung  Abhilfe  schaffen  sollte.  Einzelnen  Lesern  hat  schon 
jene  Abhandlung  Veranlassung  gegeben,  auf  dem  gewiesenen  Wege 
weiter  fortzugeben,  und  was  die  Abhandlung  theilweise  leistete,  das  wird 
voraussichtlich  dem  vor  uns  liegenden  Büchlein  in  erweitertem  Massstabe 
gelingen ,  wie  es  selbst  als  Erweiterung  und  als  ausführlichere  Entwicke- 
lung  des  geistreichen  Gedankens  von  1876  bezeichnet  werden  kann. 
Dieser  Grundgedanke  ist  folgender:  Ein  Paar  gerader  Parallelen,  Axen 
genannt,  bilden  mit  einem  auf  ihnen  senkrechten  Mittellothe  von  der 
gegebenen  Lftnge  t  das  Coordinatensystem.  Man  kann  es  etwa  betrach- 
ten als  ein  Fundamentaldreieck,  dessen  eine  Ecke  in  die  Unendlichkeit 
gerückt  ist  dadurch,  dass  zwei  Seiten  zur  dritten  senkrecht  stehen.  Auf 
diesen  parallelen  Seiten  schneidet  nun  jede  beliebige  Gerade  zwei  Strecken 
ti,  p  ab,  die,  von  den  beiden  im  Endlichen  gelegenen  Ecken  des  Fnn- 
damentaldreiecks  an  gerechnet,  nach  Länge  und  Richtung  gegeben,  die 
Liniencoordinaten  der  Geraden  sind.  Mittels  dieser  Liniencoordina- 
ten  entwickelt  sich  leicht  die  Gleichung  ^t4+^v  +  ^=0  als  Gleichnng 
des  Punktes.  Das  ist  genau  dieselbe  Gleichung,  zu  welcher  auch  die 
landläufige  Methode  führte, 'sofern  sie  mit  zwei  Coordinaten  sich  begnügte; 
aber  man  beachte  den  Unterschied  der  Bedeutung  der  Buchstaben.  Früher 
nahm  man  ti  und  v  als  die  reciproken  Werthe  von  gewissen  Abschnitten, 
bei  Herrn  Schwering  sind  es  solche  Abschnitte  selbst,  ein  begrifflicher 
Fortschritt  von,  wie  uns  scheint,  sehr  erheblicher  Tragweite.  Hr.  Schwe- 
ring handhabt  seine  Punktgleichnng  weiter  und   bringt  sie  zu  diesem 

A  H  C 

Zwecke  durch  Division  mit  ^  +  Ä  in  die  Form  u  +  v  -+ 


sbO,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  den  Coefficienten  von  u  und  v  die 
constante  Summe  1  beizulegen,  und  welche  die  Normal  form  genannt 
wird.  Leser  der  Hess  ersehen  Geometrie  werden  sich  hier  vor  Vermisch- 
ung der  Begriffe  hüten  müssen.  Hessens  Normalform  ist  bekanntlich 
itfu+^t'  +  l  =0,  während  A^  B  von  einander  unabhängig  sind,  eine 
Form,  welche  auch  Plücker  bereits  bevorzugte*  Die  neue  Normalform 
sagt  uns  darum  besser  zu ,  weil  C  in  ihr  ohne  Weiteres  auch  Null  werden 
kann,  während  in  H esse's  Normalform  diese  Voraussetzung  ein  Unend- 
lichwerden von  A  und  B  oder  wenigstens  eines  dieser  Coefficienten  erfor- 
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dert.  Die  Gleichung  des  Kreiges  r\A+  B)^ ((m - p)»  +  e^)  :==:  {Au  +  Bv  +  Cf 
wird  im  folgenden  AbBchnitte  erörtert.  In  ihr  ist  Au+  ßv  +  C=iO  der 
Kreismittelpunkt,  r  der  Ereishalbmesser.  Die  Kreisgleicbung  geht  in 
ti  9  s  r'  über,  sofern  das  Mittelloth  des  Coordinatensystems  Kreisdurch- 
messer  ist.  Die  Kreisgleichung  ist  so  aufzufassen ,  dass  jede  Gerade  mit 
den  Coordinaten  u,  v,  welche  die  Kreisgleichung  erfüllen,  Tangente  au 
den  Kreis  ist,  dass  mithin  der  Kreis  als  von  seinen  Tangenten  eingehüllt 
entsteht.  Das  ist  wieder  genau  in  Uebereinstimmung  mit  den  bisher 
üblichen  Liniencoordinaten.  Wir  beabsichtigen  nicht,  eine  ausführliche 
Inhaltsanzeige  des  ganzen  Büchleins  zu  geben;  wir  erwähnen  daher  nur 
beiläufig,  dass  schon  auf  8.  2  die  unendlich  ferne  Gerade,  auf  S.  27 
die  unendlich  fernen  Kreispunkte  zur  Rede  kommen.  Vielleicht 
hätte  der  Verfasser  an  §  17  zweckmässig  den  Beweis  angeknüpft,  dass 
es  wirklich  nur  eine  unendlich  ferne  Gerade  giebt,  wozu  Hessens  am 
Schlüsse  der  IV.  Vorlesung  seiner  Analytischen  Geometrie  der  geraden 
Linie  u.  s.  w.  gegebene  Darstellung  fast  ohne  Veränderung  hätte  dienen 
können.  An  den  Kreis  schliessen  sich  die  Kegelschnitte.  Wir  heben 
die  Definitionen  auf  S.  30  hervor:  Parabeln  sind  solche  Kegelschnitte, 
die  parallele  Tangenten  nicht  besitzen,  Ellipsen  solche,  deren  parallele 
Tangenten  nie  zusammenfallen,  Hyperbeln  solche,  deren  parallele  Tangen- 
ten^ zweimal  zusammenfallen;  sowie  die  Definition  der  Brennpunkte  S.  40 
als  der  reellen  Punkte  auf  den  von  den  unendlich  fernen  Kreispunkten 
der  Ebene  an  die  Curve  gezogenen  Tangenten.  Bei  Gelegenheit  der 
Erörterung  der  Paralleltangenten  sind  auch  Translationsformeln  des  Co- 
ordinatensystems  (Parallelverschiebung  der  Axen)  S.  35  abgeleitet,  wäh- 
rend die  Aufgabe  allgemeiner,  Translation  und  Rotation  vereinigender 
Coordinatenveränderung  erst  am  Ende  des  Buches,  S.  93  behandelt  ist. 
Ein  besonderer  Abschnitt  ist  der  allgemeinen  Gleichung  zweiten  Grades 
gewidmet,  womit  der  eigentlich  elementare  Theil  des  Buches,  d.  h.  der 
Theil)  welcher  Kenntniss  der  Infinitesimalrechnung  nicht  voraussetzt,  ab- 
schliesst.  Von  S.  55  an  ist  dagegen  diese  Beschränkung  aufgehoben ,  und 
wir  verübeln  es  dem  Verfasser  nicht  im  Mindesten.  Meint  er  gleich  in 
der  Vorrede,  er  wende  sich  an  Anfänger,  so  dürfte  die  Schule,  welche 
ihre  Abiturienten  reif  zum  Studium  des  Schwerin  gesehen  Buches  ent* 
läast,  doch  nur  eine  sehr  vereinzelte  sein.  Wir  empfehlen  dasselbe  viel- 
mehr  solchen  Lesern,  welche  mindestens  ein  Semester  an  einer  Univer* 
sität  zugebracht  und  die  Einleitungsvorlesungen  in  die  Mathematik  dort 
gehört  haben.  Ihnen  werden  alsdann  die  erwähnten  beiden  Abschnitte: 
„Tangente,  Berührungspunkt,  Normale,  DifPerentialausdruok  des  Bogen- 
elemeuts  und  des  Flächeninhalts'^  und  „Einige  Beispiele  höherer  Curven'* 
zwar  nicht  weniger,  aber  auch  nicht  mehr  Schwierigkeiten  bereiten,  alt 
die  vorangegangenen  54  Seiten.  In  dem  letzten  Abschnitte  uisbesondere 
werden  solche  Leser  mit  den  Singularitäten  höherer  Curven  eine  immer- 
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hin  etwas  mehr  als  nur  oberflächliche  Bekanntschaft  anknüpfen.  So  die 
allgemeine  Anordnung  des  reichen  Stoffes,  der  in  den  engen  Raum  von 
nur  sechs  Druckbogen  kunstreich  zusammengedrängt,  auch  durch  verhält- 
nissmässige  Vollständigkeit  dem  Werkchen  zur  wärmsten  Empfehlung  dient. 

Camtoe. 
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»fi«*'o^  le^.o. 
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552.  Nene  Methode  zur  Berechnunff  von  Doppelstembahnen.    T.N.Thiele.   Astr. 

Nachr.  CIV,  246. 
Ver^L  Differentialffleichnngen  596—699,  502.    Elektrodynamik  688.    Ellip- 
ÜBche  TransceDdeuten  651.  Geodäsie.  Geschichte  der  Mathematik.  Gleich- 
nngen  764.    Befraction.    Wahrscheinlichkeitsrechnung  983  —  986. 


Ballistik. 

553.  Sar  le  passage  des  projectiles  ä  travers  les  milienx  rdsistants,  siir  IMooule- 
ment  des  solides  et  sur  la  r^istance  de  Tair  au  moayement  des  projec- 
tiles.   Melsens.    Compt.  rend.  XGIU,  485. 

564.  Snr  la  thdorie  des  boulets  ramäs.    H.  Besah    Compt.  rend.  XCIII,  916. 

Bestimmte  Integrale. 

555.  Snr  les  formules  de  repräsentation  des  fonctions.    P.  du  Bois-Bejmond. 

Compt.  rend.  XCII,  915,  962.    [Vergl.  Nr.  671.J 

556.  Integration  de  certaines  äqnations  auz  däriväes  partieUes,  par  le  moyen  d*in. 

tägrales  ddfinies  contenant  sous  le  siguej^le  prodoit  de  deox  fonctions 

arbifcraires.    J.  Bonssinesq.    Compt.  rend.  XCIY,  88. 
Ver^l.  Abel*sche  Transcendenten.    Elliptische  Transcendenten.   Gammafanc- 
üonen.    Gleichungen  771.    Quadratur. 

C. 

CapiUarltät. 

557.  Die  Capillarwaage.    Y.  y.  Lang.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXYI,  1060. 

658.  Apparent  attracuons  and  repuCions  of  small  floaüng  bodies.    J.  Le  Conte. 

PhiL  Mag.  LXY,  47.  —  J.  T.  Biley  ibid.  191.  —  A.  M.  Worthington 
ibid.  198. 

659.  OnLaplace^s  Theory  of  capfllarity.    L.  Bayleigh.    Phil.  Mag.  LXYI,  809.  — 

A.  M.  Worthington  ibid.  339. 

Combinatoxik. 

660.  Sur  les  combinaisons  compUtes.    A.  G.  Melon.    Compt  rend.  XCII,  125. 

661.  Thdoräme  d'arithmetique.    M.  Weill.    Compt  rend.  XCIII,  1066. 
562.  La  phyllotazie.    B.  Baron.    Compt.  rend.  aCII,  1169. 

663.  Die  Lösung  einiger  phyllotaktiscnen  Probleme  mittels  einer  diophantischen 

Gleichunff.    Edm.  Kerber.    Berl.  Akad.-Ber.  1882,  457. 

664.  Zur  Theorie  der  Blattstellungen.    8.  Sohwendener.    Berl.  Akad.-Ber.  1883, 

741. 

Orystalloffr^pkie. 
666.  Ueber  gewundene  Bergkrystalle.    E.  Bens  eh.    Berl.  Akad-Ber.  1882,  138. 

666.  The  dflatation  of  crystals  on  change  of  temperature.    L.  Fletcher.    Phil. 

Mag.  LXVl,  275,  844,  412.    [Vergl.  Bd.  XXYU,  Nr.  823.] 

667.  Snr  les  positions  d'intensitö  lumineuse  äffale  dans  les  cristauz  macl|§s,  entre 

les  nicols  croisäs,  et  application  ä  r^tude  des  bandes  concentriques  des 
feldspaths.    A.  M.  Läyy.    Compt.  rend.  XCIY,  93. 

668.  Ueber  eine  Methode,  den  Normalenbogen,  um  welchen  eine  Krystallfl&che  yon 

einer  ihr  sehr  nsJie  liegenden  Zone  absteht,  und  ihre  krystallographische 
Lage  zu  bestimmen.    Websky.    Berl.  Akad.-Ber.  1882,  967. 


669.  Die  Snbdeterminanten  symmetrischer  Systeme.    L.  Eronecker.   Berl.  Akad.- 

Ber   1882,  821. 
670  Ueber  eine  spedelle  symmetrische  Determinante.    L.  Gegenbauer.    Wien. 

Akad.-Ber.  LXXXU,  988. 
571.  Zur  Theorie  der  Determinanten.    B.  IgeL    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXU,  1288. 
672  Snr  les  puissauces  et  les  racines  de  substitutions  linäaires.     Sylyester. 

Compt.  rend.  XCIY,  65. 

Hlflt.-Ut.  Abthlfl.  d.  Zeitoobr.  t  lUUi.  u  Phyt.  XXIX,  e.  18 


242  Historisch- literariflohe  Abtbeiinng. 

573.  Sar  les  racinee  des  matrices  anitaires.    Sylvester.    Compt  rend.  XCIV,  396. 

574.  Sur  le  d^terminant  fonctionnel  d'un  nombre  quelconque  de  formes  binaires. 

C.  Le  Paiffe.    Compt  rend.  XCII,  688. 
Vergl.  Elektrodynamik  619. 

DifferentLalgleldiimffen. 

575.  Sur  rint^gration   des  äquations   diffärentielles   par  les   s^ries.     Poincarä. 

Compt.  rend.  XCIV,  577. 

576.  Sur  les  courbea  däfinies  par  les  äquations  diff^rentielles.   Poincar^.  Compt. 

r«id.  XCUI,  951. 

577.  Sur  la  distinction  des  integrales  des  ^quations  diffärentielles  Unfaires  en  sous- 

groupes.    Gasorati.     Compt.  rend.  XCII,  175,  238. 

578.  Integration,  sous  forme  finie,  d'une  noovelle  espäce  d^equations  diff^rentielles 

lineaires  ä  coefficients  variables.    D.  Andr^.    Compt.  rend.  XCII,  121. 

579.  Sur  les  formes  des  integrales  de  certaines  dquitions  diiferentielles  linäalreB 

E.  Picard.    Compt.  rend.  XCIV,  418. 

580.  Sur  une  classe  d'^quations  differentielles  Unfaires  dont  les  coefiQcients  sont  des 

fonctions  algäbriques  de  la  variable  indäpendante.  Appell.  Compt.  rend. 
XCU,  61.    [Vergl.  Nr.  73.J 

581.  Sur  des  äquations  difperentielles  unfaires  dont  les  integrales  verifient  des  rela> 

tions  de  la  forme  F[qt{x)]  =  ipix) F(x).  Appell.  Compt.  rend.  XCIII, 
699.     [Vergl.  Bd.  XXVIII,  Nr.  529.] 

582.  Sur  une  classe  d^equations  differentielles  lineaires  binömes  ä  coefBcients  alge- 

briques     Appell.    Compt.  rend  XCIV,  202. 

583.  Sar  les  equations  differentielles  lineaires  ä  coefficients  periodiqaes.  6.  F 1  oq  ue t. 

Compt.  rend.  XCII,  1397. 

584.  Sur  une  classe  d'equations  differentielles  lineaires  k  coefficients  doublemeut 

periodiques.    Appell.    Compt.  rend.  XCII,  1005. 

585.  Snr  une  eqnation  differentielle  de  la  forme  f(u,  7-)  =  0*  L.  Fuchs.  Compt. 

rend.  XCIII,  1063. 

586.  Sur  les  equations  differentielles  lineaires  ä  integrales  algebriques.    H.  Pein- 

care.    Compt.  rend.  XCII,  698. 

587.  Sur  les  points  smguliers  des  equations  differentielles.    Poincare.    Compt 

rend.  XCIV,  416. 

588.  Sur  une  classe  d'equations  differentielles  lineaires.    Halpben.    Compt  rend. 

XCII,  779. 

589.  Sur  une  proposition  relative  auz  equations  lineaires.    G.  Darboux.    Compt 

rend.  XCIV,  1456. 

590.  Sur  une  equation  lineaire.    G.  Darboux.    Compt.  rend.  XCIV,  1645. 

591.  Sur  un  moyen  de  determiner  les  relations  entre  les  constantes  contenues  dans 

une  Solution  particuli^re  et  Celles  que  contiennent  les  coefficients  ratdon- 
nels  de  requation  differentielle  correspondante.  Goran  Dillner.  Compt 
rend.  XCII,  1498;  XCIII,  46. 

592.  Zur  Integration  der  Jacobi'schen  Differentialgleichung 

i.drc -f  If.dtf  +  .ÄTr^.dy  —  y  .da?)  =  0. 
Fr.  Hocevar.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXV,  848. 

593.  Sur  une  application  du  theor^rae  d'Abel.   Brioschi.   Compt.  rend.  XCIV,  686. 

594.  Sur  les  integrales  asymptotes  des  equations  differentielles.    J.  Boassinesq. 

Compt.  rend.  XCIV,  208. 

d^a     /  d*       d*  X" 

695.  Sur  rintegration  de  requation  -^T7^  +  (  J^  +  T-t+'*'/  9  =  0.    J.  Boas- 
sinesq.   Compt.  rend.  XCIV,  614. 

596.  Sur  rintegration  d\ine  eauation  differentielle  lineaire  du  deuxi^me  ordre  dont 

depend  Tevection.    H.  Gylden.    Compt  rend.  XCIII,  127. 

597.  Beiträge  zur  Theorie  der  Librationserscheinungen.   H.  Gylden.    Astr.  Nachr. 

CI,  1. 

598.  üeber  die  Gleichung  ~?  +  p=  gir^n- gir^^^.  ip-,^«+....    A.  Lindstedt    Astr, 

Nachr.  CHI,  211,  257,  267;  CIV,  145.  —  H,  Gylden  ebenda  CHI,  321.  - 
0.  Backlund  ebenda  CHI,  328. 

599.  Ueber  eine  neue  Integration  der  Differentialgleichungen  der  Planetenbewegong. 

S.  Oppenheim.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXX VII,  1031. 

600.  Theor^mes  relativs  ä  requation  de  Lame.   Brioschi.    Compt.  rend.jXCII,  325. 
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601.  8ar  la  th^orie  des  ^auationB  diff^rentiellee  lio^aires  da second  ordre.  Brioschi. 

Compt.  read.  XCUI,  941. 

602.  Sur  tue  applicatioD  noavelle  de  Täquation  de  Lam^.    H.  Gyld^n.    Compt. 

read.  XCIH,  687. 

603.  üeber  lineare  homogene  DifPerentialgleichungen,  zwischen  deren  Integralen 

homogene  Relationen  höheren  als  ersten  Grades  bestehen.  L.  Fachs. 
Berl.  Akad.-Ber.  1882,  703. 

604.  Sur  la  qaadrature  dont  dopend  la  Solution  d*ane  classe  ^tendae  d'äqaatioDS 

differentielles  linäaires  a  co^fficients  rationnels.  Goran  Dillner.  Compt. 
rend.  XCII,  236.    [Vergl.  Nr.  61,] 

605.  Sur  les  ^quations  diffärentielles  Unfaires  simultan^es,  ä  coef&cients  rationnels, 

dont  la  Solution  däpend  de  la  qaadrature  d*un  m^me  prodait  alg^rique 
irrationnel.    Goran  Dillner.    Compt.  rend.  XCII,  289. 

606.  Sur  nne  propriät^  que  poseäde  le  produit  des  k  integrales  de  k  ^quations  dif- 

ferentielles lineaires,  ä  coef&cients  rationnels,  dont  la  Solution  dopend  de 
la  Quadratnre,  respectivement.  de  k  fonetions  rationnelles  de  la  variable 
independante  et  d  une  mdme  irrationnalitä  algäbrique.  Goran  Dillner. 
Compt.  rend.  XCII,  290. 

607.  Sur  le  probl^me  de  Pfaff.    G.  Darboux.    Compt.  rend.  XCIV,  836. 

608.  Ueber  den  letzten  Multiplicator  eines  Systems   von  Differentaalgleichungen 

erster  Ordnung.    Ant.  Winckler.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXII,  628. 

609.  Sur  un  Systeme  d'dqnations  differentielles.  Halphen.  Compt.  rend.  XCII,  1101. 

610.  Sur  un  Systeme  d^äquations  differentielles.    Brioschi.    Compt.  rend.  XCII, 

1389.  —  Halphen  ibid.  1404. 

611.  Sur  certaines  equations  diffärentielles  lineaires  simultanäes  aux  deriväes  par- 

tielles.   E.  Picard  &  Appell.    Compt.  rend.  XCII,  692.    [Verffl  Nr. 67] 

612.  Sur  Pintegration  de  T^quation  aux  deriväes  partielles  du  second  ordre  ä  deux 

variables  indäpendantes.    L.  V.  Turquan.    Compt.  rend.  XCII,  1200. 
618.  Sur  rintegration  a'une  equation  aux  deriväes  partielles  du  deuxiäme  ordre. 
F.  G.  Teixeira.    Compt.  rend.  XCIU,  702. 
VerffL  Abersche  Transcendenten.    Akustik  513.    Bestimmte  Integrale  666. 
Invariantentheorie  790.    Mechanik.    Oberflächen.    Reihen  894. 

Bifferentlalqootienten. 

614.  Sur  les  diffärentielles  successives  des  fonetions  de  plnsieurs  variables  ind^pen- 

dantes.    G.  Darboux.    Compt.  rend.  XCIII,  1123. 

615.  Sur  les  differentielles  successives  des  fonetions  de  plusieurs  variables  et  sur 

une  propriete  des  fonetions  algebriques.  G.  Darboux.  Compt.  rend. 
XCIV,  676. 

Slaitidttt 

616.  Bestimmung  der  Elasticitätsconstanten  des  Kupfers.    W.  Voigt.    Berl.  Akad.- 

Ber.  1883,  961. 

617.  Sur  le  choc  entre  corps  eiastiques.    Pilleux.    Compt.  rend.  XCTV,  429. 

Elaktrodynaaük. 

618.  On  the  graphik  representation  of  the  law  of  effidency  of  an  electric  motor. 

Silv.  F,  Thompson.    Phil.  Mag;.  LXV,  124. 

619.  Sur  la  possibilite  de  requiUbre  eiectnque.   L.  Levy.  Compt.  rend.  XCUI,  706. 

620.  Sur  quäques  consequences  du  principe  de  Gauss  en  electrostatique.  Croulle- 

bois.    Compt.  rend.  XCIV,  74. 

621.  Nouvelle  demonstration  du  theoräme  de  Riemann.    CrouUebois.    Compt. 

rend.  XCni,  719.  , .    . 

622.  Essai  d'application  du  principe  de  Camot  aux  actions  eiectrochinuques.    G. 

Chaperon.    Compt.  rend.  XCII,  786. 

623.  Zur  Theorie  der  sogenannten  elektrischen  Ausdehnung  oder  Elektrostriction. 

L.  Boltzmann.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXII,  826,  1167. 

624.  Sur  le  choix  de  Tunite  de  force  dans  lesmesures  eiectriques  absolues.  Lipp- 

mann.    Compt.  rend.  XCII,  188. 

625.  Sur  le  principe  ae  la  conservation  de  reiectricite,  ou  second  principe  de  la 

theorie  des  phenom^nes  eiectriques.  G.  Lippmann.  Compt.  rend.  XCII, 
1049. 

626.  Sur  le  principe  de  la  conservation  de  Teiectricite.    G.  Lippmann.    Compt. 

rend.  XCU,  1149.      • 
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627.  Methode  ezp^rimentale  pour  la  dätermination  de  Tohm.     G.  Lippmann. 

Compt  rend.  XCIII,  713,  966;  XCIV,  36.  —  Brillouin  ibid.  XCIII,  846, 
1069. 

628.  Methode  pour  la  dätermination  de  Tohm.    J.  Jonbert.    Compt.  rend.  XCIV, 

1519. 

629.  üeber  die  elektrischen  Strömungen  in  einem  Kreiscy linder.    G.  Eirchhoff. 

Berl.  Akad.-Ber.  1883,  619. 

680.  üeber  die  stationäre  Strömung  der  Elektricität  in  fl&chenförmigen  L&bsm. 

J.  Haubner.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXV,  77. 

681.  üeber  die  Phasenonterschiede   elektrischer  Schwingungen.     A.  Oberbeck. 

Berl.  Akad.-Ber.  1882,  126,  1066. 

682.  On  the  induction  produced  b^  Variation  of  the  intensity  of  the  electric  car- 

rent  iu  a  spherical  solenoid.    Quet.    Phil.  Mag.  LaYI,  466. 
638.  Sur  les  lois  qui  rägissent  les  p^riodes  et  les  co^fficients  d'intensit^,  dans  Tun 

des  pnncipaux  groupes  de  forces  älectromotrices  älämentaires  dues  k  Yin- 

duction  solaire,  et  sur  la  possibilit^  de  fiiire  seryir  Paignille  aimantäe  k 

mesurer  la  yitesse  avec  laquelle  le  soleil  toume  autour  de  son  axe.   Quet. 

Compt  rend.  XCII,  336. 
634.  Sur  les  mäthodes  de  comparaison  des  coefGcients  d'induction.    Brillouin. 

Compt.  rend.  XCni,  1010;  XCIV,  436. 
636.  üeber  den  dynamoelektrisohen  Vorgang.    M.  Margules.    Wien.  Akad.-Ber. 

LXXXVI,  1186. 

636.  Sur  les  r^istances  relatives  que  Ton  doit  donner,  dans  les  madunes  dynamo- 

älectriques,  aux  bobines  actives,  aux  älectro-aimants  inducteurs  et  an 
circuit  int^rieur.    W.  Thomson.    Conipt.  rend.  XCUI,  474. 

637.  On  selfregulating  dynamoelectric  machines.  K.  H.  M.  Bosanquet.  PhiJ.  Mag. 

LXV,  276. 

688.  Distribution  de  Tänergie  par  T^ectricitä.     Marc.  Deprez.     Compi  rend. 

XCm,  892,  962. 

689.  On  the  size  of  conductors  for  the  distribution  of  electric  energv.   Th.  Graj. 

Phil.  Mag.  LXVI,  187. 

640.  Des  actions  llectriques  dans  les  systämes  conducteurs  semblablee.    Marc. 

Desprez.    Compt.  rend.  CXIV,  431. 

641.  Sur  le  rendement  des  piles  secondaires.     £.  Beynier.    Compt  rend.  XCn, 

1093. 

642.  Sur  le  rendement  et  la  limite  de  Topäration  du  transport  de  la  foroe  par 

.  Nlectricitö.    M.  L^vy.    Compt  rend.  XCIII,  709,  786,  842. 

643.  Thdorie  gän^rale   des  transmissions   par  c&bles  metalliques.     H.  L^ant^. 

Compt  rend.  XCII,  996. 

644.  Rapport  sur  un  memoire  de  M.  L^aut^,  relatif  aux  transmissions  tfl^dyna- 

miques.    Besal.    Compt.  rend.  XCIII,  682. 
646.  Sur  la  Solution  pratique  du  probl^me  du  transport  de  la  foroe  ä  de  grandes 
distances.    M.  Levy.    Compt  rend.  XCIV,  617. 
Ve^l.  Hydrodynamik  773.    Magnetismus.    Potential. 
EUiptUohe  Traasoendenten. 

646.  Sur  quelques  applications  de  la  throne  des  fonctions  eUiptiques.    Hermite. 

Compt  rend.  XCIII,  920,  1098;  XCIV,  186,  372,  477,  694,  763.    [Vergl 
Nr.  122.] 

647.  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen.     Weierstrass.     BerL  Akad.-Ber. 

1882,  443;  1883,  193,  266,  1271. 

648.  Zur  Theorie  der  Jacobi*schen  Functionen  von  mehreren  Veränderlichen.  Weier 

strass.    Berl.  Akad.-Ber.  1882,  606. 

649.  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen.    L.  Eronecker.    Berl.  Akad.-Ber. 

1883,  497,  626. 

660.  Bemerkungen  über  die  Multiplication  der  elliptischen  Functionen.    L.  Krön 

ecker.    Berl.  Akad.-Ber.  1883,  717,  949. 

661.  Contribution  k  Tapplication  des  fonctions  eUiptiques  &  Tastronomie.    0.  Cal 

1  andre  au.    Astr.  Nachr.  C,  193. 

662.  Sur  le  däveloppement  des  integrales  eUiptiques  de  premi^re  et  de  seconde 

espäce  en  säries  enti^res  r^currentes.  J.  Farkas.   Comptrend.  XCU,  181 

663.  Evaluation  d'uue  integrale.    Hermite.    Astr.  Nachr.  CI,  17. 

664.  Sur  rintägrale  elliptique  de  troisiöme  espäce.   Hermite.   Comptrend.  XCIV, 

901. 
Vergl.  Abel'Bche  Transoendenten. 
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F. 

Faotortnfolp;«* 

655.  Sur  la  d^composition  en  facteure  primaires  des  foDctions  onifonnes  ayant  ane 

ligne  de  points  singaliers  essentiels.   E.  Picard.  Compt.  rend.  aCII,  690. 

666.  Snr  le  däveloppement  du   produit  infini   (l—aj)(l-a?*)(l-aj*)(l— «*)...     J. 

Franklin.    Compt.  rend.  XCII,  448. 

Formen. 

657.  Zur  Theorie  der  Formen  höherer  Stufen.    L.  Eronecker.    Berl.  Akad.-Ber. 

1888,  957. 

658.  Notiz  über  die  2  X;- elementige  neutrale  Gruppe  einer  Involution  k^  Stufe  und 

(2*4-1)^  Grades.    C.  Le  Paige.    Wien.  Akad.- Ber. LXXXVI,  104. 

659.  Sor  la  repr^sentation  des  nombres  par  les  formes.   Poincarä.   Compt.  rend. 

XCn,  777. 

660.  Sur  les  formes   algäbriques  ä  plusieurs  säries  de  variables.    C.  Le  Paige. 

Compt.  rend.  XOIV,  31,  69. 

661.  Sur  les  formes  quadratiques  ä  plusieurs  sdries  de  variables.    C.  Le  Paige. 

Compt.  rend.  XCIV,  424. 

662.  Sur  les  faisceaux  de  formes  binaires  ayant  une  mdme  Jacobienne.    C.  Ste- 

Shanos.    Compt.  rend.  XCIII,  994.  —  Rapport  sur  ce  memoire.   C.  Jor- 
an.    Compt  rend.  XCIV,  1230. 

663.  üeber  die  Fra^e,  unter  welchen  Bedingungen  eine  bin&re  Form  m^  Ordnung 

Theiler  einer  binären  Form  n^'  Ordnxmg  ist.  B.  Igel.    Wien.  Akad.>Ber. 
LXXXn,  943. 

664.  Sur  certaines  formes  quadratiques  temaires.   E.  Picard.   Compt.  rend.  XCIV, 

1241. 

665.  De  la  r^duction*  des  formes  quadratiques  quatemaires  positives.    L.  Charve. 

Compt.  rend.  XCII,  782. 

666.  Sur  la  räduction  des  formes  quadratiques.    C.  Jordan.    Compt.  rend.  XCIII, 

113,  181,  234. 

667.  Observations  sur  la  rädnction  simultande  de  deux  formes  bilin^aires.    C.  Jor- 

dan.   Compt  rend.  XCII,  1437. 

668.  Sur  une  propriäy  des  formes  trilinäaires.    C.  Le  Paige.    Compt  rend.  XCII, 

1048. 

669.  Sur  la  th^orie  des  formes  trilin^aires.     C.  Le  Paige.    Compt  rend.  XCm, 

264,  509. 

670.  Snr  les  diviseurs  de  certaines  fonctions  homogenes  du  troisiäme  ordre  ä  deux 

variables.    P.  Pepin.    Compt.  rend.  XCII,  173. 
Yergl.  Determinanten  574.    Invariantentheorie. 

Fourier'sdia  Beihe. 

671.  Sur  la  s^rie  de  Fourier.    C.  Jordan.    Compt  rend.  XCII,  228.     [Vergl.  Nr. 

555.] 

Fnnotionen. 

672.  Eine  gewisse  Classe  von  Eiemann^schen  Flächen,  die  nicht  in  einfach  zusam- 

menhängende verwandelt  werden  können.   A.  Puchta.  Wien.  Akad.- Ber. 
LXXXU;  260. 

673.  Sur  les  fonctions  Fuchsiennes.    Poincarä.    Compt  rend.  XCII,  333,  895,  859, 

957,  1198,  1274,  1484;  XCIII,  301,  581;  XCIV,  163,  1038,  1166. 

674.  Sur  les  groupes  klein^ens.    Poincarä.    Compt  rend.  XCIII,  44. 


675.  Sur  les  groupes  discontinus.  Poincarä.  Compt.  rend.  XCIV,  840. 
les  ezpressions  des  coordonn^es  d*une  courbe  alg^brique  par  dei 
fuchsiennes  d'un  param&tre.    E.  Picard.    Compt  rend. XCII,  1332. 


677.  Sur  les  fonctions  uniformes  d'un  point  analytique  (x,y).    Appell.    Compt. 

rend.  XCIV,  700. 

678.  Sur  la  th^orie  des  fonctions  uniformes  d'une  variable.    G.  Mittag-Leffler. 

Compt  rend.  XCIV,  414,  611,  718,  781,  938,  1040,  1105,  1163. 

679.  Sur  une  propriätä  des  fonctions  uniformes.  Poincarä.  Compt.  rend.  XCII,  1335. 

680.  Sur  les   fonctions  uniformes  Präsentant  des  lacunes.    E.  Goursat.    Compt 

rend.  XCIV,  715. 

681.  Sur  les  fonptions  uniformes  affectäes  de  coupures.    £.  Picard.    Compt  rend. 

XCIV,  1405. 

682.  Sur  les  fonctions  uniformes  doublement  päriodiques  k  points  singuliers  essen- 

tiels.   Appell.    Compt  rend.  XCIV,  986. 
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688.  üeber  die  doppeltperiodischen  Functionen  zweiter  Art.  L.  Gegenbaaer. 
Wien.  Akad.-Ber.  LXXXVI,  9ee. 

684.  Sur  une  courbe  particuliäre  da  troiaiäme  genre  et  Bur  certaines  fonctionB  uni- 

formes de  ^ux  variables  ind^pendantes.  E.  Picard.  Compt.  rend.  XCIII, 
836. 

685.  Snr  certaines  fonctions  uniformes  de  deux  variables  indäpendantes  et  sor  un 

groupe  de  substitutions  linäaires.  E.  Picard.  Compt.  rend.  XCIV,  679,  887. 

686.  Sur  une  tonction  analogue  aux  fonctions  modulaires.   Poincar^.  Ck)mpi  rend. 

XCm,  188. 

687.  Sur  une  classe  de  fonctions  analogues  aux  fonctions  S.  El  Hot.  Compt.  rend. 

XCm,  1008. 

688.  Snr  la  d^termination  du  genre  d'une  fonction  transcendante  entiäre.    La- 

guerre.    Compt.  rend.  XCIV,  686.     [Verri.  Nr.  772.] 

689.  Irrationalität  der  Zahl  n.    F.  Linde  mann.    berl.  Akad.-Ber.  1882,  679. 

690.  Das  Additionstheorem  derjenigen  Functionen,  welche  bei  der  Entwickelang 

von  e«'*  nach  den  Naherungsnennem  regulärer  Kettenbrfiche  auftreten. 
Leop.  Gegenbauer.    Wien.  Akad.- Ber. LXXXV,  491. 

691.  Relations  algäbriques  entre  les  sinus  supdrieurs  d'un  m^me  ordre.   Bonyaax. 

Compt  rend.  XCII,  1276. 

692.  Sur  les  sinus  d'ordres  sup^rieurs.    E.  West.    Compt.  rend.  XCII,  1279. 

Yergl.  Abersche  Transcendenten.  Bestimmte  Integrale.  Differentialgleich- 
ungen. Differentialquotienten.  Elliptische  Transcendenten.  Factorenfolge. 
Formen.  Fourier'scne  Reihe.  Gammafunctionen.  Imaginäres.  Interpola- 
tion. Invariantentheorie.  Mechanik  807.  Quatemionen.  Reihen.  Theta- 
functionen.    Umkehrungsproblem. 

OaiHiBaftinctJoneii. 

698.  Ueber  die  Entwickelung  einiger  von  dem  Euler'schen  Integrale  zweiter  Gat- 
tung abhängiger  Ausdrücke  in  Reihen  A.  Win  ekler  Wien.  Akad- 
Ber.  LXXXV,  1089. 

694.  Snr  Pint^grale  enl^rieune  de  seconde  esp^ce.  Gyld^n  Compt  rend.  XCfl, 
897,  942. 

696.  Sor  les  integrales  EuMriennes.    J.  Tannery.    Compt.  rend.  XCIV,  1698. 

e«odIila. 

696.  Sur  un  proc^d^  d'observatiou  astronomique  ä  Tusage  des  voyageurs  les  dispen- 

sant  de  la  mesure  des  angles  pour  la  d^termination  de  la  latitude,  da 
temps  sidäral  et  de  la  longitude.  Ch.  Rougei  Compt.  rend.  XCÖ,  27,  69. 

697.  Nouvelle  mäthode  pour  d^terminer  certaines  constantes  du  sextant    Gruey. 

Compt.  rend.  XCÜI,  41. 

698.  Les  etalons  de  poids  et  mesnres  de  TObservatoir  et  les  appareüs  qui  ont  serri 

ä  les  construire;  leur  origine,  leur  histoire  et  leur  etat  actuel.    C.  Wolf. 
Compt.  rend.  XCU,  1202;  XCIII,  297;  XCIV,  1608. 

Geometrie  niökere). 

699.  Snr  Tinversion  gänärale.    J.  S.  Vanecek.    Compt.  rend.  XCIV,  1042. 

700.  Sur  un  mode  de  transformation  des  figures  dans  Pespace.    J.  S.  Vanecek. 

Compt.  rend.  XCIV,  1468,  168.^. 

701.  Ueber  conjugirte  Involutionen.   C.  Le  Paige.   Wien.  Akad.-Ber.  LXXXV,  844. 

702.  Beiträge  zur  Theorie  des  Doppelverhältnisses  und  zur  Raumcollineation.   M. 

Allä.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXV,  1021. 

708.  Sur  la  gän^ration  des  surfaces  et  des  courbes  ä  double  courbure  de  toos  let 
degrös.    Math.  N.  Vanecek.    Compt  rend.  XCIV,  210. 

704  Die  Construction  der  algebraischen  Flächen  aus  der  AnzaÄil  der  sie  bestim- 
menden Punkte  mittelst  reciproker  FlächenbündeL  G.  v.  EschericL 
Wien.  Akad.-Ber.  LXXXV,  626. 

706.  Die  Construction  der  algebraischen  Curven  und  Flächen  aus  der  Anzahl  sie 
bestimmender  Punkte  mittelst  reciproker  linearer  Systeme  höherer  Stufe. 
G.  V.  Escherich.    Wien.  Akad.- Ber.  LXXXV,  893. 

706.  üeber  algebraische  Raumcurven.    G.  Kohn.    Wien.  Akad.-Ber  LXXXÜ,  756.» 

707.  Ueber  gemeinschaftliche  Bisecanten  algebraischer  Raumcurven.    Em.  Weyr. 

Wien.  Akad..  Ber.  LXXXV,  840. 
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708.  Ueber  einen  Correspondenzsatz.  Em.  Weyr.  Wiea  Akad.-Ber.  LXXXVU,  592. 

709.  Sur  une  configurabon  remarquable  de  cercles  dans  Tespace.    C.  Stephanos. 

Compt  rend.  XCIIl,  678,  638. 

710.  Ueber  ConfigurationeD  auf  der  Raamcurve  vierter  Ordnung  erster  Species.    Ad. 

Ameseder.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXX VII,  1179. 

711.  Ueber  Banmcurven  vierter  Ordnung  zweiter  Art.   Aug.  Adler.  Wien.Akad/ 

Ber.  LXXXVI,  919,  1201. 

712.  Ueber    specielle  Baumcurven  vierter   Ordnung  zweiter   Art     Aug.  Adler. 

Wien.  Akad.-Ber.  LXXXVI,  1212. 

713.  Ueber  lineare  Transformationen.    S.  Kantor     Wien.  Akad  -Ber.  LXXXJl,  34. 

714  Ueber  Buccessive  lineare  Transformationen.    S.  Kantor.    Wien.  Akad.-Ber. 

LXXXU,  39. 

715  Zur  Theorie  der  succesaiveu  quadratischen  Transformationen  in  der  Ebene. 

S.  Kantor.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXII,  237. 

716.  Sur  une  classe  de  courbes  unicursalee.   G.Darboux.  Compt.  rend.  XCIV,  930. 

717.  Sur  les  hypercycles.   Laguerre.   Compt.  rend.  XCIV,  778,  883,  938,1033,1160. 

718.  Sur  une  propri^t^  du  cerde.    G.  Darbouz.    Compt.  rend.  XCIV,  1108 

719.  Ueber  die  Focalcurven  des  Quetelet.  C.  Pelz.  Wien.  Akad. -Ber. LXXXII,  1207. 

720.  Beitrag  zur  synthetischen  Theorie  der  ebenen  Curven  III.  Ordnung  mit  Dop- 

pelpunkt.   H.  Drasch.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXV,  534. 

721.  Ueber  eindeutige  Beziehungen   auf  einer  allgemeinen  ebenen  Curve  dritter 

Ordnung.    Em.  Weyr.     Wien.  Akad.-Ber.  LXXXVU,  837. 

722.  Geometrische  Untersuchung  der  ebenen  Curven  vierter  Ordnung,  insbesondere 

ihrer   Berührungakegelschnitte.     Ad.    Ameseder.      Wien.    Akad.-Ber. 
LXXXVI,  396;  LXXXVII,  15. 

723.  Ueber  die  Doppeltangenten  der  Curven  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunk- 

ten.   S.  Kantor.     Wien.  Akad.-Ber.  LXXXVI,  1061. 
VergL  Differentialgleichungen  576.  Kegelschnitte.   Oberflächen.    Oberflächen 
zweiter  Ordnung. 

Geometrie  (kinamatisohe). 

724.  Kinematische  Bestimmung  der  Contour  einer  windschiefen  Schraubenfläche. 

Jos.  Tesar.  Wien.  Akad.-Ber.  LXXXVI, 877.  —  C.Pelz  ebenda LXXXVH, 
473. 

725.  Sur  le  däplacement  d*une  flgure  invariable.  G.  Darboux.    Compt.  rend.  XCU, 

118. 

726.  Du  däplacement  d*une  flgure  de  forme  invariable  dans  un  plan.    Dewalf. 

Compt.  rend.  XCU,  1091. 

Geometrie  der  Lage. 

727.  Ueber  jene  Flächen,  welche  aus  ringförmig  geschlossenen,  knotenfreien  Bän- 

dern durch  in  sich  selbst  zurückkehrende  Längsschnitte  erzeugt  werden. 
0.  Simony.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXII,  691. 

728.  Ueber  eine  Reihe  neuer  mathematischer  Erfahrungssätze.   0.  Simony.   Wien. 

Akad.- Ber.  LXXXV,  907;  LXXXVII,  656. 

Gesohichte  der  Mathematik. 

729.  The  Solution  of  the  Pyramid  problem.    R.  Baiard.    Phil,  Mag.  LXV,  59. 

730.  Le  probläme  des  restes  dans  1  ouvrage  chinois  Swan-king  de  Sun-tsze  et  dans 

Touvrage  Ta-yen-lei-schu  de  Yih-hing.  L  Matthiessen.  Compt.  rend. 
XCU,  291. 

731.  Ueber  eine  von  Archilochos  erwähnte  Sonnenfinsterniss.    Th.  v.  Oppolzer. 

Wien.  Akad.-Ber.  LXXXVI,  790.  —  Beruh.  Schwarz  ebenda  LXXXVII, 
763. 

732.  Astronomische   Untersuchungen  über  Finsternisse.     F.   K.   GinzeL     Wien. 

Akad.- Ber.  LXXXV,  663. 

733.  Die  Sonnenfinsterniss  des  Asurbanipal.    Beruh.  Schwarz.    Wien.  Akad. -Ber. 

LXXXVn,  773. 

734.  Der  Vater  des  Archimedes-    F.  Blass.    Astr.  Nachr.  CIV,  255. 

735.  L'h^lice   comme  organe  de  propulsion  dans  les  manuscrits  de  Lionardo  da  - 

Vinci.    G.  Govi.    Compt.  rend.  XCIII,  400.  —  Ch   Ravaisson  ibid.  496. 

736.  Wer  beobachtete  zuerst  Sterne  am  hellen  Tage?    Wiunecke.    Astr.  Nachr. 

CI,  241. 

737.  Sur  une  qnestion  de  mdtrologie  ancienne;  origine  du  mile  anglais.    Faye. 

Compt.  rend.  XCII,  975. 
788.  Nachtrag  zu  Leibnizens  und  Huygens' Briefwechsel  mitPapin.    E.  Gerland. 
BerL  Akad.- Ber.  1882,  979. 
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789.  DocnmentB  relatifs  an  Biget  da  säjonr  de  Papin  k  VeniBe.  Danbr^e.  Gompt^ 
rend.  XCIV,  68. 

740.  Snr  la  parallaxe  du  Soleil.    Faye.    Compt.  rend.  XGII,  376,  1071. 

741.  Rapport  ewc  le  röle  de  Claude  de  Jooffroy  dans  la  däcouverte  de  la  navig^- 

tion  ä  yapeur.    De  LeBseps.    Compt.  rend.  XCIII,  883. 

742.  Kritischer  Beitrag  zur  Geschiente  der  meteorischen  Astronomie.     B.  Leh- 

mann-Filhäs.    Astr.  Nachr.  CI,  146. 

743.  üeber  die  Pingrä'schen  Manuscripte.    L.  Schalhof.    Astr.  Nachr.  C,  215 

744.  Üeber  die  von  dem  Maltheserritter  d'Angos  im  Jahre  1784  mitgetheilte  Ck)- 

metenentdeckong.    H.  Gyld^n.    Astr.  Nachr.  CII,  321. 
746.  Lettre  de  N.  Fuss  sur  les  grands  objectifs,  troav^e  par  M.  Truchot  dans  lern 
papiers  du  conventionnel  Romme.    Faye.    Compt.  rend.  XCIV,  768. 

746.  Lettre  d' Ampere  a  Lacroiz.    Compi  rend.  XCII,  963. 

747.  Sur  les  m^thodes  de  Wronski  pour  la  m^canique  Celeste.   Yvon  Villarceau. 

Compt.  rend.  XCII,  816;  XCIV,  1008. 

748.  üeber  einige  Arbeiten  C.  G.  J.  Jacobi*8  auf  dem  Gebiete  der  Störongstheorie. 

W.  S  ch ei  b  n  e r.    Astr.  Nachr.  XCII,  306. 

749.  Einige  nachträgliche  ergänzende  Bemerkungen  in  Betreff  der  Auffindung  des 

Planeten  Neptun  und  der  Beobachtungen  des  dunkeln  Satumsringes  in 
den  Jahren  1838  und  1839.    J.  G.  Galle.    Astr.  Nachr.  Cl,  219. 

760.  Enumeration  des  manuscrits  scientifiques  laiss^  par  Michel  Chasles,  mis  eo 

ordre  par  M.  Mannheim.    Compt.  rend.  XCIII,  911,  987,  1041,  1097. 

761.  Nekrolog  von  Carl  Radolf  Powalky,  f  11.  Juli  1881.    A.  Hall.    Astr.  Nachr. 

C,  169. 

762.  Nekrolog  von  Carl  Christian  Bruhns,  f  26.  Juli  1881.    Astr.  Nachr.  C,  129. 

763.  Nekrolog  von  J.  Ricci,  f  27.  Sept.  1881.    A.  Ferrero.    Astr.  Nachr.  C,  883. 

764.  Nekrolog  von  Joh.  Cari  Friedr.  Zöllner,  f  26.  April  1882.   Ast.  Nachr.  ClI,  176, 
766.  Nekrolog  von  E.  Plantamour,  f  7.  Sept.  1882.  R  Wolf.  Astr.  Nachr.  CHI,  161. 

766.  Nekrolog  von  C.  W.  Baeker,  f  H-  Sep*.  1882.    Astr.  Nachr.  Cül,  271. 

767.  Nekrolog  von  P.  Gabr.  Strasser,  f  13.  Sept.  1882.    Astr.  Nachr.  CHI,  209. 

768.  Nekrolog  von  Gust.  Svanberg,  f  21.  Nov.  1882.    Astr.  Nachr.  CIV,  63. 

769.  Nekrolog  von  Jam.  Challis,  f  3.  Dec.  1882.    Astr.  Nachr.  CIV,  129. 

760.  Nekrolog  von  C.  Homstein,  f  «2.  Dec.  1882.  E.  Weiss.  Astr.  Nachr.  CIV,  207. 

Vergl.  Geodäsie  698. 

Oleiohimsreiu 

761.  Die  Composition  AbeFscher  Gleichungen.    L.  Eronecker.    Berl.  Akad.-Ber. 

1882,  1069. 

762.  Die  kubischen  AbeVschen  Gleichungen  des  Bereichs  (K— 3l).    L.  Eronecker. 

Berl.  Akad.-Ber.  1882,  1161. 

763.  Ueber  algebraische  Gleichungen,  welche  eine  bestimmte  Anzahl  complezer 

Wurzeln  besitzen.    L.  Gegenbauer.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXYU,  264. 

764.  On  the  equation  to  the  secular  inequalities  in  the  planetary  theory.    J.  J. 

Sylvester.    Phil.  Mag.  LXVI,  267. 
766.  Sur  la  Separation  des  racines  des  ^quations  dont  le  premier  membre  est  d^ 
composable  en  facteurs  räels  et  satisfait  ä  une  Equation  Unfaire  du  seoond 
ordre.    Laguerre.    Compt  rend.  XCII,  178. 

766.  Sur  une  extension  de  la  r^gle  des  signes  de  Descartes.    Laguerre.    Compt. 

rend.  XCII,  230. 

767.  Sur  la  Separation  des  racines  des  äquations  numäriques.   Laguerre.   Compt. 

rencL  XCÜ,  1146.  ^  o  t 

768.  Sur  la  distribution,  dans  le  plan^  des  racines  d*une  Equation  algebriqae  dont 

le  premier  membre  satisfait  a  une  äquation  diff^rentielle  lineaire  du 
second  ordre.    Laguerre.    Compt.  rend.  XCIV,  412,  608. 

769.  Sur  Pintroduction  des  logarithmes  dans  les  critäriums  qui  d^terminent  une 

limite  sup^rieure  du  nombre  des  racines  d^une  Equation  qui  sont  com- 
prises  entre  deuz  nombres  donnäs.  Laguerre    Compt.  rend.  Xdll,  1061. 

770.  Sur  les  äquations  algöbriques  de  la  forme  — ^  + —  +. . .  tf  — 5_  =0.    La- 

gaerre.    Compt.  rend.  XCIII,  890. 

771.  Sur  les  äquations  de  la  forme  JJ  Ce''»^F{g)de  =  0,  Laguerre.  Compt.  rend. 

XCUI,  1000.  ^ 

778.  Snr  quelques  äquations  transcendantes.   Laguerre.   Compt.  read.  XdV,  160. 
VergL  Intexpolation. 
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773.  Analoffien  Kwischen  elektrischen  und  WasseratrOmeii,  calorischer  und  elektri- 

Bdier Eraftabertragung.  Uns t.  Schmidt.  Wien.  Akad.-Ber.LXXXyi,  194. 

774.  Die  BotatioDSfichwingongen  flüssiger  Cyünder.    M.  Margales.    Wien.  Akad.- 

Ber.  LXXXY,  348. 

775.  Ueber  Schwingungen  fester  KOrper  in  Flüssigkeiten.    Fr.  Kol&dek.    Wien. 

Akad.-Ber.  LXXXYII,  1147. 

776.  fiqaations  diff^rentielles  da  moavement  des  ondes  prodaites  k  la  surface  d*an 

liquide  par  Pämersion  d'un  solide.  J.  Boussinesq.  Compt. rend. XCIY,  71. 

777.  Snr  les  ondes  que  fait  nattre,  dans  Teaa  en  repos  d'un  oanal,  rdmersion  d'un 

cylindre  solide,  plong^  en  travers  dans  ce  canal.  J.  Bonssinesq.  Compt. 
rend.  XCIV,  127. 

778.  Sar  les  ondes  produites  par  Tdmersion  d*an  solide  k  la  sorfitce  d*une  eaa  tran- 

qoille,  Quand  ü  ^  a  lieu  de  tenirnsompte  des  deux  coordonnäes  horizon- 
tales.   J.  Boussinesq.    Compt.  rend.  XCIY,  1606. 

779.  Des  mouvements  que  prennent  les  diverses  parties  d'une  liquide  dans  Tint^- 

rieur  d*un  vase  ou  räservoir  d*oü  il  8*äcoale  par  un  orince.    De  Saint- 
Yenant.    Compt  rend.  XCIY»  904,  1004,  1139. 

780.  Ueber  das  FUessen  einer  inoomjpressihlen  Flüssigkeit  durch  Bohren  kreisför- 

migen Querschnittes  von  beliebiger  Gestalt  und  beliebiger  Lage.     0. 
Tumlirs.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXY,  183. 

781.  Ueber   die  Botationsbewegunff  einer  homogenen  tropfbaren  Flüssigkeit  um 

eine  Aze  unter  dem  Einflnss  der  Reibung.    A.  Tumlirs.    Wien.  Akad.- 
Ber.  LXXXY,  106. 

782.  On  a  general  theorem  of  the  stability  of  the  motion  of  a  viscous  fluid.    J. 

Korteweg.    Phil.  Mag.  LXYI,  112. 

783.  Bapport  sur  un  memoire  de  M.  Bouquet  de  la  Qrye,  intitulä  „Etüde  sur  les 

ondes  k  longue  p<6riode  dans  les  phänomönes  des  mar^es".    D*Abbadie 
&  F.  Tisserand.    Compt.  rend.  XCIY,  1446. 

784.  Sar  les  mar^es  de  Tile  Campbell.  Bouquet  de  laGrye.  Compt  rend.  XCIY, 

1293. 

HypsrbeL 
786.  Ueber  die  auf  Flächen  zweiten  Grades  liegenden  gleichseitigen  Hyperbeln. 
0.  Bupp.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXYI,  909. 

Hyperboloid. 

786.  Construction  der  Osculationshyperboloide  windschiefer  Flächen.    Ed.  Weyr. 

Wien.  Akad.-Ber.  LXXXII,  7. 

1. 

Tmsglnaros. 

787.  Sur  un  moyen  d'^tendre  la  thäorie  des  imaginaires  sans  faire  usage  des  ima- 

ginaires.    SalteL    Compt  rend.  XCIY,  166. 

788.  Sur  les  polygones  gdnärateurs  d'une  relation  entre  plusiears  yariables  imagi- 

naires.   L.  Lecornu.    Compt  rend.  XCII,  696. 

iBtorpolatloiL 

789.  La  formule  d'interpolation  de  M.  Hermite  exprim^e  algäbriquement  E.  Sche- 

ring.   Compt  rend.  XCII,  610. 

iBTariaiitoathoorio. 

790.  Sur  une   classe  d^inyariants  relatifs  aux  äquaüons  Unfaires.     Poinoar^. 

Compt  rend.  XCIY,  1402. 

791.  Sur  rinvariant  du  dix-hnitiöme  ordre  des  formes  binairea  da  cinqaiöme  degr^. 

C.  Le  Paige.    Compt  rend.  XCII,  241. 

792.  Sur  les  covariants  irräductibles  du  quantic  binaire  du  hoitiöme  ordre.    Syl- 

vester.   Compt  rend.  XCni,  192,  366. 


XogoUehnitte. 
793.  Ueber  die  von  MObius  gegebenen  Kriterien  für  die  Art  eines  durch  6  Punkte 
oder  6  Tangenten  bestimmten  Kegelschnittes.   H.  Darägt.   Wien.  Akad.- 
Ber.  LXXxTl,  123. 
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794.  Relation  gdnärale  entre  7  points  qnelconquee  d*une  sectioD  coniqae.    Coniqae 

d'homologie.    Propriät^s  communes  a  trois  figures  homographiques.    6. 
Tarry.    Coxnpt.  rend.  XCIV,  941. 

795.  Ueber  Reflexe  von  Punkten  auf  Kreisen  oder  die  ümkehrung  des  Normalen- 

problems.   Per.  RöUner.    Wien.  Äkad.-Ber.  LXXXn,  1129. 
Vergl.  Hyperbel.    Normalen  836. 

Xromnnuiff, 

796.  Untersuchungen  über  die  Bestimmung  von  Oberflächen  mit  vorgeschriebenen 

die  Erümmungsverhältnisse  betreffenden  Eigenschaften.    R.  Lipschitz. 
Berl.  Akad.-Ber.  1882,  1077;  1883,  169. 

797.  Sur  une  propri^t^  de  rindicatrice,  relative  ä  la  coorbure  moyenne  des  sorfaces 

convezes.    Faye.    Compt.  rend.  XCII,  1019. 


Ifagnetismiit. 

798.  Ueber  eine  Anwendung  der  mechanischen  Wärmetheorie  auf  den  Vomuig  der 

Magnetisirung.    Ant.  Wassmuth.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXVi;  539. 

799.  Ueber  den  innem,  aus  der  mechanischen  Wärmetheorie  sich  ergebenden  Zu- 

sammenhang einer  Anzahl  von  elektromagnetischen  Erscheinmigen.    A 
Wassmuth.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXVII,  82. 

800.  Ueber  die  magnetisirende  Wirkung  elektrischer  Schwingungen.     A.  Ob  er- 

beck.   Berl.  Akad.-Ber.  LXXXQI,  976. 

801.  On  the  connexion  between  the  units  of  magnetism  and  electricity.   R.  Clau- 

sius.    PhiL  Mag.  LXV,  79. 

802.  On  magnetomotive  force.    R.  H.  M.  Bosanquet    Phil.  Mag.  LXV,  205. 

803.  On  the  determination  in  absolute  units  of  the  intensities  of  powerful  magnetic 

fields.    A.  Gray.    Phil.  Mag.  LXVI,  144. 

804.  Bestimmungen  der  Diamagnetisirungszahl  des  metallischen  Wismuths  in  abso- 

lutem Maasse.    Alb.  V.  Ettingshausen.    Wien.  Äkad.-Ber.  LXXXV,  37. 
806.  Zur  Theorie  des  LamonVschen  Variationsapparates  fSr  Horizontalintensität. 
J.  Liznar.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXVJU,  873. 

Xannichfaltigkaitaii. 

806.  Ueber  die  Hoppe'sche  Enotencurve.    H.  Duräge.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXn, 

135. 

Xechanik. 

807.  Sur  Tintroduetion  de  fonctions  continues  n*ayant  pas  de  ddriv^,  dans  les  ^^ 

ments  de  la  m^canique.    Appell  &  Janaud.    Compt.  rend.  XCIII,  1005. 

808.  Sur  les  trois  axes  centrifuge.   E.  B  ras  sinne.   Compt.  rend.  XClil,  49.   [Vergl. 

Nr.  321. J 

809.  Theorie  der  Beschleunigungscurven.    Fer.  Wittenbauer.    Wien.  Akad.-Ber. 

LXXXn,  1169. 

810.  Sur  un  cas  particulier  de  la  throne  du  mouvement  d*un  solide  invariable  dans 

un  miheu  räsistant    Wi Hotte.    Compt.  rend.  XCIII,  376. 

811.  Sur   divers  probl^mes  du  mouvement  relatif.     Ph.  Gilbert.     Compt.  rend. 

XCIV,  197. 

812.  Uebepdie  allgemeine  Form  der  Integrale  des  Dreikörperproblems.  And.  Lind- 

ste dt.    Astr.  Nachr.  CV,  97. 

813.  Das  Problem  der  drei  Körper  in  der  neuen  Störungstheorie.    Aug.  Weiler. 

Astr.  Nachr.  CH,  113;  CV,  209.    [Vergl.  Bd.  XXVÜ,  Nr.  433.] 

814.  On  central  forces  and  the  conservation  of  energy.   Walt.  R.  Browne.   Phil. 

Mag.  LXV,  36,  228.  —  G.  W.  v,  Tunzelmann  ibid.  162,  299. 

815.  The  basiB  of  statics.    H'or.  Lamb.    Phil.  Mag.  LXV,  187. 

816.  On  the  meaning  of  „force".    Maxw,  H*  Close.    Phil.  Mag.  LXVI,  248.  - 

Walt.  R.  Browne  ibid.  368. 

817.  On  the  reality  of  force.    Walt.  R.  Browne.    Phil.  Mag.  LXVI,  387. 

818.  On  the  laws  of  motion.    P.  G.  Tait.    Phil.  Mag.  LXVI,  439. 

819.  Eine  dynamische  Erklärung  der  Gravitation.    S.  Tolver  Preston.    Wien. 

Akad.-Ber.  LXXXVH,  796. 

820.  jQeber  die  Möglichkeit,  vergangene  Wechsel  im  Universum  durch  die  Wip 

knng  der  jetzt  thfttigen  Naturgesetze  -^  auch  in  üebereinstimmni^  nnt 
der  Existenz  eines  Wärmegleidigewichts  in  vergrössertem  Massstabe  sQ 
erklaren.    S.  Tolver  Preston.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXVII,  806. 


Abhandlnngtregister.  851 

931.  Systeme«  arüoul^s,  assarant  le  moaTemeDt  rectüigDe  oa  la  eonrbure  droalaire. 
Gagarine.    Gompt.  rend.  XCIII,  711. 

822.  Sor  la  th^orie  des  plaqaee  vibrantee.    E.  Mathiea.    Compt.  rend.  XCn,  123. 

888.  Die  Theorie  des  longitudinaleu  Stosses  cylindrischer  Stäbe.  W.  Voigt.  Berl. 
Akad.-Ber.  1882,  683. 

8i4.  Comment  se  transmet,  dans  nn  solide  isotrope  (en  äqailibre),  la  pression 
exerc^e  sar  ane  tres  petite  partie  de  sasorface.  J.  boassinesq.  Compt. 
.     ,      rend.  XCIII,  708. 

826.  Egalit^  des  abaissaments  moyens  que  prodtiiseDt,  chacune,  anz  poiDte  oü  est 
d^posäe  Tautre,  deax  cbarges  ^{(ates,  arbitrairement  distribaäes,  le  long 
de  deox  circonfärences  concentnques,  sor  un  sol  horizontal^  ou  sur  une 
plaque  drculaire  horizontale  ayant  m^me  centre  que  ces  circonfärenoes 
et  appajee  ou  encastr^e  sur  tout  son  contour.  J.  Bonssinesq.  Compt. 
rend.  XCIIl,  783. 

826.  Eäsistance  d'une  barre  prismatiqae  et  homogene,  de  longaeur  snpposäe  infinie, 

au  choc  transversal  et  au  choc  longitadinal.  J.  boassinesq.  Compt. 
rend.  XCIV,  1044. 

827.  Les  d^placements  ^u*entra!nent  de  ^etites  dilatations  on  condensations  qnel- 

conqoes  prodoites,  dans  tout  milieu  homogene  et  isotrope  ind^fini,  sont 
calcttlables  ä  la  maniäre  d'une  attraction  newtonienne.  J.  Boussinesq. 
Compt.  rend.  XCIV,  1648. 

828.  Sur  Taction  de  däformation  du  choc,  comparäe  4  celle  d'un  effort  continu. 

Marchai.    Compt.  rend.  XCIV,- 773. 

829.  Rapport  sur  un  memoire  de  Mr.  Pdrissä  intitulä  „Des  causes  qui  tendent  k 

ganchir  les  poutres  des  ponts  en  fer,  et  des  moyens  de  calcoler  ces 
poutres  pour  räsister  aux  efforts  gauchissants**.  Bresse.  Compt.  rend. 
XCn,  948.    [VergL  Nr.  841.J 

830.  Sur  Tapplication  de  la  r^sistance  des  mat^ziaux  aux  pi^ces  des  machines.   H. 

Liautä.    Compt  rend.  XCIV,  843. 

831.  Sur  un  point  de  la  th^orie  math^matique  des  effets  du  jeu  de  billard.    H. 

Besal.    Compt  rend.  XCIV,  1548. 
Vergl.  Akustik.  Astronomie.  Ballistik.  Capillaiität  Elasticität  Elektrodyna- 
mik.   Hydrodynamik.    Ma^etismus.    Molecularphysik.    Nautik.    Optik. 
Pendel.    Potential.    Variationsrechnung.    Wärmelehre. 

Xolsonlarphytik. 

832.  Theorie  de  la  dissociation:  influence  de  la  pression.    G.  Lemoine.    Compt 

rend.  XCIII.  266,  312. 
Vergl.  Elektodynamik  6*22. 

M. 
Vautik. 

833.  Theorie  d*un  bateau  rapide.    B.  Pictet.    Compt  rend.  XCIII,  686. 

Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  735,  741. 

Hormalen. 

834.  Neue  Eigenschaften  der  Normalenflächen  für  Flächen  zweiten  Grades  längs 

ebener  Schnitte.  Gust  Ad.  v.Peschka.  Wien.  Akad.-Ber.  LXXXV,  381. 
[Vergl.  Bd.  XXVU,  Nr.  446.] 

836.  Zum  Normalenproblem  der  Kegelschnitte.   C.  Pelz.  Wien.  Akad.-Ber.  LXXXV, 

169. 
Vergl.  Kegelschnitte  795. 

O. 

OberflAohen. 
836*  Sur  la  repräsentaüon  sphärique  des  surfaces.    G.  Darboux.    Compt  rend. 
XCrV,  120,  168,  1290,  1343. 

837.  Untersuchungen  über  die  Bestimmung  ?on  Oberflächen  mit  vorgeschriebenem 

Ausdruck  des  Linearelements.   B.  Lipschitz.   Berl.  Akad.-Ber.  1883,  541. 
888.  Sur  les  surfaces  pour  leequelles  les  coordonn^es  d*un  point  quelconqe  s*ex- 

priment  par  des  fonctions  abäliennes  de  deux  paramätres.    E.  Ficard. 

Compt  rend.  XCII,  1496. 
839.  Ueber  die  Verschiebbarkeit  geodätischer  Dreiecke  in  krummen  Flächen.   Jul 

Weingarten.    Berl.  Akad.-fier.  1882,  468. 
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840.  lieber  die  Differentialgleichimg  der  Oberfl&chen,  welche  durch  ihre  Erfim- 

mungsliDien  in  iinendlich  kleine  Quadrate  getheilt  werden  kOnnen.    Jul. 
Weingarten.    Berl.  Akad.-Ber.  1883,  1168. 

841.  Determination  des  lignes  de  courbure  de  toates  les  sarfacee  de  4.  classe,  cor- 

rdlatives  des  cyclides,  qui  ont  le  cercle  de  Tinfini  pour  ligne  double.   G. 
Darboux.    Compt.  rend.  XCII,  29. 

842.  Sur  les  modes  de  transformation  qui  conservent  les  lignes  de  courbure.    G. 

Darboux.    Compt.  rend.  XCll,  286. 

843.  Tangentenconstruction  fflr  die  Berfihrungslinie  zwischen  einer  windschiefen 

Fläche  und  ihrer  Leitfläche.     H.  Drasch.     Wien.  Akad.-Ber.  LXXXn, 
1140. 

844.  Sur  une  nouvelle  däfinition  de  la  surface  des  ondes.    G.  Darboux.    Compt. 

rend.  XCII,  446. 

845.  Die  Strictionslinien  der  Regelflächen  zweiten  und  dritten  Grades.  Aug.  Adler. 

Wien.  Akad.-Ber.  LXXXV,  369 

846.  Sur  un  Systeme  cyclique  particulier.    Bibaucour.    Compt.. rend.  XCII,  233. 

847.  Sur  la  surface  de  Kummer  k  16  points  singuliers.    Brioschi.    Compt.  rend. 

XCn,  944.    [Vergl.  Nr.  906.] 

848.  Sur  la  surface  ä   16  points  singuliers.     G.  Darboux.     Compt.  rend.  XCII, 

1493. 

849.  Die  Flächen  sechsten  Grades  mit  einer  dreifachen  cubischen  Curre.  Em.  Weyr. 

Wien.  Akad-Ber.  LXXXV,  613. 
Vergl.  Geometrie  (höhere).    Krümmung. 

Obarfliehen  iwaitar  Ordnimg. 

860.  Axenbestimmung  der  Contouren  von  Flächen  zweiter  Ordnung.    H.  Drasch. 

Wien.  Akad.Ber.  LXXXVII,  1226. 

861.  Ueber  eine  Eigenschaft  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung.     C.  Le  Paige. 

Wien.  Akad.-Ber.  LXXXVII,  699. 
Vergl.  Hyperbel.    Hyperboloid.    Normalen  884. 

Optik. 

862.  Sur  la  rdalit^  d'une  äquivalence  cinämatique  en  optique  onduiatoire.  Croulle- 

bois.    Compt.  rend.  XCUI,  63. 

863.  Sur  le  mouvement  relatif  de  la  terre  et  de  IMther.    A.  Mich  eis  on.    Compt. 

rend.  XCIV,  620. 

864.  Zur  Theorie  der  Lichtstrahlen.    G.  Kirchhoff.    Berl.  Akad.-Ber.  1882,  641. 
866.  An  illustration  of  the  crossing  of  rays.    Walt.  Baily.    Phil.  Mag.  LXVI,  58. 

866.  Sur  la  vitesse  de  la  lumiäre.    Guy.    Compt.  rend.  XCII,  84,  127.  —  A.  Cornu 

ibid.  63.    [Vergl.  Nr.  377.] 

867.  Remarques  sur  la  vitesse  de  la  lumiäre,  ä  Toccasion  de  deux  m^oiree  de  lord 

Rayleigh.    Gouy.    Compt.  rend.  XCIV,  1296. 

868.  Minimum  du  pouvoir  de  räsolution  d*un  prisme.   T  hol  Ion.  Compt  rend.  XCII, 

128.    [Vergl.  Nr.  382.] 

869.  On  curved  diffraction-gratings.    R.  T.  Glazebrook.    Phil.  Mag.  LXV,  414; 

LXVI,  377. 

860.  On  the  spectra  formed  by  curved  diflfraction-gratings.    Walt.  Baily.    Phil. 

Mag.  LXV,  183. 

861.  On  concave  gratings  for   optical  purposes.     H.  A.  Rowland.     Phil.  Mag. 

LXVI,  197. 

862.  Sur  la  condition  d*achromatisme  dans  les  ph^nom^nes  d'interf^rence.  A.  Cornu. 

Compt.  rend.  XCHI,  809.    [Vergl.  Nr.  376.] 

863.  Sur  les  conditions  d^achromatisme  dans  les  phänomänes  d'interf^rence.    A. 

Hurion.    Compt.  rend  XCIV,  1345. 

864.  Sur  la  thdorie   de   la  polarisation  rotatoire.    Er.  Mallard.     Compt  rend. 

XCn,  1166. 
866.  On  polarizing  prisms.    R  T.  Glazebrook.    Phil.  Mag.  LXV,  362.  —  Silv. 
P.  Thompson  ibid.  436. 

866.  Ueber  polaristrobometrische Methoden.  F.  Lippich.  Wien.  Akad.-Ber. LXXXV, 

268. 

867.  Ueber  die  Beugungsfigur  des  Heliometer -Objectivs.  H.  Bruns.  Astr.  Nachr. 

crv,  1. 

868.  Sur  la  grandeur  et  les  variations  des  Images  de  Purkinje.    Croulleboit. 

Compt.  rend.  XCII,  73. 
VergL  Crystallographie  666,  667.    Re&action. 
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Pendel. 

869.  Zar  Ermittelung  der  Beduction  aaf  den  unendlich  kleinen  Schwing  ungsbogen. 

Th.  V.  Oppolzer.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXVI,  718. 

870.  Sur  la  loi  de  deviation  du  pendule  de  Foncault.  J.  Bertrand.   Gomptrend. 

XCIV,  871.  —  flatt  ibid.  638. 

871.  Elementar^  investigations  relatinff  to  forced  vibrations;  with  applications  to 

the  tides  and  to   controiled  pendulums.    J.  D.  Eyerett.    Phil.  Mag. 
LXV,  78. 

872.  Ueber  die  Gompensation  eines  Secundenpendels  ffir  Temperatur  und  Luftdruck 

vermittelat  eines  Quecksilbercylinders  und  eines  Krueger^schen  Manometers. 
J.  A.  C.  Oudemans.    Astr.  mehr.  C,  17. 

PotentUl. 

873.  Ueber  die  Kraftlinien  eines  um  eine  Aze  symmetrischen  Feldes.    J.  Stefan. 

Wien.  Akad.-Ber.  LXXXV,  987. 

874.  Ueber  das  logarithmische  Potential  einer  nicht  isolirten  elliptischen  Platte. 

J.  Haubner.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXVII,  412. 
876.  Sur  un  potentiel  ä  quatre  variables,  qui  rend  presque  intuitives  Tint^gration 
de  Väquation  du  son  et  la  dämonstration  de  la  formule  de  Poisson  con- 
cemant  le  potentiel  inverse  ä  trois  variables.    J.  Boussinesq.    Compt. 
rend.  XCIV,  1465. 

876.  Sur  quelques  cas  nouveaux  de  figures  äquipotentielles,  r^alis^es  ^lectrochimique- 

ment    A.  Qu^bhard.    Compt  rend.  XCHI,  403,  582,  792. 

877.  Sur  une  certaine  classe  de  figures  ^quipotentielleB  et  sur  les  imitations  hydran- 

Houes  de  M.  Decharme.    Ad.  Guäbhard.    Compt.  rend.  XCIV,  851. 

878.  Ueber  Herrn  A.  Gu^bhard's  Darstellung  der  Aequipotentialcurren.   E.  Mach, 

Wien.  Akad.-Ber.  LXXXVI,  8. 

879.  Ueber  die  Guöbhard'schen  Hinge.  L.  Ditscheiner.  Wien.  Akad.-B6r. LXXX VI, 

676. 
Vergl.  Elektrodynamik.    Pendel. 


Quadratur. 

880.  Sur  un  intägrateur,  instrument  servant  ä  Tint^gration  graphique.    Ab  dank - 

Abakanowicz.    Compt.  rend.  XCII^  402,  515;  XCIV,  783. 

881.  Ein  Beitrag  zur  Theorie  der  in  der  Praxis  hauptsächlich  verwendeten  Polar- 

planimeter.    Jul.  Eajaba.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXVI,  635. 

882.  Ein  Beitragzur  Bestimmung  der  Constanten  des  Polarplanimeters.    Fr.  L  or- 

ber.   Wien.  Akad.-Ber.  LXXXVI,  657. 

QnaUnüonan. 

883.  On   the  Involution  and  evolution  of  quatemions.     J.  J.  Sylvester.     PhiL 

Mag.  LXVI,  894. 


B6etifleatlo&. 

884.  Sur  Tapplication  d'un  thäor^me  de  Poncelet  au  caicul  approzimatif  des  arcs 

de  courbes  planes.    H.  Besal.    Compt.  rend.  XCIV,  1875. 
Vergl.  Functionen  689. 

BefraetioB. 

885.  Ueber  die  BesseFsche  Theorie  der  Refraction.   H.  Gyld^n.   Astr.  Nachr.  C,  53. 

886.  Ueber  die  Strahlenbrechung  im  Innern  eines  Cometen.    M.  W.  Meyer.   Astr. 

Nachr.  CHI,  353. 

887.  Die   astronomische  Befraction  als  Function  der  meteorologischen  Elemente. 

Arth.  Kerber.    Astr.  Nachr.  CIV,  337. 

888.  Application  des  franges  de  Talbot  k  la  dätermination  des  indices  de  räfrac- 

tion  des  liouides.    Hurion.    Compt.  rend.  XCU,  452. 

889.  Sur  un  appareil  synihätique,  reproduisant  le  nhänom^ne  de  la  double  r^frac- 

tion  Girculaire.    Gou;^.    Compt  rend.  XüU,  708. 

890.  Sur  une  loi  simple  relative  ä  la  double  r^iraction  circulaire  naturelle  ou 

magn^qne.    A.  Cornu.    Compt  rend.  XCH,  1866;  XCIII,  55. 
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Ueber  Reihen  harmonischer  Mittelpiinkte 
vom  zweiten  Orade. 

Von 

Dr.  Eeinhold  Slawyk, 

Oberlehrer  in  StraMbnrg  (Elt»M). 


I^itlxosF.  a?tifel  Fi«.  1—3. 


1.  Es  sei  «ne  Gerade  &  und  ein  Strahlbüschel  K  zweiter  Ordnung 
(Tangenten  eines  Kegelschnittes  K)  gegeben.  Die  Punktreihe  &  beziehen 
wir  projectivisch  auf  den  Strahlbüschel  K  etwa  in  folgender  Art.  Es  sei 
9  irgend  eine  Tangente  von  K-^  wir  weisen  drei  Punkten  von  ®  projecti- 
visch drei  Punkte  von  9(  zu,  wodurch  die  projectivische  Beziehung  der 
Punktreihen  &  und  ^  vollständig  geordnet  ist.  Entspricht  also  einem 
Punkte  s  von  ®  ein  Punkt  S  von  2t,  so  dürfen  wir  auch  die  (ausser  % 
noch)  aus  d  an  jBT  führende  Tangente  als  s  projectivisch  entsprechend  ansehen, 
weil  bekanntlich  zwei  Tangenten  eines  Kegelschnittes  von  den  übrigen  in 
zwei  projectivischen  Punktreihen  geschnitten  werden.  Schneidet  nun  endlich 
die  aus  9  zu  ziehende  zweite  Tangente  eine  feste  Gerade  ^  im  Punkte  t^ 
80  entspricht  dem  Punkte  8  auch  eindeutig  der  Punkt  t  Wir  erhalten 
somit  auf  @  und  ^  eine  Beziehung,  wonach  jedem  Punkte  s  von  ®  ein- 
deutig ein  Punkt  t  von  ^  entspricht,  eine  Beziehung,  welche  in  den 
nächsten  Zeilen  weiter  behandelt  werden  soll. 

Wir  untersuchen  zunächst  die  Frage,  wie  viele  Punktepaare  st  auf 
den  beiden  Geraden  @  und  $  gegeben  sein  müssen,  damit  die  ganze,  oben 
erklärte  Beziehung  bestimmt  sei. 

Es  seien  zuerst  die  Punkte  s^s^s^  auf  &  und  t^t^t^  auf  ^  beliebig 
angenommen,  und  durch  t^t^t^  beliebig  die  Geraden  ^i^^^  resp.  gezogen, 
ohne  dass  dieselben  sich  in  Einem  Punkte  schneiden.  Ausserdem  nehmen 
wir  auf  @  noch  den  Punkt  s^  und  auf  ^  noch  den  Punkt  t^  beliebig  an. 
Durch  ^5  legen  wir  eine  Gerade  91,  welche  XiZ2^8  ^^P*  ^^  Qi^<^  schneiden 
mag.  Ferner  beziehen  wir  die  Punktreiben  ®  und  9t  so  aufeinander,  dass  den 
Punkten  s^^j^s  ^^^  ®  ^^^P*  ^^^  Punkte  Q^ctgas  entsprechen.  Dann  entspricht 
in  den  so  constituirten  projectivischen  Punktreihen  ®  und  9t  dem  Punkte  s^ 
auch  ein  Punkt  a^.  Welches  ist  nun  der  Ort  von  a^y  wenn  wir  9t  um  ^ 
drehen,  und  aiC^Os  die  Geraden  X^X^X^  durchlauf en? 
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2  Üeber  Beihen  harmonischer  Mittelpunkte  vom  zweiten  Orade. 

Wir  nehmen  ein  Eegelschnittbttschel  M  an,  dessen  Diagonaldreiseit 
die  Oeraden  X^X^Xj^  bilden,  eine  Annahme,  der  man  in  unendlicher  Mannig- 
faltigkeit nachkommen  kann;  es  seien 

Die  conjugirten  Punkte  der  Punkte  von  9(,  in  Bezog  auf  M  constroirt, 
liegen  auf  einem  Kegelschnitt  Af  welcher  g^g^g^  enthält.  In  der  That  ist 
z.  B.  g^  der  conjugirte  Punkt  zu  a^  u.  s.  w.  A  enthält  auch  die  conjugirten 
Punkte  I5  und  A^  zu  t^  und  a^  und  es  ist 

Tt{9ig%g5Ä^)7\{(^i<h^(idy 

Legen  wir  durch  ^5  eine  zweite  Gerade  S,  welche  %i%^^^  in  ^^ 
Punkten  b^^s^s  schneidet  und  construiren  auf  ihr  6^  so,  dass  {s^s^s^s^ 
7\  (6162^8^4))?  construiren  wir  femer  den  Ort  B  der  c<Aijugirten  Punkte 
in  Bezug  auf  üf ,  so  ist  imter  selbstverständlicher  Bezeichnung 

T^{9i929M  7^  ihhh^d^ 
d.  h.  T^A^B^  liegen  in  einer  geraden  Linie  ß^. 

Ueberhaupt  liegt  für  jede  durch  t^  gehende  Gerade  TU  der  entsprechende 
Punkt  Z4  auf  ßg,  so  auch  der  Punkt  T\^  welcher^ demjenigen  Punkte  ^'4 
von  ^  in  Bezug  auf  das  Büsche]  M  conjugirt  ist,  welcher  durch  die 
Bedingung  (,^^,^,j  ^  (^^^^rj 

gefunden  wird.  Umgekehrt  liegen  daher  die  in  Bezug  auf  M  conjugirten 
Punkte  der  Punkte  von  S^  auf  einem  Kegelschnitt  X5,  welcher  darch 
9\9%95h^\  geht  und  durch  diese  fünf  Punkte  bestimmt  ist.  Dieser  Kegel- 
schnitt ist  der  gesuchte  Ort  der  Punkte  0^64  u.  s.  w. 

Nehmen  wir  nun  auf  ®  noch  einen  Punkt  55  und  auf  ^  noch  einen 
Punkt  t^  an,  legen  durch  t^  ein  Strahlbüschel  und  construiren  auf  jedem 
Strahle  S'  desselben  die  Punkte  d^a'ja'ga'g,  wobei  die  d):ei  ersteren  auf 
den  Geraden  %x%^%^  resp.  gelegen  sind,  und  der  vierte  a'5  durch  die 
Bedingung  (a',a', «',«'.)  Ä  W^s,s,) 

gefunden  wird,  so  ist  der  Ort  für  a\  ein  Kegelschnitt  X^,  welcher  g^g^Qi^ 
und  den  Punkt  t\  von  ^  enthält,  welcher  der  Bedingung 

genügt.  («i^Ä^sO  A  {hWh) 

Die  beiden  Kegelschnitte  L^  und  L^^  schneiden  sich  noch  in  einem 
reellen  Punkte  P.  Ziehen  wir  die  Geraden  a'  =  Pi^  und  Ä  -»  P^,  ßo 
werden  sie  durch  %i%2%z  ^  ^®^  Punkten  a'ja'gft's  ^^^  ^^^  geschnitten. 
In  P  liegen  der  Punkt  d^  von  3(  und  a\  von  3('-,  und  es  ist 
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Vervollständigen  wir  die  beiden  Ptinktreifaen  9i  ond  V  noch  duroh 
die  Punkte  a^  und  a\  so,  dass 

80  ist  das  Product  der  Reihen  9  und  S('  ein  Kegelschnitt  K,  dessen  Tan- 
genten Oia'i^i,  Oga'j^,  CL^oJ^t^,  Ci^(i\t^^  ^6^'^^  ^^^  Punkten  s^s^s^s^s^  pro- 
jecüvisch  entsprechen  und  die  Punkte  t^..J^  enthalten.  Die  projectivische 
Zuordnung  des  ganzen  Strahlbüschels  K  zweiter  Ordnung  zu  den  Punkten 
Ton  ®  ist  vollständig  bestimmt. 

Der  oben  gefundene  Punkt  P  kann  durch  directes  Linienziehen  be- 
Bchafift  werden  y  wenn  man  bedenkt,  dass  die  beiden  Kegelschnitte  L^  und 
L^  durch  Ppig^g^  gehen  und  ^  resp.  in  t^t\  und  t^t^^  schneiden.  Es  be 
stimmen  nämlich  die  reellen  Punktepaare  t^t^^  und  t^t\  auf  ^  eine  Invo- 
lation,  in  welcher  wir  die  Punkte  T52  und  t^  finden  können,  welche  ^  und 
^  resp.  coi\jugirt  sind.     Es  ist  dann 

Es  möge  nun  dem  Punkte  Sq  von  ®  eine  Tangente  ^"  von  K  ent- 
sprechen, welche  ^  in  ^g  schneidet,  und  es  sei 

Diese  Tangente  91"  wird  von  den  übrigen  in  einer  Punktreihe  a"  ge- 
schnitten, welche  den  Punktreihen  s  auf  &  und  a'  auf  81'  projectivisch  ist; 
a"/  entspricht  o',-  und  5,.  Denken  wir  uns  nun,  die  Punktepaare  s^t^,  «j^, 
hhf  ^4^4)  ^6^6  seien  gegeben,  und  stellen  wir  die  Anforderung,  den  Punkt  P' 
zu  finden,  der  dieselbe  Bolle  spielen  soll,  wie  vorhin  der  Punkt  P,  als  wir 
statt  s^t^  das  Paar  s^t^  als  gegeben  annahmen,  so  wird  nur  ein  einziger 
Puhkt  P'  existiren,  welcher  der  Forderung  genügt,  so  lange  wir  die  drei 
Geraden  X^S^X,  unverändert  lassen.  Dieser  Punkt  P'  kann  aber  der 
obigen  Bemerkung  zufolge  nur  der  Schnittpunkt  (81' 2t")  «  q!q  sein.  Gerade 
80  wie  vorhin  bestimmen  die  Paare  t^t^^  und  t^t^  auf  ^  eine  Involution, 
in  welcher  wir  die  Punkte  tggTgij  finden  können,  weiche  ^  und  ^  resp.  con- 
jugirt  sind.  Es  ist  dann  o!^  » (^8%>  ^8^62)*  Auch  erhält  man  durch 
Projection  von  g^  und  g^  aus  nach  den  Punkten  a'  von  81'  auf  ®  und  ^ 
die  Relationen  (^^^^^^^^)  ^  ^,^^^^^^^^ 

Wir  sind  nun  in  der  Lage,  aus  den  ersten  fünf  Punktepaaren  st  das 
sechste  xmd  somit   alle  übrigen  herzuleiten.     Zunächst  bestimmen  wir  die  . 
Punkte  t\t^^t'^  unter  der  Bedingung 

Femer  liefern  die  Paare  f^f'g  und  t^t\  eine  I>ivolution,  in  welcher 
t^r^^  ein  Paar  eoxgugirte  Punkte  sein  sollen.     Die  Relation 

1* 
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giebt  uns  den  Punkt  %.'    Endlich  bestimmen  die  Paare  tj'^  und  t^t^  eine 
Involution,  in  welcher  t\  der  Punkt  t^  conjugirt  ist. 

t^  wird  hier  auf  eindeutige  Art  gefunden.  Daraus  folgt,  dass  die  Be- 
ziehung der  Punkte  st,  aus  fünf  gegebenen  Paaren  abgeleitet,  dieselbe  bleibt, 
wie  man  auch  die  Geraden  X^X^X,  durch  tit^t^  legen  mag.  Fassen  wir 
die  bisherigen  Resultate  zusammen: 

I.  Es  sei  eine  Punktreihe  s  auf  dem  geraden  Träger  &  und  ein  damit 
prqjedivischer  Strählbüschel  zweUer  Ordmmg  K  gegeben,  und  es  schneide  der  s 
entsprechende  Strahl  von  K  eine  feste  Gerade  ^  in  t^  so  ist  damit  eine  Be- 
ziehung zwischen  den  Punkten  von  ®  und  ^  hergestellt,  in  welcher  jedem 
Punkte  s  von  ®  eindeutig  ein  Punkt  t  von  ^  entspricht.  Sind  fünf  Piinkte- 
paare  st  auf  &  und  ^  wiHhürlich  angenommen,  so  ist  damit  die  ganze  Be- 
ziehung eindeutig  bestimmt.  Ma/n  zieht  durch  t^tgt^  die  beliebigen  Geraden 
%x%^%^,  welche  sich  in  gig^gs  so  schneiden,  dass  z.  B.  gj«  (Iilj)  *^- 
Bestimmt  man  femer  die  Punkte  t'^t'g  unter  der  Bedingung 

80  werden  die  Paare  t^t'j  und  tgt'^  eine  Involution  liefern,  in  welcher  x^^t^ 
zu  tg  resp,  t^  cof^ugirt  sind.     Es  sei  dann 

Die  Geraden  IiljIjCPtJ  (Ptg)  bestimmen  einen  Kegelschnitt  K.  Die 
Tangenten  S^iS^^^C^^JC^^ö)  ^f^^^ecJien  den  Punkten  SiSjSjS^s^  von  &  pro- 
jedivisch,  wodurch  die  Beziehung  zwischen  der  Punktreihe  s  auf  ®  und  dem 
StraMbüschd  zweiter  Ordnung  E,  wnd  somit  auch  die  Beziehung  zwischen  den 
Punkten  s  und  den  Schnittptmkten  t  der  den  Punkten  s  entsprechenden 
Strahlen  von  E  eindeutig  festgesetzt  ist. 

Wenn  nun  zwar  jedem  Punkte  s  von  &  Ein  Punkt  t  von  ®  entspricht, 
so  lässt  sich  dies  jedoch  nicht  umkehren.  Im  Oegentheil  lassen  sich  von 
jedem  Pimkte  t  der  Geraden  ^  an  den  Kegelschnitt  K  zwei  Tangenten 
legen,  welchen  zwei  Punkte  s  und  sf  von  ®  zugeordnet  sind.  Jedem 
Punkte  t  von  ^  entsprechen  also  zwei  Punkte  von  ®.  Bekanntlich  bilden 
die  Berührungspunkte  der  Tangentenpaare,  welche  von  den  Punkten  t  der 
Geraden  ^  an  jBT  gelegt  werden,  auf  E  eine  krumme  Involution  zweiten 
Grades.*  Dieselbe  ist  nun  projectivisch  mit  der  Punktreihe  s  auf  @,  es 
sind  daher  die  Punkte  ss/  conjugirte  Punkte  einer  Involution. 

II.  Jedem  Punkte  t  der  Geraden  ^  entsprechen  zwei  Punkte  s  und  J 
von  @.  Die  Punktepaare  bb!  sind  conjugirte  Punkte  einer  Involution  zweiten 
Grades. 


•  Theorie    der   Eegelschnitte,    bearbeitet    von   Dr.   Heinrich   Schröter, 
2.  Aufl.  1876,  pag.  162.    Wircitireu  dieses  Werk  mit  j^Schröter,  Kgsch.* 


Von  Dr.  Reinhold  Slawtk! 

Die  ganze  Beziehung  $t  ist  also  nichts  anderes,  als  die  z.  6.  von 
Herrn  Emil  Weyr  (Theorie  der  mehrdeutigen  geometrischen  Elementar- 
gehilde etc.  1869)  behandelte  ein-zweidentige  Beziehung  zweier  Elementar- 
gebilde. 

2.  Es  ist  nun  an  der  Zeit,  die  Beziehung  durch  eine  Gleichung  zu 
fixiren.     Es  ist  identisch 

'-  (hhhihi)  iH2¥\h)  {H^hh^W 
Es   folgt    dies   Alles    aus   den  Betrachtungen,   die   zu  Satz  I   geftlhrt 
haben.     Aufgelöst  lautet  die  letzte  Gleichung 

^6*4  •  %^2  •  *e*8  •  ^6*1  ^^62  •  ^Hi  -  V  5  '  Hi^l  '  Vi  •  ^62^  6 

Setzen  wir  nun  , 

,  ^3  ^=  *4>    *4  =  ^8 

und 

80  wird  wegen 

sein,  und  es  lautet  die  obige  Gleichung 

^6^8  •  *ß^l  •  ^6*8  •  ^6^1  *8^62  •  ^^52  •  ^6^  *  ^62^  '  ^6^  •  ^62^1         ^6^  •  ^6^ 

Oder  (^ß^e^'sO  ih^e^zS^)  -  (V^hh) 

oder  bei  anderer  Bezeichnung 

m.  ik^Vd  =  (81828884)  (8'i8'jS3Sj 

todbei  B^s'i   dem  Punkte   t^,   82s',   dem  Pimkte  tj,  und  tjSj,  i^B^  sich  ent- 
sprechen. 

Die  oben  abgeleitete  Formel  lässt  sich  auch  anders  auffassen.     Es  ist 

Qftmlich  ,  , 

*i^  ^  ^2^8  •  ^2^8       ^^4  ,  ^2^4  •  ^2^4 

*2^S      ^1^8  •  ^1^8         ^^4     51^4 -^1^4 

oder 

j^  •  *  -  /-  '^  constant  für  jedes  Paar  st. 

tat  SfSmOfS 

Machen  wir  vom  Satz  III  einen  specieUeren  Gebranch.  Es  seien  ^ 
ond  /g  im  Unendlichen  gelegen;  dann  ist 


*  Möbius,  der  barycentrische  Calcül,  §  185.    Auch  Schröter,  Kgsch.  pag.8. 
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oder 
d.  h. 


8^8 


constant. 

Anch  diese  Formel  Iftsst  sich  noch  in  anderer  Gestalt  schreiben.   Es  ist 

Es  sei  nun  m  die  Mitte  der  Strecke  8is/i  oder 

Dann  ist 

s^s*^  s^m  +  ms 

sfj^s  —  ^ifn  +  ms 
Also  ist 

oder  wenn  wir  setzen 

IV.  fnSj^^q  .  «gSj  +  t^t^)  —  W55*  .  ^^5  —  f»5e*  .  <jV 

Femer   lassen   sich   noch  einige  Formeln  ableiten,  welche  von  llnte^ 
geordneter  Bedeutung  sind.     Es  ist  oben  gezeigt  worden 

{{^^^^  -  ♦»«!*)  •  hh  -JP  •  h^h^ 
wobei  ^,  55^1  entsprechende  Punkte  sind.     Daher  ist 

V.  (wtÄß  +  Wj).^^  — 1>. 
Femer  folgt  aus  Satz  IV: 


ms,« -mV  "''^'' 


g  .  ms^^ .  8^8^  +  ^^  (mg,«  -  m^s«)  -  f^fß  (mg,*  -  ms^^)  ^ 


m$a' 


^^6> 


q .  msi^—t^t^jms^+ms^)      ^ 


mV— »»V  ^6^« 

oder  nach  Satz  V: 


VI. 


Von  Dr.  Bbinhold  Slawts:. 


Hieraus  ergiebt  sich  anch 
VII  ^6^  '  ^6^7  ^  ^^ 


Endlich  soll  noch  eine  Gleichung  hergeleitet  werden,  aus  der  man 
auf  den  ersten  Blick  erkennen  kann,  dass  die  ganze  ein- zweideutige  Be- 
ziehung durch  fünf  Punktepaare  bestimmt  ist. 

Es  war  im  Satz  HE 

Ebenso  ist 

(S^S^S^S^)  -  {t,t^tj^)     (s/^sf^S^S^)         {tit^tj^)     («'1^256) 


oder 


tll'i-(WM^'''""'>  -  ^'■'•^''^  ""'•^">- 


Dieselbe  Gleichung  lässt  sich  aufstellen,  wenn  man  5  statt  des  Index  6 
setzt.     Daher  erhKlt  man 

eine  Formel,  für  die  sich  wohl  noch  eine  passendere  Gestalt  gewinnen  Hesse. 

3.  Wir  haben  die  ganze  ein -zweideutige  Beziehung  aus  der  Projectiyi- 
tftt  einer  geraden  Punktreihe  s  auf  dem  Träger  ®  und  einem  Tangenten- 
büschel zweiter  Ordnung  auf  dem  Kegelschnitt  K  entstehen  sehen.  Die  s 
eDtsprechende  Tangente  sollte  dann  eine  zweite  Gerade  ^  in  dem  Punkte  t 
treffen.  Wir  wollen  nun  die  Geraden  &  und  ^  identificiren  und  dann  die 
Frage  stellen,  ob  es  wohl  Punkte  s  giebt,  deren  Punkte  t  mit  ihnen  zu- 
sammenfallen. 

S  sei  irgend  eine  Tangente  des  Kegelschnittes  K-^  dieselbe  wird  7on 
den  übrigen  Tangenten  in  einer  Punktreihe  d  geschnitten,  welche  mit  der 
Beihe  s  auf  @  projectivisch  ist  Die  Reihen  d  und  s  erzeugen  daher  einen 
Kegelschnitt  C,  von  dem  sie  beide  berührt  werden.  K  und  C  haben 
(ausser  3)  noch  drei  gemeinschaftliche  Tangenten,  von  denen  nur  zwei 
imaginär  sein  können^  und  es  mögen  diese  drei  Tangenten  die  Gerade  iH 
in  OiO^a^  schneiden.     Man  sieht  ohne  Weiteres,  dass  der  irgend  einem  der 
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• 


Punkte  a  entsprechende  Punkt  t  mit  dem  betreffenden  a  zusammenfällt. 
Bei  dem  Schnittpunkte  (Sl®)  ist  dies  nicht  der  Fall,  ebensowenig  giebt 
es  noch  andere  Punkte  5,  welche  mit  ihrem  entsprechenden  t  zusammen- 
fallen. 

IX.  Liegen  die  beiden  sich  ein- zweideutig  entsprechenden  Punktreihen 
s  und  t  auf  demselben  Träger,  so  giebt  es  auf  demselben  drei  zusammen- 
fällende Punhtepaare  st.  Eines  derselben  ist  stets  reeU,  die  beiden  anderen 
Paare  können  imaginär  sein. 

Wir  legen  femer  auf  denselben  Träger  @  zwei  verschiedene  Punkt- 
reihen, s  und  8y  welche  derselben  (der  Einfachheit  halber  auch  auf  & 
befindlichen)  Reihe  t  ein -zweideutig  entsprechen  sollen  und  stellen  die  Frage, 
ob  es  Punkte  t  giebt,  deren  Punkte  s  und  S  in  den  beiden  ein -zweideu- 
tigen Beziehungen  zusammenfallen. 

Greifen  wir  auf  die  vorhin  erwähnten  Kegelschnitte  K  und  C  zurück 
und  setzen  ^  _  ^^^  ^ 

Die  Tangenten  von  t  bjo.  K  schneiden  !(  in  den  Punkten  $  und  i\ 
Wenn  g  und  ®  Pol  und  Polare  von  K  sind,  und  wenn  tg  die  Gerade  H 
in  ^  schneidet,  so  sind  ^d'  stets  conjugirte  Punkte  einer  Involution,  deren 
stets  reelle  Asjmptotenpunkte  pi  sind.  Dabei  sind  die  Punktreihen  t  und  i 
perspectivisch  gelegen.  Die  Tangenten  von  d  und  g'  an  C  schneiden  sich 
selbst  in  r  und  die  Gerade  @  in  5  und  ^  resp.  Der  Punkt  r  befindet  sich 
beständig  (Schröter,  Egsch.  pag.  152)  auf  einer  Geraden  S.  Sind  nun 
ebenso  IS  Pol  und  Polare  von  C,  und  trifft  Gerade  1^  die  Gerade  &  in  x^ 
dann  sind  ebenso  ssf  coi\jugirte  Punkte  einer  Involution,  deren  stets  reelle 
Asjmptotenpunkte  px  sind;  die  Punktreihen  x^t  sind  dabei  projectivisch. 

Ftlhren  wir  dieselbe  Betrachtung  für  die  Beziehung  tS  durch,  so 
werden  unter  selbstverständlicher  Bezeichnung  die  Punktreihen  tX  projec- 
tivisch sein,  und  88^  conjugirte  Punkte  einer  Involution,  deren  reelle  Asjm- 
ptotenpunkte pX  sind.  Es  ist  nämlich  jederzeit  möglich,  zwei  Kegel- 
schnitten Ky  welche  beiden  Beziehungen  ts  und  ^jS^  zugehören,  nicht  nur 
Eine  gemeinschaftliche  reelle  Tangente  zu  geben,  sondern  sogar  vier,  wie 
dies  aus  Satz  I  hervorgeht. 

Wir  nehmen  nun  irgend  ein  Kegelschnittbüschel  93  an  und  suchen 
denjenigen  Kegelschnitt  G,  auf  dem  die  Punkte  s^...  gelegen  sind,  welche 
den  Punkten  s.,,  von  @  in  Bezug  auf  83  conjugirt  sind.  Die  Verbindungs- 
linien der  reellen  Punktepaare  s^s/^  auf  G  schneiden  sich  in  dem  reellen 
Punkte  r,  und  es  ist  die  Terbindungslinie  rs^sf^  reell,  selbst  wenn  ss!  und 
damit  5^5^^  imaginär  sind.  Denn  jedem  Paare  sJ  entspricht  ein  stete  reeller 
Punkt  Xy  und  somit  jedem  Paare  s^sf^  ein  Punkt  x^^  auf  6,  und  es  wird 
besagte  Verbindungslinie   gefanden,   indem   wir  p^x^   ziehen  (jpj^  zu  p  con- 
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jugirt),  die  Polare  r  von  r  für  G  construiren  und  endlicli  vom  Schnitt- 
punkte (r,  PiX^)  die  Polare  in  Bezug  auf  G  nehmen,  welche  die  verlangte 
Linie  ist.  Dieser  Strahlbttschel  r  ist  projectivisch  mit  den  Strahlbilscheln 
fta?!  und  p^t^. 

Machen  wir  dieselben  Betrachtungen  für  die  zweite  Beziehung  tS,  so 
ergiebt  sich  schliesslich  ein  Strahlbüschel  2?,  welcher  projectivisch  mit  dem 
Büschel  p^ti  und  daher  auch  mit  dem  Büschel  r  ist,  und  dessen  Strahlen 
eyentuell  G  in  Punktepaaren  Sj^S\  schneiden,  welche  für  83  zu  SS^  con- 
jngirt  sind. 

Die  beiden  projectivischen  Strahlbüschel  rE  erzeugen  einen  Kegel- 
schnitt, der  mit  G  im  Allgemeinen  vier  Punkte  gemein  hat.  Die  zu  diesen 
vier  Schnittpunkten  conjugirten  Punkte  sind  solche,  welche  in  beiden  ein- 
zweideutigen Beziehungen  demselben  Punkte  t  entsprechen. 

X.  Siijfl  auf  demselben  Träger  0  zwei  ein  zweideutige  I\tnktreihen  ts 
und  ts  gelegen,  so  ereignet  es  sich  im  ÄUgememen  viermal,  dass  einem  Funkte  t 
derselbe  Funkt  s  in  leiden  ein -zweideutigen  Beziehungen  entspricht  Die  vier 
Puiikte  s  Icönnen  paarweise  imaginär  sein, 

4.  Von  der  vorstehenden,  als  Einleitung  behandelten,  ein- zweideutigen 
Beziehung  der  auf  demselben  Träger  ®  liegenden  geraden  Punktreihen 
s  und  t  machen  wir  im  Nachfolgenden  eine  speciellere  Anwendung.  Wir 
hatten  im  Satz  IV 

Wir  setzen  darin 
80  dass  also  wird 

Hierin  bedeuten  also  s^t^^,  s^t^^  s^tj  entsprechende  Punkte.  Dem  Punkte 
^  resp.  t^  entsprechen  s^  resp.  s^sf^^  und  es  ist  m  die  Mitte  der  Strecke  s^s/^. 

Es  drängt  sich  uns  zunächst  die  Frage  auf,  in  welcher  Art  die  fünf 
Punktepaare  st,  welche  nach  dem  Vorhergehenden  eine  ein- zweideutige 
Beziehung  bestimmen,  zu  wählen  sind,  damit  die  speciellere  Art  der  Be- 
ziehung, in  der  eben  g  -=  2  ist,  sich  ergebe. 

Wir  nehmen  zwei  Punktepaare  55^5  und  s^t^  auf  einer  Geraden  be- 
liebig an  und  construiren  die  vier  harmonischen  Punkte  x  und  y  so,  dass 

Die  2  .  3  Punkte  s^t^x  und  s^t^y  der  Geraden  bestimmen  auf  ihr  zwei 
eindeutige  projectivische  Punktreihen,  in  denen 
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BeL    Die  beiden  Ponktreihen  werden  im  Allgemeinen  ein  Paar  reelle  Doppel- 
punkte   (sich   selbst  entsprechende  Punkte)  s^  und  s^  haben;   es   ist  dann 

also 

oder,  durch 

ihh^Sß)  -  (t^s^ys^) 1 

diTidirt 

(hh^e^i)  +  (^6«6%«7)  «=  -  1; 
ebenso 

(hh^e^s)  +  Wehh)  -  - 1.  — 
Femer  construiren  wir  die  vier  harmonischen  Punkte  |i}  so,  dass 

Es  werden  dann  die  2  .  3  Punkte  s^t^^  und  t^s^t^  ebenfalls  zwei  ein- 
deutige projectivische  Punktreihen  bestimmen,  in  denen 

ist.     Auch  diese  Pnnktreihen  werden  zwei  im  Allgemeinen  reelle  Doppel- 
punkte tx  haben,  so  dass  also 

oder 

ist.     Dann  ut  auch 

und  da  nach  den  obigen  Gleichangen 

(»s'jSse)  =  2 '    (Sclirötor.  Kgsch.  fog.  7) 

so  folgt 

(«6*6^««)    (»e'«'?«i) 

4-=(S6'6«6')(«e'6»60; 

ebenso 

Aus  der  Gleichheit 

.  ,    .     ,        ,     n-    .  .  ihhV^)  -  («6*6«») 

folgt  durch  Division 

(<;gSgr<)  -  (56*5*0 
oder 

d.  h.  t^tg,  s^Sf,  tt  sind  sechs  Punkte  in  Involation. 
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Ebenso  folgt  ans  der  Gleichheit 

^8  ^^61  ^6^6»  ^y  sechs  Punkte  in  Involution  sind. 
Aber  aus  der  Projectivität 

folgt  die  Gleichheit 
oder 

d.  h.  s^Sq^  xy^  s^Sq   sind   auch   sechs  Punkte  in  Involution.     Da  nun  eine 
Involution  durch  zwei  Paar  conjugirte  Punkte  bestimmt  ist,  so  folgt,  dass 
Vey  ^5^6)  ^7^8)  ^^^  endlich,  dass  ^5^^,  s^s^^  t^t^y  tx  Paare  conjagirter  Punkte 
derselben  Involution  sind.  — 
Die  Gleichung 

ihhhh)  +  {hhh^i) 1 

lässt  sich  noch  in  manchen  anderen  Formen  schreiben.     Es  ist  nämlich 
(V5M7)  + 1  =  -  (1  -  (<6  Ve«7))  =  -  1  +  ^'' 

(^6  VeÄ?)  (Me  W  ^ 2, 

1 +  2(^555«, 5g)  (^e«e«7<6)-"0. 
Ebenso  ^ 

(^6^6«7«6)  (*6%«70  -  -  2  ' 

1  +  2  (t^s^s^s^  {hh^^%)  ^  Ö- 
Wir  wollen  uns  zunächst  auf  die  Vorführung  dieser  Form  beschränken, 
um  von  ihr  einen  wichtigen  Gebrauch  zu  machen. 

Es  sei  der  Punkt  a  so  bestimmt,  dass  die  Punktepaare 

1)  %*7>   ^6^8»    h^ 

eine  Involution  bilden.     Vorhin  hatten  wir  gesehen,  dass 

conjugirte  Punkte  einer  Involution  sind,  daher  ist  dies  (Schröter,  Kgsch. 
pag.  57)  auch  bei  den  Paaren 

3)  55^8,  SgÄy,  t^a 

der  Fall. 

^^"^  (M6W  +  (^6V5«7)=-~1; 

daher  wegen  Involution  1)  auch 
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{as^s^s^)  +  (t^s^s^s^)  -  -  1 , 
oder 

letzteres  in  Folge  der  Involution  3).     Aber 

daher 

-  (as^s^s^)  (as^s^s^)  (as^s^s^)  -  1  =  {t^s^s^s^), 
d.  h. 

-  1  =  (aÄ^ÄßSg)  +  %S^&jS^), 

und  ebenso  in  Folge  der  Involutionen  l)  und  3) 

-  1  •=  (^6«6«7«8)  +  («57  50«8)- 

Vergleichen  wir  dies  mit  den  früheren  Resultaten 

-l=(<5V6^7)  +  (<6^6%«7) 

-  1  -  (^5«5«6«8)  +  (^e^e^s^s)» 

80  ergiebt  sich«  dass  at^  und  s^s^  zu  5g ^5  dieselbe  Stellung  einnehmen,  wie 
t^t^  und  «gSg  zu  8^s^. 

wegen  Involution  l). 

und  wegen 
auch 

-  («Äy^S^c)  (ö«7^««8)  (ö5755«6)  -  1  -  (*6%«7«6) 


u.  n. 

ebenso 

-1  —  (asjs^sg)  +  (^«sSjSg), 

d.  h.  at^  nnd  «,«,  nehmen  zn  5gS,  dieselbe  Stellung  ein,  wie  t^t^  and  ^^ 
zu  Sg&j.     Daher  ist  auch 

und 

(««7  »6  «5)  ('s  V««) 2* 

Durch  Mnltiplication  beider  Gleichungen  ergiebt  sich 

(»»T»6««)  0««6«6«)  (««7«6«5)('6«6S6«)  -  4' 
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Vergleichen  wir  dies  mit  den  früheren  Oleiehungen 

80  zeigt  sich,    dass  a  einer  der   beiden  Punkte  t  oder  r  ist.     Wir   fixiren 
a  =  i^ij^  also 

and  s^s^^  s^s^,  t^t^  in  Involution.     Ebenso  ist 

-  1  -  (*656«7%)  +  i^S^S^S^). 

Constmiren  wir  femer  den  Punkt  b  so,  dass  s^s^^  s^^^,  t^h  sechs  Punkte 
in  Involution  sind,  dann  ist  dies  auch  bei  den  Punkten 

der  Fall.     Es  folgt  dann  gerade  so  wie  vorhin 

4 -(%M6^)  (56*656^) 

und  wir  müssen  6  =  t  =  ^g  fixiren,  also 

-  1 «  (^ßÄftÄgÄe)  +  (^«gÄßSg), 

und  es  bilden  s^s^j  s^Sg,  t^t^  eine  Involution. 

Dann  haben  wir  also  drei  Involutionen,  nämlich 
^^gi  s^Sgf  frßtg,  ijtg^ 

h^li   56^81    *6*7»    *6*8> 
^ö^g,    SqS>j^    h^f    *6*7J 

und  es   sind  in  den  Formeln,   welche  Doppelschnittverhältnisae   enthalten, 
und  zwar  in  jedem  derselben,  speciell  in 

4=(55f65eO(5gfe55g, 

-  1  «  (*5  V657)  +  (^6^6  Wi      • 
0-  1  +  2(^5  V756)(*6V70 

die  Indices  beliebig  gegen  einander  vertauschbar.     Die  vier  Paar  Punkte 
8t  wollen  wir  eine  „Doppelvier"  nennen.  — 

Die  letzte  der  obigen  drei  Oleiehungen  kann  man  nun  auch  schreiben: 

Wir  werden  dieselbe  noch  in  eine  andere  Form  bringen.     Es  ergiebt 
sich  zunächst 

oder  '^^  •  '*^«  •  ^«^ 
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In  dieser  Gleichung  sind  die  Indices  gegenseitig  vertaaschbar.  — 
Aas  der  Gleichung 

folgt  femer 

oder 

und  {ihnhch 

^7  ^6  '  ^7  ^6         ^7  ^6  •  ^7  ^6  __.  ^  *  ^6  ^5  "I"  ^6  ^5 

SßS'j  .  SqS^      s^t^  .  Sßij  ^  Sfjt^  .  s^tß .  tjt^  ^^  2  ■  gy ^5  "h  <y <5 

^7^6  •  '^7^^ö         ^7  ^6  •  ^7  ^6      ^6  ^6  •  ^6^  •  ^6  ^6  ^  *  ^6  *6  "r  ^6  ^o 

Aber  aus  ,  .  .  . 

4  ^(«6^6570(^7*7^6^1 
-,    ,     ,        ,     T..    .   •  *-(«6*6«60(ä6*6«6«7) 

folgt  durch  Division 


Daher  ist 

«6 «7  •  *6  «6         «6  ^6  •  «6  ^      /  «7  «6  \  b:  ^  ^7^5  +^7^ 

Aus  der  Involution 

.   ,  .       .  ,  «6^6»    ^6^6?    *7^8 

ergiebt  sich. 

«6^  •  ^'«  •  ^6^6  °*  «5^6  •  *7*6  •  ^6^8» 

eine   der  Gleichungen  von  Desargues.     Ebenso  folgt  aus  der  Involution 
die  Gleichung 

«6*8  •  ^6^  •  ^6^7  **■  «6^7  '  ^6^7  •  *6^8' 

Daher  ist  durch  Division 

^«7         h^  '  *6«7 

oder 

«5^7  .  ^5^^  .  fg57  =»  S^tß  .  ^5g  .  ^55^, 
—  5ß<7  .  (^557  +  S^S^)  .  ^«^7  «  55 fe  .  (^6^6  +  SqS^)  .  tjS^, 

oder 

—  55^7. <5  57^8^7-56  <7.575e.(^6«6  +  *657)"-%<6-*6«6-A56  +  56'e'«6«7-(*7*ö  +  V6)i 

endlich 
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D&her  haben  wir  nun  die  nene  Oleichung 
d.  h. 

Auch  in  dieser  Gleichung  sind  die  Indices  gegen  einander  vertauschbar. 
Wir  fassen  die  bisherigen  Resultate  zusammen: 

XI.  Es  seien  zwei  Paar  Punkte  Sgtg  wnd  Sgtg    einer  Geraden  gegeben, 
SwM  man  die  vierten  harmonischen  Punkte  xy  fMch  den  Gleichungen 

wid  setzt  man 

xsstß  A  Bgytg, 

«)  ha}>et%  die  so  oonstituirten  projedivischen  Punktreihen  ein  Paar  Doppel- 
punkte 876g. 

Sucht  man  ebenso  die  vier  harmonischen  Punkte  $ty  nach  den  Gleichungen 

(8686t6ä)--li 

ima  ^e^;er^  man 

so  haben  auch  diese  so  constituirten  projectiviscfien  Punktreihen  ein  Paar 
Doppelpunkte  tjt^.  Es  lassen  sich  dabei  die  Punkte  87  Sg  und  tji^  so  gruppiren, 
dass 

H^e*  H%f  87^8»  ^rs 
conjugirte  Punkte  einer  Involution  sind,  ebenso 

-  85 87»    ^6^»    8ßBg,    tgtg 

und 

hhi  h%^  h^9  %^- 
Es  hängen  irgend  zwei  Paar  Punkte  st  von  den  beiden  andern  in  der- 
selben Weise  ab,  tvie  es  oben  von  Sgtg  und  Sgtg  angegeben  worden. 
'  Solche  vier  Paar  Punkte  nennen  wir  eine 

„Doppelvier". 
Es  bestehen  für  irgend  drei  Punktepaare  derselben  die  Reflationen 

1)  1  +  2  (t^s^s^s^)  (ies^s^t^)  «  0. 

2)  {srj,s,t,)  (^e^e^sO  -  4. 

3)  {hhhSl)  +  06^6«6^7) 1. 
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und  für  alle  vier  Paare  die  Relationen 

Die  Beweise  für  die  letzten  Formeln  sind  leicht  zu  fähren,  wie  man 
die  Sammlung  auch  noch  leicht  vermehren  könnte,  z.  B.  durch  die  früher 
bewiesene  Formel 

oder  durch 

11)  (^6«6«6^7)  (^6^6^7«6)  (^S^h^^)  =-1    »•  8-  ^' 

Nun  können  vdr  an  die  Beantwortung  der  uns  pag.  9  gestellten  Frage 
gehen.     Wir  haben  die  Gleichungen 

2^S^6+^5^g_2V7+^6^7, 
V6+  ^hh  _  V7  ^l^V?, 

in  denen  man  z.  B.  auch  7  mit  8  vertauschen  kann. 

Es  sei  m  ein  beliebiger  Punkt  der  Geraden,  auf  der  die  Punkte  s^fy 
gelegen  sind.  Dann  können  wir  die  Identit&t  1  »  1  auch  in  der  Form 
schreiben: 

{s^s^Y-  ^6^6  '   (hSiy-  h^i  ""  /     ^  y  2  .  S^S^  +  t^t^  ^  ^^    ^  V7+2V7  ^  1 
oder  auch  "^      ^^*^'^'"  ^»^'  ^      ^^^^  '  ^*'' 

2  .  s^s^+  t^t^     m55^  (2  . s^s^+  t^t^)  +  ms^ .  s^s^  .  (5^57  +  2  .  s^t^)  +  s^s^\.%ti 
Sehr  leicht  erhält  man  hieraus 

2 S6S7+  ^6^7      (w55^+  «5^7^  2  .  WÄg  .  5557)  {ms^  +  55^7)  —  m^j* .  {ms^  +  5j0 
oder 


ebenso 
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wobei  die  Indices  beliebig  vertauschbar  sind. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Punktepaare  st  einer  Doppelvier  unend- 
lich oftmal  entsprechende  Punkte  der  specielleren  Art  ein -zweideutiger  Be- 
ziehung (^  e=  2)  sind,  wobei  die  beiden  Punkte  m  und  t^  aufeinanderfallen. 

Wir  haben  gezeigt,  dass  zwei  Paar  Punkte  st  einer  Doppelvier  die 
beiden  andern  auf  eindeutige  Art  erzeugen,  und  können  somit  sagen,  dass, 
wenn  zwei  Paar  Punkte  st  einer  Doppelvier  entsprechende  Punkte  irgend 
einer  ein- zweideutigen  Beziehung  der  specielleren  Natur  (g  «  2)  mit  auf- 
einander fallenden  Punkten  mt^  sind,  es  die  beiden  andern  auch  sein  müssen. 

Aufmerksam  sei  hier  darauf  gemacht,  dass,  wenn  zwei  Punktepaare  der 
Doppelvier  in  eins  zusammenfallen,  dann  die  beiden  andern  Paar  unbestimmt 
werden. 

Die  vier  gesonderten  Punktepaare  st  einer  Doppelvier  können  überhaupt 
nur  entsprechende  Ptmkte  einer  ein -zweideutigen  Beziehung  der  specielleren 
Art  {q  =  2)  sein. 

Eine  allgemeine  ein -zweideutige  Beziehung  ist  bestimmt  durch  fünf 
Paar  Punkte  st^  also  z.  B.  durch  eine  Doppelvier  und  ein  Paar  beliebiger 
Punkte  s^t^.  In  dieser  Beziehung  entspricht  dem  Punkte  5«,  der  Punkt  t^. 
Die  Beziehung  ist  also  auch  bestimmt  durch  die  Doppelvier  und  das  Punkte- 
paar s^t^,  und  es  sind  s^t^  darin  entsprechende  Punkte.  Diese  Beziehung 
ist  aber  von  der  specielleren  Natur,  weil  wir  ja  den  ganz  beliebig  ge- 
wählten Punkt  m  der  beiden  letzten  Formeln  nach  t^  legen  können. 

Es  folgt  also  hieraus,  dass  eine  Beziehung  (^  -=  2)  durch  zwei  Doppel- 
vieren bestimmt  ist,  welche  ein  Paar  Punkte  gemeinschaftlich  haben  oder, 
was  dasselbe  besagt,  durch  drei  beliebig  angenommene  Punktepaare  st 

'  Xn.  Bilden  unter  den  fünf  Pimldepaaren  st,  welche  ein  ein-ewei- 
deutiges  Gebilde  auf  dem  geraden  Träger  ®  bestimmen,  vier  Paare  eine  Doppel- 
vier,  so  ist  das  Gebilde  von  der  specielleren  Natur  (q^=^  2  mit  aufeinander 
liegenden  Punkten  mtg,  cf  Satz  IV),  Dasselbe  ist  durch  zwei  Doppelvieren, 
welche  ein  Punktepaar  gemeinsam  haben,  oder,  mit  anderen  Worten,  durch 
drei  beliebige  Punktepaare  st  bestimmt^  welche  nicht  JBestandtheile  Einer  Doppel- 
vier  sind.  Greift  man  irgend  zwei  entsprechende  Punktepaare  st  heraus, 
80  bestimmen  dieselben  eine  Doppelvier^  deren  restirende  Piinktepaare  ebenfalls 
entsprechende  Punkte  der  Beziehu^ng  liefern. 

Wir  nennen  das  Gebilde  eine  „Reihe  harmonischer  Mittel  zweiter  Ord/n/wng", 
tmen  Punkt  t  „PoV*  und  jeden  der  beiden  ihm  entsprechenden  Punkte  ss' 
sein  „harmonisches  Mittel  zweiter  Ordwung",  umgekehrt  jeden  der  Punkte  ss' 
„Pol"  wnd  den  Punkt  t  ihr  „Jiarmonisches  Mittel  erster  Ordnung'', 

Zeitaolir.  t  Math.  n.  Physik.    XXIX.  Jahrg.    Suppl.  2 
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DasB  die  letztgenannten  Namen  mit  denjenigen  gleichbedeutend  sind, 
welche  sich  bei  Cremona,  Introdnzione  pag.  16  der  deutschen  üeber- 
setzung  finden,  werden  wir  erst  später  zeigen  können. 

Der  angeführte  Satz  zeigt  uns,  wie  man  eine  Reihe  harmonischer 
Mittelpunkte  zweiter  Ordnung  construiren  kann. 

5.  Die  vier  Paare  einer  Doppelvier  wollen  wir  specialisiren.  Es  sollen 
die  Punkte  t^t^  zusammenfallen  und  s^s^  ihre  harmonischen  Mittelpunkte 
zweiter  Ordnung  sein,  also  t^^tQ^  Sg  £E  «'5.  Wenden  wir  die  Formel  2) 
Satz  XI  an,  80  wird 

aus 

wird 

0  --  {1  +  {8sS,t,t,)\\ 

d.  h. 

ebenso 

-  1  «  («fi^e^öW- 

Es  fallen  also  tj  und  t^  zusammen ,  nämlich  in  den  vierten  harmonischen 
Punkt  zu  ^5  und  s^s^. 

Femer  ergiebt  Formel  1)  Satz  !I 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 

daher 

(^^hh)  —  1; 
ebenso 

Die  beiden  Punkte  s^jS^  fallen  also  mit  t^  zusammen. 

Xin.  Fallen  in  einer  Doppelvier  zwei  Punkte  t^  und  tg  zusammen, 
während  die  entsprechenden  Punkte  S5  und  Sg  die  harmonischen  Mittel  zweiter 
Ordnung  von  tg  sind,  so  fällen  auch  die  beiden  anderen  Punktepaare  susammeny 
nämlich  s^  ur^  Sg  nach  tg,  und  t^t^  in  den  vierten  harmonischen  Punkt  tu 
tg  und  SgSg,  letgiere  beide  zugeordnet. 

Dies  giebt  mit  anderen  Worten  den  bekannten  Satz: 

Das  harmonische  Mittel  erster  Ordnung  eines  Punktes  p  ist  der  vierte 
harmonische  Punkt  zu  p  und  seinen  beiden  harmonischen  Mitteln  zweiter 
Ordnung,  letztere  beide  zugeordnet. 

Dass  dieser  Satz  für  p^  seine  Richtigkeit  hat,  sahen  wir  schon,  denn 
es  fielen  ja  m  und  ^  auf  einander. 

L&sst  man  die  Punkte  s^s^tjt^  auch  noch  zusammenfallen,  so  findet 
man  sehr  leicht  den  bekannten  Satz: 
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XIV.  Die  harmonischen  Mittel  zweiter  Ordnung  der  Punkte  einer  Geraden 
büden  eine  Involution  zweiten  Crrades,  in  der  die  zwei  harmonischen  Mittd- 
punkte  Eines  Poles  conjugirt  sind.  Jeder  der  beiden  Äsymptotenpunkte  der 
Involution  hat  ein  Paar,  mit  dem  andern  Äsymptotenpunkte  zusammen- 
fallender harmonischer  Mittelpunkte  zweiter  Ordnung,  Die  beiden  Äsymptoten- 
punkte stellen  demnach  zusammen  zwei  Doppelvieren  dar. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Beantwortung  der  Frage,  wie  viele  Punkte- 
pa&re  einer  Doppelvier  reell  sein  müssen.  Eine  Doppelvier  ist  durch  zwei 
Ponktepaare  Sp^t^  und  s^t^  bestimmt,  und  diese  nehmen  wir  als  reell  an. 
Zunächst  ist  ersichtlich,  dass  von  den  beiden  anderen  Paaren  die  Punkte 
t^i^  zugleich  mit  s^s^  reell  sind.  Es  sind  ja  t^t^  die  Schnittpunkte  gewisser 
Tangenten  eines  Kegelschnittes  mit  einer  Geraden,  und  diese  Tangenten 
sind  eben  mit  s^  und  s^  zugleich  reell,  s^  und  s^  können  auch  nur  gleich- 
zeitig imaginär  werden,  da  sie  als  Doppelpunkte  zweier  projectivischen 
Ponktreihen  definirt  worden  sind,  ebenso  t^t^. 

Für  die  nachfolgende  Untersuchung  wird  es  aber  von  Vortheil  sein, 
wenn  wir  «^Sg  als  die  Asymptotenpunkte  einer  Involution  ansehen.  Es  sei 
zu  dem  Zwecke  T5  definirt  durch  die  Gleichung  l)  •••(«6^6*6^5)*"  ""  ^'  ^^ 
hatten  früher  gesehen,  dass 

oder  .  N   .  /  \ 

würden  wir  ebenso  erhalten,  wenn  wir  gesetzt  hätten  2)  .-.(«g^ßSsTg)«  —  2. 
Wir    sehen    also,    dass   s^s^   die    Asymptotenpunkte   einer   Involution 
zweiten   Grades   sind,   von  welcher   t^r^  und   t^r^   coiyugirte   Punkte   sind. 
Aus  der  Gleichheit 

(^6^6 «e^ö)  -  ^6^6  Ve)  ^  -  ^ 

folgt  übrigens  zugleich,  dass  x^x^  coi\jugirt  sind  in  der  Involution 

^6^6>    ^6^6»    ^7^8»   ^5^6* 

Die  vier  Buchstaben  s^Sßt^t^  können  auf  24  verschiedene  Arten  hinter 
einander  geschrieben  werden,  von  denen  je  zwei  für  uns  gleichwertig  sind, 
welche  dieselbe  Anordnung  der  Buchstaben,  nur  in  umgekehrter  Reihenfolge 
bringen.  Wir  wenden  uns  zuerst  zu  den  vier  Anordnungen,  in  denen  s^s^ 
von  Einem  der  Punkte  t^t^  getrennt  werden,  nämlich: 
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Die  durch  die  Punkte  s^Sq,  t^t^,  x^Xq  bestimmte  Involution  ist  dann 
elliptisch,  folglich  (Schröter,  Kgsch.  pag.  57)  ist  die  Involution  /5T5,  t^x^ 
hyperbolisch,  ihre  Asymptotenpunkte  s^s^  sind  also  reell. 

unter  den  acht  Complexionen ,  in  denen  s^s^  nicht  von  Einem  der 
Punkte  t^tß  getrennt  werden,  heben  wir  zunächst  diejenigen  vier  heraus,  in 
denen  s^t^  nicht  von  Einem  der  Punkte  s^t^  getrennt  werden: 

Wir  werden  sehen,  dass  von  diesen  vier  Verbindungen  dasselbe  gilt, 
wie  von  den  ersten,  nur  ist  der  Beweis  ein  anderer,  wollen  ihn  auch  der 
Kürze  halber  nur  für  eine  Verbindung  durchführen. 

Die  Gleichung 


2) 

(««^Ve) 2 

ergiebt 

(Ve'eO-g 

oder 

3) 

3  .  »s'e  _  «6*6 

ebenso 

«8 '5             «6*6 

Ebenso 

folgt  aus 

2) 

4) 

1     S««6„S6«» 
2't6«6°<6»« 

1  «5*6         «5^8 

2  t,S,          «jTj 

Nehmen  wir  z.  B.  die  Complexion  s^s^f-Qt^.     Hier  ergiebt  das  Kriteriiim 
3)  -LJ>  1^  d,  h^  ^^  xmd  Tg  liegen  nicht  zwischen  s^s^,     Kriterium  4)  ergiebt 


s«t, 


'6*6 


^  <  0  und  ^  >  0, 


^6^6  ^6^6 

d.  h.  Tg  liegt  zwischen  5^^^,  und  T5  nicht  zwischen  «5^5.  Wegen  der  hyper- 
bolischen Involution  SgSß,  t^t^,  TgTg  kann  demnach  Tg  entweder  zwischen  dem 
Mittelpunkte  m  der  eben  genannten  Involution  und  ig,  und  dann  Tg  recht« 
von  fß  gelegen  sein  (wir  denken  uns  s^s^f^t^  von  links   nach  rechts  ge- 
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richtet),  oder  es  befindet  sich  Tg  zwischen  m  und  5g,  und  dann  Tj  links 
?on  Sq.  In  beiden  Fällen  trennen  sich  die  Punktepaare  t^r^  imd  t^r^  nicht, 
bestimmen  also  eine  hyperbolische  Involution,  deren  Asymptotenpunkte  s^s^ 
somit  reell  sind,  und  je  einer  zwischen  s^^s^  und  t^t^  sich  befinden.  Die 
Punkte  t^  und  t^  liegen  daher  beide  zwischen  Sg/g. 

Es  bleiben  uns  noch  vier  Complexionen,  in  denen  jedes  der  Paare  s^t^, 
5g fg  durch  Einen  Punkt  des  andern  Paares  getrennt  wird.  Es  sind  dies 
die  Verbindungen 

^6  ^6  ^5  ^6 
^6  ^6  ^6  ^6 
^6  ^5  ^6  ^6 

Wir  werden  sehen,  dass  hier  die  Punkte  s^  s^  sowohl  reell  als 
imaginär  sein  können.  Bezeichnen  wir  wieder  mit  m  den  Mittelpunkt  der 
Involution  55  5g,  t^t^^  Tg  Tg,  so  ist 

'6  ^6      ^6  "^6 


9 

Wtß  5|-  Zf.      $(.  t( 

oder  nach  Kriterium  3) 


♦»Tg  ^  5gf,. 

mtf, 


oder  nach  Kntenum  4) 

WTg""  \555g  +  2^55g/      5g^g.55 


'6^5 


Zugleich  ist 


Behandeln    wir    zunächst  die   Complexionen  5g55fgf5   und   ^gf55655,    bei 
denen  m  zwischen   den  beiden   mittleren  Punkten  gelegen  sein  muss.     Für 


mf^ 


die  Lage  5g55^gf5  ist  —~  >  1.     Es  ergiebt  Kriterium  4)  — ~  <  1,  d.  h.  T5 
mig  ^5^5 

liegt  zwischen  55/5. 

Es  sind  demnach  die  vier  Lagen  möglich:  tg5g55T5W^g;ß,  s^s^mx^t^t^r^^ 
^e^öWi^ßTgTg^g  und  s^s^mt^t^r^t^.    In  den  drei  ersten  Fällen  ist  die  Involution 


«IT, 


^5^5»  fgTg  elliptisch,  —  -  <  1  und  5^58  imaginär,  im  vierten  Falle  aber  hyper- 


WTg 


WT, 


bolißch,  — ^  >  1  und  s^Sa  reelL 

WTg 

Bei  der  Lage  tet^SßS^  und  den  beiden  noch  restirenden  ist  der  Beweis 
ähnlich.     Wir  sprechen  gleich  das  Resultat  aus: 

XV.  Smd  zwei  PunMcpaare  Sgtg  und  Sgtg  einer  Doppelvier  reell,  so  sincT 
die  vier  Punkte  der  beiden  andern  Paare  entweder  gemeinschaftlich  reeU  oder 
gemeinschaftlich  imaginär.    Der  erste  Fall  tritt  stets  ein,  wenn  das  Paar  s^Sg 
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van  Einem  der  Punkte  tgtg  gärennt  wird.  Wenn  diese  Trennung  nicht 
stattfindet,  so  tritt  den/noch  der  erste  FaU  ein,  sobald  das  Paar  85 1^ 
nicht  von  Einem  der  Punkte  Sgtg  getrennt  wird.  Wenn  jedoch  Sgtj  von 
Einem  der  Punkte  Sgt^  getrennt  werden,  so  können  beide  FäUe  eintreten, 
nämlich  der  erste,  wenn  die  Quotienten 


entweder  beide  grösser  oder  beide  kleiner  als  Eins  sind;  sonst  findet  der  zweite 
FaU  statt. 

Es  bleibt  noch  zu  beweisen,  dass,  wenn  die  Punkte  s^s^  reell  resp. 
imaginär  sind,  dies  auch  bei  den  Punkten  t^t^  der  Fall  ist  und  umgekehrt. 
Wir  suchen  zu  dem  Zweck  eine  Involution  herzustellen,  deren  Asjmptoten- 
punkte  t^tg  sind.     Es  sei 

5)  (hse^^sh)  (hhhh)  --h 

wo  T5  die  obige  Bedeutung  behalten  soll.    Aus  der  Gleichung  l)  folgt  leicht: 

und  ^      ^ 

Frtther  aber  hatten  wir  (Satz  XI) 

4  ==  (h%s^t^)  {s,t^s^t,), 
und  es  ist 

Daher 

(Ve^ö^e)  =  {1  -  (%'6^60}-{  1  -  (^e^e^eOl 

-=  ß  -  { {hhh^d  +  K^e^öO }  • 
Daher 

3  -  (s,s,t,t,)  -  -  2  +  [(s,t,s,t,)  +  {s,t,s,t,)). 
Daraus  findet  man  einfach 

Setzen  wir  noch 

6)  (^eh^B^e)  Qeh^eh)  "  -  1» 
SQ  ergiebt  sich  leicht,  dass 

^6^6»    ^6»    ^6^6)    ^5^6 

eine  Involution  bilden.     Daher  ist  dann 

- 1  =  (5505*7^, 

würden  wir  ebenso  aus  der  Bedingung  6)  erhalten  haben. 

Es  sind  also  ijt^  die  Asymptotenpunkte  einer  Involution  zweiten 
Grades y  von  der  s^a^  und  s^c^  coxgugirte  Punkte  sind. 
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Die  Gleichungen  5)  und  6)  ergeben  aber  leicht 

Die  Involution  t^r^,  f^tg,  deren  Asymptotenpunkte  s^s^  sind,  ist  «her 
elliptisch  oder  hyperbolisch,  je  nachdem  (^ß^e^s^e)  Positiv  oder  negativ  ist, 
ebenso  bei  (s^Sq6^6q),  Daher  sind  t^t^  zugleich  mit  s^s^  reell  oder  imaginär 
und  umgekehrt 

Die  Gleichimgen  1)  bis  4)  verhelfen  uns  auch  zu  einer  zweiten 
Constmction  einer  Doppelvier,  welche  bis  auf  einen  (übrigens  nur  der 
Bequemlichkeit  wegen  verwendeten)  Hilfskreis  linear  ist. 

XVI.  Aufgabe.  Gegeben  seien  auf  der  Geraden  ®  die  Punikt^aare  s^tg 
und  Sgtg  einer  Doppelvier.  Gesucht  werden  die  beiden  anderen  Pature  s^tf 
und  8g  tg. 

Auflösung.  Beschreibe  über  SgSg  als  Durchmesser  den  Kreis,  errichte 
in  seinem  HS^ttdpu/nkt  senkrecht  auf  ®  den  Durchmesser  gh,  verlängere  ihn 
über  g  um  sich  selbst  bis  k,  bestimme  die  Punkte 

^5—  (kSe,  g%)f     m  «  (kSöi  g%)^ 

Nenne  TgTgNgNg  die  Schnittpunkte  des  Kreises  mit  den  Geraden  gtg, 
gtg,  gUg,  gn^  resp.y  lege  vom  Punkte  (N^Tg,  N^Tg)  an  den  Kreis  die  Tan- 
gevUen  mit  den  Berührungspunkten  S^Sg  tmd  sehneide  &  in  s^  und  Sg  durch 
gS^  und  gSg. 

Bestimme  b  =  (85  S^,  SgSg)  und  schneide  den  Kreis  in  T^  und  Tg  durch 
bTj  resp.  bTg,  dann  ist 

t7==(®,  gTO   und  tg«(®,  gTg). 

Der  Beweis  fUr  diese  Construction  ist  der  folgende.  Nennen  wir  noch 
^5  den  Schnittpunkt  von  m^s^  mit  der  Tangente  in  ^g,  dann  sind  folgende 
harmonische  Strahlen  vorhanden: 

Seigh^s^) 1, 

s^ißhhk) 1, 

oder  auch 

s,{ghkk)-^- 
Daher 

Projicirt  man  die  vier  Strahlen  auf  W555,  so  giebt  es  (y^n^i^m^  •=»  —  2, 
und  wenn  man  diese  Punkte,  unter  denen  also 

ist,  noch  von  g  auf  &  projicirt,  so  giebt  es 

ebenso 
wobei  z.  B. 
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ist.     tg  und  Tg  sind  also  die  in  Oleichung  l)  und  2)  auftretenden  Punkte. 
Natürlich  ist  dann  auch 

und  es  folgt  der  Rest  der  Constmction  aus  der  bekannten  Methode,  nach 

der    man  eine  Involution    auf   einem   Kegelschnitt  construirt    (Schröter, 

Egsch.  pag.  51). 

Im  Anschluss  an  Satz  X  dürfen  wir  ferner  den  Satz  aussprechen: 
XVII.  Zwei  auf  einander   liegende  Reihen  harmonischer  Mittd  eweiter 

Ordnung  haben  äne  Dqppelvier  gemeinsam. 

Die  weitere  Begründung  desselben  ist  im  Satz  XII  enthalten. 

6.  Wie  in  jeder  ein -zweideutigen  Beziehung  giebt  es  auch  in  einer 
Reihe  harmonischer  Mittel  zweiter  Ordnung  drei  Punkte  a^a^a^f  deren  jeder 
ein  Paar  entsprechender  Punkte  st  vorstellt.  Wir  betrachten  irgend  zwei 
derselben,  a^a^^  als  zwei  Paar  Punkte  einer  Doppelvier;  sind  nun  s^i^  und 
s^t^  die  beiden  anderen  Paare,  so  finden  die  Involutionen  statt 

^1^7>    ^2^8»    ^l*T>    %'8> 
ö^l^S»    «2^7?    «1^8»    ^2^7- 

Dies  ist  nur  möglich,  wenn  a^  mit  dem  einen  Paare,  etwa  s^ij^  und 
o^  mit  dem  andern  Paare  s^t^  zusammenfällt. 

XVni.  In  einer  Beihe  harmonischer  Mittd  zweiter  Ordnung  ereignet  es 
sich  im  Allgemeinen  dreimal,  dass  ein  Funkt  a  sein  eigenes  harmonisches 
Mittel  zweiter  Ord/nwng  ist.  Diese  drei  Punkte  &,  von  denen  mindestens  Einer 
reeU  sein  muss,  heissen  Sie  ,^Doppelpunkte^^  der  Reihe,  Irgend  zivei  derselben 
stellen  eine  Doppelvier  vor^  von  welcher  in  jedem  Punkte  a  zwei  Paar  Punkte  st 
vereinigt  sind. 

Die  Punkte  a  ergeben  also,  als  Punktepaare  einer  Doppelvier  auf- 
gefasst,  kein  viertes  und  fünftes  Paar  Punkte,  aus  denen  wir  die  Beihe 
nach  den  Sätzen  XII  und  I  construiren  könnten  und  doch  ist  die  Beihe, 
wie  wir  zeigen  werden,  durch  die  drei  Punkte  a  bestimmt.  Es  ist  dies 
analog  der  Involution  zweiten  Grades,  welche  sich  aus  den  Asymptoten- 
punkten allein  vermittelst  DoppelschnittverhSltnissen  nicht  herstellen  lässt, 
sondern  erst  mit  Hilfe  des  Mittelpunktes  der  Involution.  Wir  werden  una 
daher  nach  einer  andern  Constmction  umsehen  müssen. 

Die  Formel  auf  pag.  17: 

2  ^5^7  +  ^5^7       ms^^.  mtrj  —  ms^.  mtb 
giebt  für  5ß  =  fg  «=  a^,  5g  =  fg  «=  «g,  s^  ^  t^  ^=  a^  sehr  leicht 
1)  0  «=  ma^  +  wag  +  ma^. 
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Ebenso  erhftlt  man  aus  der  Formel  VI  anf  pag.  7: 


niL 


sofort 


wi.v 


ma. 


ms^ 


a^a\ 


KU 


1, 


wag*—  ms^ 

worin  a^  und  a\  die  harmonischen  Mittel  zweiter  Ordnung  yon  o^   sind; 
Shnlich  später  a\  und  a'3. 

3  .  ma^  .  agö'i  ==  3  ma^  —  3  ms^. 
Aus  der  Formel  auf  pag.  17  folgt  aber 

3  .  t»Sj*  «  wai^  +  mc^  .  wo,  +  «la2^ 

3  .  ma^  .  02«  1  =  fliöf-2  •  ^8^2- 
3  .  ma^  .  aga'i  =-  a^Oj  .  a^a^ 
(agajaia'i)  «  —  1;  ebenso 


Daher 
Ebenso 

und 

Femer  g'iebt  Satz  VII 


sofort 


mL 


mL 


Aus  derselben  Formel  VII  folgt  aber  für  s  ^  t  ^  a^ 


«8»  2. 


«8«1 

(a^a^ts)  «  (a'ja'jajs) 


Daher 
und 
Somit  ist 

Wegen  der  Involution 

«la'i,  ^ga'^,  aga's 

und  wegen  der  Gleichungen  2)  ist  daher 

(sta^a^)  +  (sfa^ag)  =  -  1 
3)  (sta^a^)  +  (sta^Oj)  =  —  1 

(^^ös^i)  +  (^^«8«2)  =  -  1. 
XTX.  Sind  a^Oi^s  ^^®  Doppelpunkte  einer  Reihe  harmonischer  Mittel 
zweiter  Ordnung,  so  gehört  zu  jedem  derselben,  z.  B.  zu  o^  noch  ein  zweiter 
Punkt  a\  y  welcher  mit  a^  die  beiden  harmonischen  Mittel  zweiter  Ordnung  von 
a^  vorstellt.  Die  Punkte  a^a\  und  a^a^  sind  harmonisch  gelegen.  Sind  über- 
haupt st  ein  Paar  entsprechende  Punkte  der  Reihe,  so  besteht  die  Gleichung 


/^^ 
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(sta^a^)  +  (sia^a;^)  '^^  -  1, 

in  der  man  die  Indices  beliebig  vertauschen  darf.     Die  Reihe  ist  dnrch  die 
drei  Doppelpunkte  bestiihmt. 

Dieser  Satz  ist  allbekannt.  Die  letzte  Gleichung  kann  man  unter  der 
Form  schreiben 

a^s      a^s      €L^s 
oder  auch 

st      sa^      sa^      soq 

In  dieser  letzten  Form  ist  sie  die  bekannte  Gleichung  von  Poncelet 
aus  dem  Jahre  1828  (Memoire  sur  les  centres  des  moyennes  harmoniqnes, 
Crelle's  Journal  Bd.  3).  Wir  haben  daher  auch  im  Satz  XII  die  Namen 
gewählt,  welche  in  der  deutschen  Uebersetzung  (pag.  16)  der  Introduzione 
von  H.  Cremona  eingeführt  worden  sind. 

Aus  dem  letzten  Satze  ergiebt  sich  nun  folgende  bekannte*  Con- 
struction  der  Punkte  st: 

Es  seien  die  drei  Doppelpunkte  a^fi^a^  einer  Reihe  harmonischer  Mittel 
zweiter  Ordnung  auf  der  Geraden  ®  gegeben;  legt  man  durch  dieselben 
drei  beliebige  gerade  Linien,  so  schneidet  die  Polare  eines  Punktes  s  der 
Geraden  ®  in  Bezug  auf  das  Dreiseit  die  Gerade  ®  in  dem  entsprechenden 
Punkte  t. 

Es  seien  nämlich  ^^^^g^s  ^^^  Ecken  dieses  Dreiseits  und  z.  B.  ^i^^o,  in 
gerader  Linie.  Die  Linien  sg^^  sg^^  sg^  treffen  die  Gegenseiten  des  Dreiecks 
9i9%9^  1^  ^^^^  Funkten.  Construirt  man  zu  diesen  und  den  jedesmaligen 
Ecken  des  Dreiecks  die  vierten  harmonischen  Punkte,  so  liegen  diese  drei,  sich 
so  ergebenden  vierten  harmonischen  Punkte  auf  einer  Geraden  @,  welche  (8 
in  t  schneidet  und  die  Polare  von  s  in  Bezug  auf  das  Dreieck  g^g^g^  ge- 
nannt wird.  Sämmtliche  Geraden  @  umhüllen  bekanntlich  einen  Kegel- 
schnitt JET,  welcher  die  Seiten  des  Dreiecks  berührt.  Die  Berührungspunkte 
auf  demselben  sind  die  Punkte  \W^  welche  zu  den  Punkten  ajO^o,  nnd 
den  jedesmaligen  Ecken  g  harmonisch  zugeordnet  sind,  z.  B. 

{<h\9%9%)  =-  —  1. 
Dabei  liegen  bekanntlich 

...        ^      j  (hW*  (hhh^  (hW 

je  in  emer  Geraden. 

Es  ist  ersichtlich,  zunächst^  dass  dem  Punkte  s  ^^  a^  der  Punkt  t^a^ 
entspricht,  ebenso  bei  den  beiden  andern  Doppelpunkten.  Die  Polare  gi\ 
von  Oj  für  K  schneidet  femer  %  in  dem  Punkte  a'^,  für  welche  die  Be- 
dingung besteht 

(«2«8«l«'l)  =  -  1. 

*  Dux^ge,  Die  ebenen  Curven  dritter  Ordnung  1871,  Nr.  S91. 
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Die  Polare  X'  von  a\  in  Bezug  auf  das  Dreieck  g^g^g^  geht  aber 
durch  a^,  weil  {a^h^g^gz)  ■=  —  1  ist.  Diese  Polare  I'  ist  also  die  zweite 
Tangente,  die  man  von  a^  an  den  Kegelschnitt  K  legen  kann.  Wir  sehen 
demnach ,  dass  dem  Punkte  .<?  «=  a\  der  Punkt  f « a^  entspricht,  was 
ähnlich  bei  den  beiden  andern  Doppelpunkten  zutrifft. 

Diese  Construction  der  Reihe  aus  den  drei  Doppelpunkten  ist  aber 
nur  so  lange  anwendbar,  als  die  drei  Doppelpunkte  a^a^a^  reell  sind. 
Wir  brauchen  daher  noch  eine  allgemeinere  Construction,  welche  gestattet, 
^^  zu  bestimmen,  wenn  a^  reell  gegeben  ist,  und  zugleich  eine  Involution  Äy 
deren  (reelle  oder  imaginäre)  Asymptotenpunkte  a^a^  sind. 

Zun&chst  eine  Vorbemerkung.  In  einer  Doppelvier  seien  s^  ^  t^z==  a^ 
und  s^t^  gegeben.  Wie  liegen  dann  die  beiden  andern  Punktepaare?  Das 
eine  der  restirenden  Paare,  etwa  s^t^,  muss  mit  a^  zusammenfallen,  denn 
es  existirt  eine  Involution  .^5*^,  t^t^^  t^tg,  s^s^^  welche  in  diesem  Falle 
parabolisch  wird.  Das  andere  Paar  s^t^  bestimmt  sich  dann  aus  den 
Gleichungen  im  Satz  XI: 

Aus  der  Relation 
folgt  aber 

für  jeden  Punkt  Cq  von  ®.     Nehmen  wir  insbesondere  an 

oder 

so  ergiebt  sich 

(^6*6«iO  ^  -  2, 
d.  h.  s^  imd  öq  sind  identisch. 

XX.  Finden  sich  in  einer  Boppehner  ein  Doppelpunkt  a  und  ein  Paar 
Punkte  Sjti,  so  fällt  von  den  beiden  andern  Paaren  das  eine  nach  a;  das 
cmdere.^i^  ist  bestimmt  dur(^  die  Bedingungen 

(sitiS^a) 2, 

(s,t,aO  «  4, 
und  es  sind  s^s^   ein  Paar  conjugirte  Punkte  der  Involution,   deren  Äsym- 
ptotenpunkte  die  beiden  andern  Doppelpunkte  a  sind. 

Es  seien  nun  zunächst  ajOgOg  reell,  und  wir  behalten  die  Bezeich- 
nungen bei,  die  wir  bei  Ableitung  der  Construction  XIX  eingeführt.  Wir 
nennen  noch  %  die  Gerade  a^g^gs  imd  a  den  Punkt  von  @  "^  a^a^a^^ 
welcher  in  der  Involution  Ä  (mit  den  Asymptotenpunkten  a^a^)  dem 
Punkte  s  conjugirt  ist:  (a^a^sa)  ^  —  1.     (S.  lithogr.  Tafel  Fig.  1.) 

Die  Construction  der  Geraden  @  ergiebt,  dass  der  Punkt  £  von  I, 
in  welchem   sicl^  %  und  ®  schneiden,  in  Bezug  auf  g^g^  harmonisch  zu- 


28        üeber  Reihen  harmonischer  Mittelpunkte  vom  zeiten  Grade. 


geordnet  ist  zu  dem  Punkte  i\  =  (I,  g^s).  Es  liegt  also  £  auf  dem 
Strahle  g^G,  d.  h.  die  Geraden  ©  und  der  Strahl  g^ö  schneiden  sich  auf  %, 
Ferner  construiren  wir  die  zweite  Tangente  I',  welche  sich  ausser  I 
aus  öj  noch  an  K  legen  läsat,  und  welche  dem  vorhin  erwähnten  Punkte  a\ 
ent-spricht,  bestimmt  durch 

Nennen  wir  noch 

S  -  «1^71 

80  ergiebt  sich,  dass  die  vier  Strahlen 

«S,  Z%' 
vier  harmonische  Strahlen  sind,  weil  h^Ji^  die  Berührungspunkte  des  öfkers 
erwähnten  Kegelschnittes  K  bedeuten,  welcher  X,  %\  gi\  und  g^h^  tangiri 

Dass  ausserdem 

SX,  ®S 

vier  harmonische  Strahlen  sind,  folgt  aus  der  Lage  der  Punkte  gah^  denn 

Die  Gerade  @  schneide  X'  in  S  und  S  in  R.  Ans  B  lasst  sich  ausser 
@  noch  eine  zweite  Tangente  @j  an  den  Kegelschnitt  j^  legen;  ihr  Schnitt- 
punkt X  mit  %  muss  zu  Z  harmonisch  zugeordnet  sein  in  Bezug  auf  g^g^, 
weil  2  die  Polare  von  g^  ftlr  K  ist.  Es  ist  also  auch  giia^a^ox)  =»  --1, 
d.  h.  X  fällt  mit  S^  zusammen 

Die  Gerade  ©^  schneide  ferner  %'  in  £^.  Wir  wollen  nun  zeigen, 
dass  die  Geraden  SS^^  und  £2^  sich  in  ^^  treffen,  d.  h.  dass  gisSS^  und 
gy^(S2E^  zwei  gerade  Linien  sind. 

Dem  Kegelschnitt  K  ist  das  Vier  seit  U'©©i  umschrieben.  Die 
Diagonale  S  desselben  ist  also  die  Polare  des  Schnittpunktes  {SS^j  E£^ 
für  jeden   dem  Vierseit  einbeschriebenen  Kegelschnitt,   z.  B.  für  X,   daher 

g,^{2:Z^.  SS,). 

Damit  ist  denn  eine  Construction  von  t  gewonnen,  die  auch  ftlr  den 
Fall  passt,  dass  die  Involution  Ä  elliptisch,  d.  h.  a^a^  imaginär  werden. 
Wir  ziehen  die  Gerade  SS  beliebig  durch  a,  und  nehmen  auf  ihr  irgend 
einen  Punkt  g,  an.  Ebenso  willkürlich  ziehen  wir  durch  a^  die  Gerade  I, 
bestimmen  S  so,  dass 

und  %    80,  dass 

Ferner  ziehen  wir  von  ^^  nach  zwei  conjugirten  Punkten  sa  der  In- 
volution Ä  Strahlen,  welche  X  in  S^Z  und  I'  in  SE,  treffen.  Die  Linie 
ZS  schneidet  dann  @  im  verlangten  Punkte  /,  und  ^iS,  trifft  &  ebenso  in 
dem  zu  a  gehörenden  Pol  t. 


Von  Dr.  Reinhold  Slawtk.  29 

Damit  die  Vorbemerkung  XX  noch  mehr  als  die  Grundlage  hervor- 
tritt, auf  welcher  die  gefundene  Construction  beruht,  projiciren  wir  noch 
die  Schnittpunkte  von  @  mit  den  Strahlen  SSI®SI'  von  g^  aus   auf  ®. 

Setzen  wir 

.  r  -  (@,  9,R), 

SO  erhalten  wir 

-l=(5(yair), 

-  1  =  {a^crf)y 
oder,  mit  Weglassung  von  r, 

—  2  «=  (st6a^. 

Die  letzten  Gleichungen  bezeugen  uns  auch ,  dass  stets  derselbe  Punkt  t 
resultirt,  wie  wir  auch  die  Constructionselemente  g^^X  wählen  mögen. 
Aus  der  Gleichung  (ogag^a)  «  —  1  folgt  wieder 

daher 

{st(Sa^      {staa^) 

Wir  haben  also  auch  wirklich  eine  Reihe  harmonischer  Mittel  zweiter 
Ordnung  vor  uns. 

XXI.  Eine  Beihe  harmonischer  Mittel  zweiter  Ordnung  auf  dem  Träger  ® 
ist  durch  einen  reellen  Doppelpunkt  a^  und  durch  eine  Involution  A  bestimmt, 
deren  (reelle  oder  imaginäre)  Äsymptotenpunkte  die  beiden  anderen  Doppel- 
punkte sind.  Zu  irgend  einem  Punkte  s  von  ®  findet  man  seinen  Pol  t 
folgendermassen.  Man  legt  durch  a^  die  beiden  wiUkürlichen  Geraden  SS  und  % 
und  zieht  durch  a^  die  Linien  S  und  I'  als  vierte  harmonische  StraJden  uMer 
defi  Beävngwngen  ^^  (SXSS)  «  -  1 ,  . 

ai(ass2:20  =  --i; 

wälüt  man  ferner  auf  SS  einen  beliebigen  Punkt  g^  u/nd  zieht  nach  zwei  con- 
jugirten  Punkten  s<y  der  Involution  A  die  Strahlen  g^s  und  g^G  so,  dass 

so  ist  der  Punkt  ^ -(^^  ^.<^)^  ^  -  C^'>  S.^)> 

A       1  ^  t  ^  (®,  S2;) 

der  verlangte,  ^ 

Wie  man  auch  die  Elemente  SSSg^  annehmen  nuig,  immer  resuUirt  filr 
denselben  Punkt  s  derselbe  Punkt  t.  FUr  ihn  besteht  au^h  die  Gleichung 
—  2=  (stöai). 

7.  Wir  haben  gesehen,   dass    die   harmonischen   Mittelpunkte   zweiter 

Ordnung  ss/  der  Punkte  t  eine  Involution  J  bilden,  es  soll  diese  Involution 

hergestellt   werden,    wenn   der   Doppelpunkt  a^  und   die   Involution  Ä  mit 

den    Doppelpunkten   a^a^    auf   ®    gegeben    sind.     Wir    ziehen    wieder    die 

.  Geraden  SSSXX'  und  haben  unter  Beibehaltung  der  vorherigen  Bezeichnungen 
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den  Punkt  t  als  den  Schnittpunkt  einer  Oeraden  ®  mit  ®  gefunden,  welche 
Gerade  Tangente  eines  Kegelschnittes  K  war.  Die  Tangente  @  hing  in 
bestimmter  Weise  von  dem  Punkte  s  ab.  Durch  t  gehen  aber  zwei  Tan- 
genten @  und  @'  an  K,  und  es  hänge  &  in  derselben  Weise  vom  Punkte  / 
der  Geraden  &  ab,  wie  ®  von  s.  Es  schneide  @  die  Geraden  X  und  Z' 
resp.  in  £  imd  S,  &  entsprechend  in  £'  und  5';  dann  ist 

wahrend  ^  _  ^^^  ^^^^  xmd  (/  «  (®,  ^,2;'), 

die  in  der  Involution  A  za  s  resp.  s!  conjugirten  Punkte  bedeuten,  s^  sind 
dann  coigugirte  Punkte  der  Involution  J, 

Die  Involution  J  hat  zwei  Asjmptotenpunkte.  um  dieselben  zu  erhalten, 
muss  man  in  den  Schnittpunkten  n'  von  ®  mit  K  die  Tangenten  an  K 
legen.     Punkt  jy  ^  ^g^,,^  ^r^;) 

ist  der  Pol  von  ®  für  JT;  die  besagten  Tangenten  sind  also  t'D  und  i'D. 
Sie  mögen  X'  in  i  und  i'  schneiden,  die  Schnittpunkte  von  &  mit  ^^t  und 
g^V  sind  dann  die  gesuchten  Asymptotenpimkte  der  Involution  J. 

Wo  liegt  nun  der  Schnittpunkt  (fi',  i'i)?  Er  liegt  erstens  auf  der 
Polare  Da\  von  a^  für  K.  Besagte  Polare  trifft  auch  g^,  da  a^  auf  der 
Polaren  S  von  g^  in  Bezug  auf  K  gelegen  ist.  Ausserdem  ist  aber  Punkt 
{i\\  i'i)  auch  noch  zu  D  in  Bezug  auf  a\  und  l  harmonisch,  wenn  wir 
mit  l  den  Schnittpunkt  von  X'  mit  der  Geraden  g^cl^B  bezeichnen.  Denn 
setzen  wir  ^  ^=^  a^B^  so  ist 

1)  a^{%^%%')^-l. 
Wir  hatten  aber  früher  die  Doppelverhältnisse 

2)  ai(»SXXO---l 
und 

3)  ai(»X®ß) 1. 

Aus  l)  und  2)  folgt,  dass  folgende  von  a^  ausgehende  Strahlen  in  Involution 

''^^'''''  %%',  m,  ^ß. 

Daher  ist 

a,  (XX'ffi5ß®S)  A  ai  (X'X®ßS5ß) 
•  und  speciell 

Folglich  ist  nach  1) 

4)  ai(@X'»^)«.-l. 

Es  muss  daher  Punkt  (ii',  i'i)  auf  83  gelegen  sein,  d.  h. 

9,  -  (ii',  t'i). 
Somit  sind  ii'  die  Asjmptotenpunkte  der  Involution  /,  d.  h.  die  Involution 
ist  diejenige,  welche  „der  Geraden  ®  in  Bezug  auf -ff  zugehört"  (Schröter, 
Kgsch.  pag.  140). 


Von  Dr.  Beinhold  Slawyk.  31 

Nennen  wir  nun  ,^     ^.^ 

n  ^  (S,  SU^), 
dann  ist  noch  4) 

(DnmS)  «  -  1 
und  wehren  l) 

Projiciren  wir  die  genannten  Punkte  von  ^^  auf  ®,  ßo  erhalten  wir 

{a\a^ms)  «  —  1, 
(a\msi/) 1. 

Ist  nun  a^s   und  die  Involution  Ä  gegeben,    so  findet  man  nach  einander 
die  Punkte  a\m^ s\    (S.  lithogr.  Tafel  Fig.  2.) 

XXII.  Bie  harmonischen  Mittel  ztoeiter  Ordnung  ss'  der  Punkte  t  einer 
Geraden  (8  bilden  eine  Involution  J.  Ist  von  der  Beihe  ein  reeUer  Doppel- 
punkt a^  und  die  Involution  A  gegeben^  deren  Asymptotenpwnkte  die  beiden 
andern  Doppelpunkte  a^aj  sind,  so  kan/n  man  die  Involution  J  fölgender- 
massen  construiren. 

Ist  die  Involution  Ä  hyperbolisch ,  so  lege  man  durch  dj^a^a^  drei 
beliebige  Gerade,  die  ein  Dreieck  gig^g^  bilden  und  construire  auf  jeder 
Dreiecksseite  zu  den  beiden  Ecken  g  und  dem  jedesmaligen  Punkte  a  den 
vierten  harmonischen,  a  zugeordneten  Punkt  K  Dem  Kegelschnitte  K^ 
welcher  die  Dreiecksseiten  in  den  Punkten  h  berührt,  gehört  auf  der 
Geraden  ®  die  geforderte  Involution  /  zu. 

In  jedem  FaUe  findet  man  zu  einem  gegebenen  Punkte  s  den  conjugirten 
s'  fölgendermassen.     Man  legt  durch  a^  die  willkürlichen  Geraden  XX',  zieht  ^ 
durch  a^  die  Linien  $  und  SS  als  vierte  harmonische  Strahlen  unter  den  Be- 
dmgungen  e^(ZX'&^)  =  -  1, 

ai(@S'«ßS8) 1, 

toiätU  auf  SS  einen  beliebigen  Punkt  g,  und  zieht  von  g,  nach  den  Funkten 
8  und  &\,  welcher  Idztere  eu  a^  in  der  Invohdion  A  conjugirt  ist,  Strahlen, 

^^''  S-(X',  g,8).  D-(?,  g,a'.) 

wird,  und  construirt 

2:'«(X,  DS),  </^{®,  g.-s'); 

dann  ist  der  eu  a^  in  der  Involution  A  conjugirte  Punkt  s'  der  gesuchte. 
Wie  man  auch  die  Elemente  XX' gj  annehmen  mag,  immer  resültirt  für 

denselben  Punkt  s  derselbe  Punkt  s'.    Bestimmt  man  die  vierten  harmonischen 

Punkte  m  und  </  urder  den  Bedingungen', 

(a^a'^sm)  «=  —  1,  (ma'iSi/)  ==  —  1, 

so  ist  der  zu  d  in  der  Involution  A  conjugirte  Punkt  s'  der  gesuchte. 

Statt  der  beiden  letzten  Gleichungen  können  wir  unter  Weglassung  von 

m  auch  setzen  (a'^a^^i/)  «  -  3. 
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Die  angegebene  Construction  des  Punktes  s*  hat  eine  grosse  Aehnlich- 
keit  mit  einer  von  Herrn  Schröter  gelieferten  (Zur  Construction  eines 
fiquianharmonischen  Systems,  Mathem.  Annalen,  Bd.  X,  pag.  426).  unsere 
Construction  lässt  sich  leicht  auf  die  dortige  reduciren. 

Aus  den  Gleichungen  l)  und  2)  ist  ersichtlich,  dass  folgende  von  o^ 
ausgehende  Strahlenpaare  in  Involution  sind: 

Daher  ist 

Wegen  4)  ist  nun 

5)  ai(ßX5ßSS)--l. 

Schneiden  wir  die  Linie  I^S*  durch   die  Geraden  SU'SS^ß  und  projiciren 
die  Schnittpunkte  von  g^  auf  0,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  setzen 

wegen  ö)  /      f       n  . 

wegen  2)  /  rx  . 

XXin.  Beschränken  wir  uns  auf  &  als  Operationsfeld,  so  iftsst  sich 
der  Punkt  s'  des  vorigen  Satzes  noch  auf  andere  Art  finden.  Man  con- 
struirt  den  Punkt  u  als  vierten  harmonischen  Punkt  unter  der  Bedingang 
(a^a^tf«)  «  —  1,  dann  findet  man  /  aus  (oiWöä')  «=  — ■  1.  Die  Asjm- 
ptotenp unkte  ti'  der  Involution  J  sind  die  Doppelelemente  eines  Äqui- 
anharmonischen  Systems  der  drei  cyklisch  vertauschbaren  Elemente  OiO^a^- 
Von  den  Involutionen  AJ  ist  die  eine  elliptisch,   die  andere  hyperbolisch. 

Die  Schlusssätze  lese  man  im  citirten  Aufsatze  nach;  beweisen  lassen 
sie  sich  aus  den  Gleichungen 

(ii'a^a^)  +  (n'^iOs)  =  -  1, 
{i^ia^a^  +  {iUa^a^)  -=  —  1, 

Endlich  ist  es  sehr  einfach,  den  Pol  t  zu  bestimmen,  wenn  seine 
harmonischen  Mittel  zweiter  Ordnung  s  und  &'  gegeben  sind.  Es  bilden 
die  Strahlen  von  jy^  nach  ^^5^',  Z^ S ^  a^t  eine  Involution,  woraus  der 
Satz  folgt: 

XXIV.  Ist  ein  Paar  harmonischer  Mittel  zweiter  Ordnung  ss'  gegeben^ 
so  suche  man  die  PunJde  cJ,  tvelche  den  Punkten  ss'  resp.  in  der  Involution 
A  (mit  den  Äsymptotenpunkten  a^a^)  conjugirt  sind.  Die  Punktepaare  s's 
imd  ss'  bestimmen  eine  neue  Involution,  in  welcher  i,  der  zu  a^  conjugirte 
Punkt ^  der  Pol  von  ss'  ist, 

8.  Es  erübrigt  nun  noch,  für  irgend  einen  Punkt  t  seine  beiden  har- 
monischen Mittel  ss'  ohne  Benutzung  des  Kegelschnittes  K  zu  construiren, 
immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  a^  und  die  Involution  A  (mit  den 
Asymptotenpunkten  a^a^)  bekannt  seien. 
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Die  drei  Punkte  \h^h^  bilden  die  Ecken  des  Diagonaldreiseits  im  voll- 
ständigen Viereck  g^g^g^J),  Da  der  Kegelschnitt  K  die  Punkte  W\ 
enthält  und  in  ihnen  die  Seiten  des  Dreiseits  gig^g^  berührt,  d.  h.  also  auch 
diejenigen  Punkte  enthalt,  welche  je  einen»  der  Punkte  a  in  Bezug  auf  je 
zwei  Punkte  g  harmonisch  zugeordnet  sind,  so  liegt  nichts  näher,  als  dass 
wir  uns  die  Punkte  gig^g^I>  als  die  Gmndpunkte  eines  Eegelschnittbüschels 
B  denken  und  nun  denjenigen  Kegelschnitt  aufsuchen,  welcher  die  Pole 
von  ®  in  Bezug  auf  die  ßestandtheile  des  Büschels  B  enthält  (Schröter, 
Kgsch.  pag.  300).  Auf  ihm  liegen  denn  auch  die  Punkte,  welche  den 
Punkten  von  @  für  B  conjugirt  sind.  Wir  beweisen,  dass  K  dieser  Kegel- 
schnitt ist. 

Es  seien  wieder  @  und  ©'  die  den  Punkten  s  und  ä'  resp.  ent- 
sprechenden Tangenten  von  j^;  @  und  @'  schneiden  sich  in  dem  Punkte  t 
von  @,  dem  Pole  von  s  und  &'.  Die  Berührungspunkte  von  @  und  ©' 
mit  K  seien  s^  und  s^^.     Bekanntlich  erhält  man  z.  B.  ^q,  indem  man  den 

Punkt 

di-(giS,  ÄjÄ,) 

mit  h^  verbindet  und  @  durch  h^d^  ia  Sq  schneidet,  oder  indem  man 

mit  h^  verbindet  und  @  durch  /^e^  in  5^  schneidet  u.  s.  w.  Die  Strahlen 
\d^  und  h^s  sind  aber  in  Folge  der  Gleichung 

Ol  (SI®S) 1 

harmonisch  zu  den  Strahlen  h^g^  und  h^g^^  d.  h.  h^s^  ist  die  Polare  von  s 
für  den  in  das  Linienpaar  h^g^g^  und  h^I>gi  zerfallenden  Kegelschnitt  des 
Büschels  jB.  Ebenso  ist  h^s^  die  Polare  von  s  für  den  Kegelschnitt 
K^g^D  +  h^g^g^  u.  s.  w.,  d.  h.  .v^  ist  der  zu  s  conjugirte  Punkt  in  Bezug 
auf  das  Büschel  jB,  s'q  der  conjugirte  zu  s'.  Da  mm  s^  und  s\  auf  K 
gelegen  sind,  so  ist  unsere  Behauptung  erwiesen. 

Will  man  also  zu  einem  Punkte  ^  als  harmonischem  Mittel  zweiter 
Ordnung-  den  Pol  t  construiren,  so  suche  man  zu  s  den  in  Bezug  auf  das 
Büschel  B  conjugirten  Punkt  s^  und  lege  in  demselben  an  JET  die  Tangente, 
welche  dann  @  in  ^  schneiden  wird. 

Die  Gerade  .«o-s-'q  muss  als  Polare  von  t  für  K  durch  D,  den  Pol  von 
0  für  K  laufen.     Bestimmen  wir  die  Punkte 

t'  -  (^^,  ^o^'o)» 
so  müssen  dieselben  (Schröter,  Kgsch.  pag.  153)  ebenfalls  für  B  conjugirt 
sein;   der   eine  t^  liegt  auf  ®,   der  andere  i\  also  auf  K,     Da  t^  auf  s^D 
gelegen  ist,  sind  tt^  für  K  conjugirt,  d.  h.  ein  Paar  conjugirte  Punkte  der 
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Involution  /  (mit  den  Asymptoten  ii'),  auch  muss  deshalb  der  zu  ^  für  jE^ 
conjugirte  Punkt  (q  auf  der  Geraden  t^^D  gelegen  sein,  d.  h. 

Die  Tangenten  in  t^  und .  t'^  schneiden  sich  in  einem  Punkte  u  der 
Geraden  ®  (s.  lithogr.  Tafel  Fig.  3),  und  es  ist  daher  u  der  Pol  zu  t  und  /' 
als  harmonischen  Mitteln  zweiter  Ordnung.     Setzen  wir  noch 

«'-(®,  DO,     • 
wobei  also  uu'  auch  ein  Paar  conjugirte  Punkte  der  Involution  /sind,  so  ist 

Die  fCLr  K  zugehörenden  Polaren  sind  nun  auch  vier  harmonische  Strahlen 

D(5'5fw)  =  -1, 
und  somit  endlich 

(ystu)  «  - 1. 

XXIV.  Wm  man  zu  t  als  Pol  die  harmonischen  Mittel  zweiter  Ordnung 
ss'  constrtiiren,  so  suche  man  den  Fol  u  von  t  (Satz  XXI),  bestimme 
die  Punkte  t'  wwi  u',  welche  mit  t  resp.  u  ein  Paar  harmonischer  Miäcl 
zweiter  Ordnung  ausmachen  (Satz  XXII  oder  XXIII)  und  suche  endlich  die 
Asymptotenpu/nkte  des  Punktsystems,  welcJies  durch  die  Paare  tu  und  t'u'  be- 
stimmt ist;  dies  sind  dann  die  gewünschten  Pwnkte. 

XXV.  Wevm  die  Involution  A  (mit  den  Asymptoten  a^a^^  hyperbolisch, 
(üso  die  Involution  J  (mit  den  Asymptoten  ii')  elliptisch  ist,  so  gehören  ztcei 
conjugirten  Punkten  t  und  t'  von  J  je  ein  Paar  reelle  harmonische  Mittd 
zweiter  Ordnung  s  zu,  und  es  sind  diese  zwei  Paar  Punkte  s  vier  harmonische, 

Üeberhaupt  können  wir  nebenbei  den  Satz  aussprechen: 
Sind  aa  und  x|  irgend  zwei  Paar  conjugirter  Punkte  einer  Involution  k^ 
und  construirt  man  die  Punkte  j  v/nd  tj  unter  den  Bedingungen 

(xSay)==-l,  (x^ari)^-!, 

so  sind  jri  wieder  ein  Paar  conjugirter  Punkte  derselben  Involution,  Ist  die 
Involution  A  dliptisch,  so  existirt  ein  reelles  Pwnktepaar  x'J'  derselben^  ßr 
welches 

(x-ra^)»-!,  (x'|'«y)-=-l, 
und  es  ist  dann  auch 

(xlx'l')--l. 

Ist  die  Involution  A  hyperbolisch  ^  so  sind  i/l'  imaginär, 

9.  Eine  Reihe  harmonischer  Mittel  zweiter  Ordnung  ist  auch  bestimmt 
durch  einen  reellen  Doppelpunkt  a^  und  zwei  Paar  entsprechender  Punkte  s^ti 
und. s^t^.  Denn  die  letzteren  bestimmen  eine  Doppelvier,  die  mit  a^  zu- 
sammen fünf  Punktepaare  ausmacht.  Man  kann  die  Construction  der  Reihe 
auf  die  vorhergehenden  reduciren. 


Von  Dr.  Bbikhold  Sla^tix. 


0^  und  Sj^t^  bestimmen  eine  Doppelyier,  in  der  ausserdem  noch  Ein 
Ponktepaar  s^t^  auftritt  (Satz  XX);  ebenso  sind  a^,  s^/^,  s^t^  in  einer  Doppel- 
vier  enthalten.  Den  Punkt  s^  kann  man  z.  B.  nach  den  Gleichungen  con- 
stroiren: 

-1  =  («1*1  «1^3)' 

~l  =  (^l*l*-8^3)» 

welche  unter  Beseitigung  von  r^  die  Gleichung 

(Satz  XX)  ergeben.     Bekanntlich   bilden  dann  s^Sq,  s^s^  eine  Involution  -4, 
deren  Doppelpunkte  a^a^  sind. 

XXVI.  Ist  eine  Beüie  harmonischer  Mittel  zweiter  Ordntmg  durch  einen 
Boppeljmhkt  a|  tmd  ztvei  Pimktepaare  s^tj  und  B^i^  gegeben,  so  hestimme 
die  Punkte  Sg  und  s^,  welche  in  der  Dqppdvier  a^  und  s^tj  resp.  a^  und  s^t^ 
noch  vorkommen  nach  den  Gleichu/ngen 

-  1  =  (a^t^Sirj),  -  1  «  (ait^SsjrJ 

Die  Involution  A,  gebildet  aus  SjSg  und  Pg^i»  Äa/  ;ef«?ei  (reelle  oder  imagi- 
näre) Asymptotenpunkte  a^ag,  welche  die  beiden  andern  Doppelpunkte  der 
Reihe  sind.  Hierdurch  ist  die  Construction  der  Beihe  auf  die  früheren  Sätze 
surückgeführt. 

Wir  wollen  noch  bemerken,  dass  eine  Doppelvier  s^t^,  s^t^,  s^t^,  s^t^ 
stets  zwei  Punkte  a^a^  liefert,  wenn  wir  noch  a^  als  gegeben  annehmen. 
Mit  der  Aenderung  von  a^  und  unter  Beibehaltung  der  Doppelvier  ftndem 
sich  auch  a^a^.  Solche  drei  Punkte  a^a^a^  haben  aber  die  Eigenthümlich- 
keit,  dass,  wenn  man  z.  B.  vermittelst  der  Doppelvier  und  a^  operirt,  man 
dieselben  Punkte  a^a^  wiedererhält,  weil  die  Reihe  eben  durch  die  gegebenen 
Elemente  bestimmt  ist.  Es  sind  also  a^a^a^  conjugirte  Punkte  einer  In- 
volution dritten  Grades. 

Tritt  vielleicht  der  Fall  ein,  dass,  wenn  a^  die  Punktreihe  ®  durchläuft, 
die  Punkte  a^a^  zusammenfallen?  Es  miisste  dann,  wenn  wir  a^*^  a^^^  a 
annehmen,  die  aus  s^t^  und  a^a^  gebildete  Doppelvier  ein  Paar  Punkte  o^ 
aufweisen  und  es  wäre  nach  Satz  XX 

fe*6«%)  ^  -  2, 
ebenso 

{s^t^aa^  =  -  2, 

weil  die  Beihe  durch  die  Doppelvier  und    durch  a^  bestimmt  ist.     Daraus 
folgt  dann 

(ßh^bh^i)-  -2  {s^t^s^a), 

^       ^,.  ^  ■  {hhh^  ==  -  2  (s^t^s^a), 

und  endlich 

(^6^6*6*6)  =  { 1  +  2  (s^t^s^a)] .  {1  +  2  {s^t^s^a)]. 

8* 
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Vergleichen  wir  dies  mit  Formel  7  Satz  XI,  so  ergiebt  sich,  dass  a 
sowohl  mit  s^  als  auch  mit  s^  identisch  sein  kann.  Viermal  können  daher 
die  Punkte  a^a^  zusammenfallen  und  zwar  an  den  Stellen  s^s^s^s^.  Die 
Richtigkeit  der  eben  gekennzeichneten  Verhältnisse  erhellt  auch  daraus, 
dass  (XXI)  die  beiden  Involutionen  Ä  (mit  den  Asymptotenpunkten  0209)  und 
J  (mit  den  Asymptoten  iV)  nicht  nur  zugleich  parabolisch  werden,  sondern 
dann  auch  die  vier  Punkte  ^2^3^^'  ^  ^  ^^  einander  fallen.  Von  zwei 
Punkten  s  nnd  ^  eines  Paares  harmonischer  Mittel  zweiter  Ordnung  liegt 
dann  stets  dör  eine  in  a;  sonst  gehört  jedem  Punkte  s  von  @  je  Ein  Punkt  t 
von  ®  za,  s  und  t  beschreiben  zwei  projectivische  Punktreihen;  nur  der 
Punkt  a  hat  jeden  Punkt/  von  &  zum  Pol. 

Jedem  der  vier,  nun  bestimmten  Punkte  a  entspricht  aber,  wenn  wir 
immer  dieselbe  Doppelvier  festhalten,  je  ein  einziger  Punkt  a^.  Nennen 
wir  diese  vier,  den  Punkten  s^s^s^s^  resp.  zugehörende  Punkte  Oj  nun 
^6  ^6  ^7  ^8*  ^^  haben  wir  etwa 

I  (^sV^tM 2, 

1)  (^6^6^^7M"=-2,     ^ 

1   (^8*8^7^) 2, 

oder  wegen 
die  Involution 

2)  ■  S^t^,    «6^5,    Sf^hj,   Sgftg, 

und  noch  fünf  andere,  durch  Vertauschung  der  Indices  zu  erhaltende.    Hier- 
durch sind  die  vier  Punkte  b  vollständig  bestimmt. 

Die  Punkte  b  sind  noch,  von  einer  andern  Seite  betrachtet,  interessant 
Analog  dem  Verfahren  von  vorhin  finden  wir  aus  den  Oleichungen 

(M5<»i«)='-2, 
die  Gleichung  (^e^e^i«)  =- "  2 

(h^es.s,)  -  { 1  +  2  {t,s,t,a,)] .  { 1  +  2  (t,s,t,a,) } . 
Denken  wir   uns   in   der  Doppelvier   die  Punkte  s^  und  f^,  ebenso  s^ 
und  t^  gegen  einander  vertauscht,  so  giebt  Formel  7,  Satz  XI: 
(«ß^eVe)  -  {1  +  2  {s,t,S,Q].{l  +  2  {s,t,S,t,)}, 

(VeVO --U  +  2(V6^8^0)). {1  +  2(56^6^0}- 
Es  folgt  daraus,  dass  a^  d.  h.  b^  und  b^  mit  S^  und  8^  identisch  sind. 
Auch  ergiebt  sich  dann  nach  Satz  XI  die  Involution 

3)  ^6^6»  «5*6»  ^7^8 

und  noch  fünf  andere,  durch  Vertauschung  der  Indices  zu  erhaltende. 

XXVII.  Vertauscht  man  in  einer  Doppelvier  s^tg,  Sgtg,  s^ty,  ^%  die 
Pufikte  t  mit  ihren  eugehörenden  Punkten  s  dergestalt,  dass  e.  B,  s^  ein  i-Puf^» 
ig  sein   entsprechender   s- Punkt  wird,    so   kann  man  aus  den  so  gebüdeim 
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PmM^aaren  sechs  Doppelvieren  construiren.  Die  b -Funkte  derselben  sind 
(abgesehen  von  den  Punkten  t^tgt^tg^  noch  vier  andere  Funkte  bgbgb^bg,  in- 
dem derselbe  Ptmkt  z.  B.  b^  in  den  drei  Doppelvieren  wiederkehrt,  in  welchen 
das  Paar  s^tg  nicht  vorkommt. 

XXVni.  Die  Tripel  der  Doppeilpunkte  a^a^ag  aller  Beihen  harmonischer 
Mittel  zweiter  Ordnung,  xvdche  eine  Doppelvier  (s^tj^,  Sgtg,  s^t^,  Sgtg)  gemein- 
sam haben,  bilden  eine  Involution  dritter  Ordnung,  Die  Construction  derselben 
lüsst  sich  nach  Satz  XXVI  ausführen.  In  der  Involution  stellen  ßgßgS^Sg 
die  vier  Funkte  vor,  in  denen  zwei  conjugirte  Funkte  a  derselben  zusammen- 
fäUen;  die  vier  dritten  conjugirten  Funkte  sind  die  Funkte  bgbgb^bg  des 
vorigen  Satzes. 

Wir  verfolgen  diese  noch  viel  versprechenden  Betrachtungen  zonächst 
nicht  weiter,  wollen  vielmehr  noch  eine  Specialisirung  vornehmen,  n&mlich 
diejenige  des  Satzes  XIII: 

^g  «=  /g  =  S7  »==  5g  «=  <,    ^7  *=  ^g  =  U,    5g  «=*  5,    5g  =  y . 

{tuss')  «  -  1. 
Es  sind  also  55'  die  harmonischen  Mittel  zweiter  Ordnung  von  t,  und 
tt  der  Pol  von  t.    Die  Involutionen  2)  ergeben,  dass  b^  und  &g  unbestimmt 
werden,  dass  dagegen  b^  und  &g  mit  ss'  zugleich  reell  oder  imaginär  sind. 
Aus  Involution  4): 

7  8'      7   8 '      5    6 

erhalten  wir  die  Involution 

uu,  tt,  &g6g, 

{tub,b,)  «  -  1. 

XXIX.  ZerfäUt  die  im  Satze  XXVIII  besprochene  Dqppelvier  in  einen 
Funkt  t,  in  seine  beiden  harmonischen  Mittel  zweiter  Ordnung  ss'  und  in  den 
Pol  u  von  t  (Satz  XIII),  so  werden  von  den  dort  behandelten  Funkten  b  zwei 
unbestimmt^  die  beiden  andern  ^  s  und  s'  entsprechenden  Funkte  b  resp,  \!  svnd 
mit  ss'  gleichzeitig  reell  oder  imaginär,  liegen  zu  tu  harmonisch  tmd  sind 
bestimmt  durch  die  Gleichimgen 

(tusb)  «  -  2;  (tus'b')  -  -  2. 

Bildet  die  specialisirte  Doppelvier  einen  Bestandtheü  einer  Beihe  harmoni- 
scher Mittel  zweiter  Ordnung,  von  welcher  zwei  Doppelpunkte  mit  s  oder  s' 
zusammenfällen,  so  ist  b  resp.  b'  der  dritte  Doppelpunkt 

Strassburg  (Elsass),  den  13.  Juli  1883. 


n. 

Ueber  die  eindeutige  Beziehung  von  Räumen  mittelst 

projeotiver  Ebenenbüschel  und  ihre  Anwendung  auf 

Constructionsaufgaben. 

Von 

Franz  Fbeiheren  von  Krieg 

in  Straggbnrg. 


Einleitung. 

Obwohl  bereits  die  allgemeine  ein -eindeutige  cubische  Verwandtschaft 
BjnthetiBch  nnd  analytisch  untersucht  worden  ist,  und  viele  Specialfölle 
derselben  wenigstens  mit  ihren  Transformationsformeln  und  einigen  wesent- 
lichen Eigenschaften  gegeben  worden  sind*,  so  haben  diese  doch  noch  keine 
nennenswerthe  constmctive  Anwendung  gefunden;  es  möge  mir  daher  dies- 
mal erlaubt  sein  zu  zeigen,  wie  gerade  die  speciellsten  cubischen  Verwandt- 
schaften wegen  ihrer  ausserordentlichen  Einfachheit  und  üebersichtlichkeit 
insbesondere  zu  Constructionsaufgaben  von  Raumcurven  dritter**  und  vierter 
Ordnung  zweiter  Art  und  Flächen  zweiter  und  dritter  Ordnung  aus  gegebenen 
Stücken  sehr  geeignet  sind.  Diese  Constructionsaufgaben  lösen  sich  immer 
in  der  Weise,  dass  sie  auf  bekannte  oder  wenigstens  bekanntere  algebraische 
Probleme  zurückgeführt  werden.***  Augustf  hat  gezeigt,  wie  die  Flfiche 
dritter  Ordnung  durch  duploprojectivische  Beziehung  als  Bild  einer  Ebene 
aufgefasst  werden  kann.  Es  kommt  dies  geometrisch  darauf  hinaus,  dass 
man  beliebig  gelegene  drei  Paar  Ebenenbüschel  nimmt  und  jedes  Paar 
projectiv  in  sich  bezieht.ff 

Nenne  ich  die  Ebenenbüschel  nach  den  Axen  Sisl^y  s^s/^^  s^^^,  so 
soll  «1  A  s'i ,  Sj  A  s'a  >   *8  7^  ^»   ^®"^     Durchläuft  der  Schnittpunkt  dreier 


*  Noether,    Mathem.  Annalen,    Bd.  3,    eindeutige   Baumtransformationen. 
Cremona,  Theorie  der  Oberflächen. 

**  Vergl.  Sturm's  Untersuchungen  über  Raumcurven  dritter  Ordnung.  Grelle, 
Bd.  80. 

***  Wegen  der  Zahl  der  Lösungen  verweise  ich  auf  Schubert's  „Abzählende 
Geometrie^. 

t  August,  Disquisitiones  de  snperficiebus  tertii  ordinis,  Berolini  1862. 
tt  Sturm,  Flächen  dritter  Ordnung,  pag.  44.    Lpz.  1867. 
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Ebenen  von  s^s^^s^  eine  Ebene,  so  beschreibt  der  Schnittpunkt  der  drei 
entsprechenden  Ebenen,  welche  durch  ^x^s^s  gehen,  eine  Fläche  dritter 
Ordnung.  August  studirt  nun  die  Flftche  dritter  Ordnung  mit  Hilfe 
dieser  Abbildung,  die  er  sich  mit  seiner  Duploprojectivit&t  herstellt. 

Doch  ist  die  räumliche  Verwandtschaft,  die  durch  diese  Abbildung 
gegeben  ist,  noch  kaum  eingehend  studirt  worden*,  und  es  ist  dies  viel- 
leicht darin  zu  suchen,  dass  auch  diese  Verwandtschaft  wegen  ihrer  Com- 
plicirtheit  noch  keine  besondere  Verwendung  finden  konnte.  Ich  werde 
daher  auch  nicht  lange  bei  dieser  allgemeinen  Verwandtschaft,  welche  die 
Willkürlichkeit  der  Axen  der  Ebenenbüschel  voraussetzt,  selbst  verweilen, 
da  insbesondere  durch. das  Auftreten  von  Baumcurven  dritter  Ordnung,  die 
eine  besonders  singulare  Bolle  spielen,  nur  fern  liegende  Probleme  ihre 
Lösung  finden  können. 

Vielmehr  will  ich  nur  vier  SpecialflÜle  einer  näheren  Untersuchung 
unterziehen  und  diese  diesmal  nur  zu  Constructionsaufgaben  verwenden. 
Es  wird  sich  aber  im  Laufe  der  Untersuchung  recht  deutlich  zeigen,  wie 
diese  speciellen  Verwandtschaften  recht  fruchtbar  zu  Untersuchungen  von 
Curven-  und  Flächensystemen  zu  verwenden  wären. 


Capitel  L 
Die  Verwandtschaft. 

§1. 

Nach  anflinglichen  Auseinandersetzungen  habe  ich  somit  drei  Paar 
Ebenenbüschel ^  welche  nach  ihren  beliebig  gelegenen  Axen  s^ä^^  s^sf^i  ^s^s 
heissen  mögen,  zu  nehmen  und  5^  A  ^i,  Sg  A  s'g,  8^7\  s/^  zu  setzen. 

Die  Ebenenbüschel  SiS2SQ{sl^sf^s/^  denke  ich  mir  im  Baume  51  (Z')  und 
die  Punkte  dieses  Baumes  von  ihnen  projicirt.  Entsprechende  Punkte 
werden  dann  von  entsprechenden  Ebenen  projicirt. 

Wenn  nun  ein  Punkt  des  Baumes  Z  eine  Gerade  durchläuft,  so  werden 
s^s^s^,  indem  sie  den  laufenden  Punkt  zugleich  projiciren,  zu  einander 
projectiv.  Somit  projiciren  die  entsprechenden  Ebenen  der  drei  Ebenen- 
büschel ^i^2^3>  ^^  letztere  zu  einander  projectiv  sind,  die  Punkte  einer 
Haumcurve  dritter  Ordnung.  Dabei  treten  s/^sf^sf^  als  Sehnen  der  Baum- 
curve  auf. 

Ich  kann  somit  sagen: 

Einer  Geraden  des  Baumes  Z(Z')  entspricht  inZ'(Z)  eine  Baum- 
curve  dritter  Ordnung,  die  die  Axen  8^828^ {sf^s/2sf^)  zu  Sehnen  hat. 


*  Siehe  Noether,  Mathem.  Annalen,  Bd.  3,  Eindeutige  BaumtransformatioD. 
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Wenn  nun  der  Schnittpunkt  von  drei  beweglichen  Ebenen  von 
^1^2 ^8  (^1^2^»)  ^  ^(^')  ®^®  Fläche  «**'  Ordnung  durchläuft,  so  durch- 
läuft der  Schnittpunkt  der  drei  entsprechenden  Ebenen  durch  ^isf^sliis^s^Si) 
in  ^'(^)  oine  Fläche  von  einer  sogleich  zu  bestimmenden  Ordnung.  Eine 
beliebige  Gerade  in  Z'(Z)  schneidet  sie  in  so  viel  Punkten,  als  dig  Raum- 
curve  dritter  Ordnung  in  Il(Z'),  die  der  beliebigen  Geraden  entspricht,  die 
Fläche  f»**'  Ordnung  schneidet.  Das  Bild  der  Fläche  n**'  Ordnung  ist  so- 
mit von  der  Ordnung  3w.  Femer  sehen  wir,  wenn  wir  eine  Gerade  a  be- 
trachten, welche  der  Schnitt  einer  Ebene  a  von  Si  mit  einer  Ebene  E  ist, 
dass  dieser  Geraden  im  andern  Räume  der  Schnitt  einer  Ebene  durch  ^,- 
mit  einem  Hyperboloide  entspricht.  Lassen  wir  nun  a  alle  Lagen  annehmen, 
60  beschreibt  a  ein  Strahlenbüschel,  somit  die  ganze  Ebene,  und  diesen 
Geraden  entsprechen  dann  die  Schnitte  homologer  Elemente  eines  Ebenen- 
büschels  5t-  und  eines  Hyperboloidbüschels ,  die  zu  einander  projectiv  sind, 
wie  leicht  zu  ersehen  ist  * 

Wir  können  somit  sagen: 

Den  Punkten  einer  Fläche  w**'  Ordnung  entsprechen  im 
andern  Räume  im  Allgemeinen  die  Punkte  einer  Fläche  3n^' 
Ordnung. 

Wenn  wir  das  Bild  einer  beliebig  gegebenen  Curve  n^'  Ordnung  mit 
einer  Ebene  zum  Durchschnitt  bringen,  so  entsprechen  diesen  Schnittpunkten 
diejenigen  einer  Fläche  dritter  Ordnung  mit  der  gegebenen  Curve  «**'  Ord- 
nung. Und  da  die  Algebra  lehrt,  dass  letztere  3n  Schnittpunkte  besitzen, 
80  wollen  wir  sagen: 

Jeder  Curve  n^'  Ordnung  entspricht  im  andern  Räume  eine 
von  der  Ordnung  3n. 

Dies  natürlich  auch  nur  im  Allgemeinen,  und  es  wird  eine  Haupt- 
aufgabe sein,  die  Ausnahmen  zu  untersuchen. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Regelschaar,  von  welcher  s^s^s^  Leitlinien  sind, 
80  sehen  wir,  dass  den  einzelnen  Geraden  dieser  Regelschaar  die  Punkte 
einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  entsprechen,  die  wir  die  Hauptcurve  des 
Raumes  ^'(H'g)  nennen,  und  die  ^isf^sf^  zu  Sehnen  hat.  Desgleichen  ent- 
sprechen den  einzelnen  Geraden  der  Regelschaar,  von  welcher  s/isf^s^^  Leit- 
linien sind,  die  Punkte  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  (H,),  (Hauptcurve 
des  Raumes  Z),  die  die  Axen  SiS^s^  zu  Sehnen  hat. 

Femer  ist  eben  so  leicht  ersichtlich,  dass  den  Punkten  von  s^s^s^i/^^fs/^) 
im  andern  Räume  Gerade  entsprechen.  Z.  B.  entsprechen  den  Punkten  von 
8^  die  Transversalen  von  ^2^s('^s)  ^«  s- ^• 

*  August,  Disqaiaitiones . . . 
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Wir  können  daher  sagen: 

Jeder  der  Bäume  Z  und  Z'  besitzt  je  drei  Gerade  und  eine 
Kanmcurve  dritter  Ordnung  (Hauptcurve  des  Raumes),  deren  Punkten 
im  andern  Räume  Gerade  entsprechen. 

Durch  s^S2SQ(s!^sf2S^^  ist  eine  Regelschaar  bestimmt,  zu  der  auch 
^i^h{^i^2^'s)  gehören.  Jeder  Geraden  dieser  Regelschaar  entspricht  im 
andern  Räume  die  Hauptcurve  desselben  punktweise. 

Wir  sagen  daher: 

In  jedem  der  Räume  Z  und  Z'  befindet  sich  eine  Regelschaar, 
deren  Geraden  den  Punkten  der  Hauptcurve  des  andern  Raumes 
entsprechen. 

Wir  wollen  nun  nach  dem  Bilde  einer  Curve  w*®'  Ordnung  fragen, 
die  mit  den  Geraden  ^((^'i)  und  der  in  diesem  Räume  gelegenen  Haupt- 
curve p  Punkte  gemein  hat.  Wir  haben  gesehen ,  dass  jedem  dieser  Schnitt- 
punkte im  andern  Räume  eine  Gerade  entspricht  —  das  heisst  aber:  „das 
Bild  ist  zerfallen  in  p  Gerade  und  eine  Curve  {3n  —  p)^^  Ordnung." 
Wir  wollen  zur  leichteren  Ausdrucksweise  als  eigentliches  Bild  einer 
Curve  dasjenige  bezeichnen,  das  dem  Originale  punktweise  entspricht. 
Wenn  einem  Punkte  einer  Curve  dem  entgegengesetzt  z.  B.  eine  Gerade 
entspricht,  so  will  ich  die  Gerade  ein  uneigentliches  Bild  vom  Punkte  nennen. 

Mit  dieser  Bezeichnung  ergiebt  sich  der  Satz: 

Einer  Curve  n*®'  Ordnung,  welche  die  äeraden  Si(/i)  und  die 
zu  diesem  Räume  gehörige  Hau.ptcurve  dritter  Ordnung  im  Ganzen 
pmal  schneidet,  entspricht  im  andern  Räume  als  eigentliches 
Bild  eine   Curve  von  der   Ordnung  Sn  —  p. 

Betrachten  wir  schliesslich  noch  die  drei  Hyperboloide,  die  als  Erzeugniss 
der  drei  Paar  projectivischen  Ebenenbüschel  Sjs'i,  Sgs'a»  ^s^s  ^^^^  ergeben, 
so  durchdringen  sich  diese  in  acht  Punkten.  Durch  jeden  derselben  gehen 
drei  Ebenen  von  8^828^  und  drei  Ebenen  durch  ^iS^^^^j  die  jenen  entsprechen. 

Daher  gilt  der  Satz: 

Unsere  Verwandtschaft  besitzt  im  Allgemeinen  acht  sich 
selbst  entsprechende  Punkte. 

Im  „  Allgemeinen '',  weil  in  speciellen  Fällen  es  sich  gestalten  kann, 
dass  eine  Gerade,  ein  Kegelschnitt  oder  auch  eine  Raumcurve  dritter  Ord- 
nung sich  punktweise  selbst  entspricht.  Wir  brauchen  z.  B.  nur  drei  Punkte 
einer  Geraden  als  sich  selbst  entsprechende  Punkte  zu  fixiren,  damit  sich 
schon  alle  Punkte  der  Geraden  entsprechen. 

Ich  bemerke  endlich  noch,  dass  die  Verwandtschaft  festgelegt  ist,  wenn 
die  drei  Axen  jedes  Raumes  und  drei  Punkte  mit  ihren  entsprechenden 
gegeben  sind.  Deim  damit  ist  die  Projectivität  der  drei  Paar  Ebenen- 
büschel fixirt. 
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§2. 
Allgemeines  über  die  Bpeoialfölle. 

Wir  gehen  nun  zu  Specialfällen  über  und  werden  während  ihrer  Unter- 
suchung zeigen,  wie  dieselben  ein  einheitliches  Princip  zur  Reduction  einer 
grossen  Zahl  von  Constructionen  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  aus  ge- 
gebenen Stücken  auf  einfachere  algebraische  Probleme  bilden  *  Aehnliches  gilt 
bei  Constructionen  der  Fläche  dritter  Ordnung,  wenn  auch  nicht  in  derselben 
Ausdehnung.  Auch  die  geradlinige  Fläche  zweiter  Ordnung  lässt  sich  unter 
gewissen  Bedingungen,  denen  man  meines  Wissens  noch  nicht  gerecht  werden 
konnte,  construiren.  Schliesslich  möchte  ich  die  gegebenen  Constructionen 
von  rationalen  Baumcurven  vierter  Ordnung  und  Kegelschnitten  im  Räume 
erwähnen. 

Vor  Allem  wollen  wir  zeigen,  dass  unsere  Verwandtschaft  die  CoUineation 
als  Specialfaü  in  sich  enthält  Wir  brauchen  in  der  That  nur  den  Trans- 
versalen von  «i^g^j  die  Transversalen  von  ^isf^^'i  projectiv  zuzuweisen,  da- 
mit dieser  Fall  sich  ergebe.  Dasselbe  erreichen  wii-,  wenn  wir  s^s^s^  und 
auch  sf^sl^^^  in  Ebenen  legen,  die  sich  entsprechen  sollen. 

Capitel  IL 
Erster  SpeclalfalL 

§3. 

Zu  einem  zu  Constructionen  recht  brauchbaren  Specialfall  gelangen 
wir,  wenn  wir  die  drei  Axen  des  einen  Raumes  H  :  s^s^s^  in  eine  Ebene 
legen,  die  drei  Axen  des  andern  Raumes  Z' :  s'i^'g^'j  jedoch  windschief  lassen. 
Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  in  dem  Räume  Z,  wo  alle* Axen  sich  schneiden, 
eine  Raumcurve  dritter  Ordnung,  deren  Punkten  die  Transversalen  von 
s^iS^2^9  entsprechen,  die  also  Hauptcurve  (Hj)  ist,  auftritt  Diese  Raumcurve 
geht,  da  sie  durch  die  projectiven  Ebenenbüschel  s^s^s.^  erzeugt  wird,  durch 
die  drei  Schnittpunkte  der  Axen  (s.  lithogr.  Tafel  Fig.  4).  Dabei  soll  der  Schnitt- 
punkt von  5^52  -0^3,  der  von  s^s^  H^  und  schliesslich  der  von  s^s^  H^  heißsen. 
Im  Räume  Z'  giebt  es  statt  der  Hauptcurve  einen  ausgezeichneten  Punkt  H , 
den  wir  Hauptpunkt  des  Raumes  Z'  nennen  wollen,  während  H^H^H^  die 
Hauptpunkte  von  Z  heissen  sollen.  JET'  entspricht  allen  Punkten  der  Ebene  s^s^Sy 


Jeder  Geraden  des  Raumes  Z  entspricht  eine  Raumcurve 
dritter  Ordnung,  die  aber  stets  durch  H'  gehen  und  die  drei 
Geraden  sf^sf^^^  zu  Sehnen  haben  wird. 


*  Man  vergleiche  Sturm 's  Untersuchungen  über  Raumcnrven  dritter  OrdnoBg. 
Grelle,  Bd.  79  u.  80,  femer  Schröter's  Flächen  zweiter  Ordnung,  Leipzig  1880. 
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Und  umgekehrt: 

Jeder  ßanmcurve  dritter  Ordnung,  die  durch  ff  geht  und 
*'i^2^s  2^  Sehnen  hat,  entspricht  in  Z  eine  Gerade.*  Denn  das 
ErzeugDiss  dreier  projectiver  Ebenenhüschel,  die  eine  Ebene  entsprechend 
gemein  haben,  ist  eine  Gerade.  Es  lassen  sich  mit  diesen  Bemerkungen 
mit  Hilfe  dieses  Specialfalles  der  Verwandtschaft  im  Baume  Z'  bereits 
Coiistructionen  von  Eaumcurven  dritter  Ordnung  ausführen,  die  aber  immer, 
da  wir  sie  als  Bilder  der  Geraden  des  Raumes  Z  ansehen  wollen,  drei 
Sehnen  ^^^^^z  ^^^  einen  Punkt  ff  mit  einander  gemein  haben.  Das  heisst, 
wir  können,  indem  wir  die  Baumcurve  dritter  Ordnung  als  das  Bild  von 
einer  Geraden  auffassen,  in  den  einzelnen  verschiedenen  Specialfällen  der 
Verwandtschaft  nur  immer  Eaumcurven  dritter  Ordnung,  die  einem  ent- 
sprechenden vierstufigen  System  angehören,  construiren.  Es  ist  damit  sicht- 
bar, wie  jeder  Specialfall  unserer  Verwandtschaft  zum  Studium  der  auf- 
tretenden Systeme  von  Raumcurven  und  Flächen  dritter  Ordnung  einladet; 
wir  wollen  aber  diesmal  uns  mit  diesem  Hinweis  begnügen,  um  dem  Titel 
der  Arbeit  gerecht  zu  werden. 

§4. 

Construotionen  von  Bauxncurven  dritter  Ordnung  mittels 
des  ersten  Specialfalles. 

'  Um  den  gegebenen  Specialfall  zu  Constructionen  von  Eaumcurven 
dritter  Ordnung,  von  denen  stets  die  Sehnen  s/^s/^s/^  und  der  Funkt  ff 
gegeben  sein  sollen,  in  Anwendung  zu  bringen,  wollen  wir  für  alle  diese 
Constructionen  uns  einen  Eaum  Z'  construiren,  der  sf^sf^^^  zu  Axen  und 
ff  als  Hauptpunkt  hat.  Die  Gonstruction  des  Eaumes  Z  bleibt  in  unserm 
Belieben,  nur  müssen  sich  die  Axen  dieses  Eaumes  in  drei  beliebigen 
Punkten  H^H^H^  schneiden.  Den  Ebenen  s^H^^  s^H^,  ^sSj»  die  hier  in 
einer  Ebene  vereinigt  liegen,  haben  die  Ebenen  8\ff^  ^^ff,  s'^ff  zu  ent- 
sprechen. Nun  kann  man  noch  immer  irgend  zwei  beliebigen  Punkten 
von  Z  zwei  beliebige  Punkte  von  Z'  als  entsprechende  zuweisen,  damit 
die  Projectivität  der  drei  Paar  Ebenenbtlschel  vollkommen  bestimmt  ist. 
Wir  woUen  zur  Einfachheit  jede  Eaumcurve  dritter  Ordnung,  die  ^isf^s^ 
zu  Sehnen  hat  und  durch  ff  geht,  mit  dem  Symbol  C^s{s\sf2s'^ff)  be- 
zeichnen. Wird  eine  solche  Curve  durch  weitere  Bedingungen  bestimmt, 
so  wollen  wir  diese  noch  in  die  Klammer  setzen.  Wir  bezeichnen  einen 
Punkt,  durch  welchen  die  Curve  noch  gehen  soll,  mit  P',  oder  wenn  es 
noch  mehrere  sein  sollen,  mit  P'iP^,,,,  Sehnen,  die  die  Curve  noch  besitzen 

*  Die  Umkehrungen  dieser  Sätze,  die  sich  stets  leicht  ergeben,  sind  für  uns 
darum  wichtig,  weil  sie  den  Beweis  enthalten,  dass  die  folgenden  Constructionen 
alle  Lösungen  erschöpfen. 
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soll,  mit  ^5*.  Wenn  die  Baumcurve  dritter  Ordnung  gegebene  Secantenf  be- 
sitzen soll,  80  werden  wir  diese  mit  l\l\V^..,  bezeichnen.  Eine  einfache  Be- 
rühmngsebene  soll  mit  ^,  eine  Oscalationsebene  mit  n^  bezeichnet  werden. 
Wenn  die  Osculation  im  Punkte  P'  erfolgen  soll,  so  soll  dies  durch  7t! ^P' 
ausgedrückt  werden.  Wenn  die  Berührung  von  tt'  in  einer  Geraden  I'  oder 
in  einem  bestimmten  Punkte  P'  stattfinden  soll,  so  will  ich  dies  mit  «'?',  jc'P' 
ausdrücken.  Eine  Tangente  soll  mit  h\  der  Berührungspunkt  mit  JB^  ge- 
geben sein.  Die  Bilder  dieser  bestimmenden  Stücke  wollen  wir  mit  den 
gleichen  Buchstaben,  aber  ohne  Accent  bezeichnen.*  Die  -Constructionen 
wollen  wir  nur  skizziren,  da  dieselben  sich  aus  der  Verwandtschaft  un- 
mittelbar ergeben.  Dabei  werden  wir  auch  meist  voraussetzen,  dass  die 
gegebenen  Stücke  bereits  in  den  andern  Baum  transformirt  worden  sind. 

Die  Construction  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C^^(/isf^^^H'l\l\P') 
reducirt  sich  auf  die  der  gemeinschaftlichen  Strahlen  der  beiden  Kegel  dritter 
Ordnung,  die  im  Punkte  P  ihren  Scheitel  und  l^l^  zu  Leitlinien  haben. 
Dabei  sind  drei  Strahlen  auszuschliessen,  die  von  P  zu  den  Hauptpunkten 
des  Baumes  Z  gehen,  denn  diese  Strahlen  liefern  Bilder,  die  keine  eigent- 
lichen BaumcuiTcn  dritter  Ordnung  sind. 

Die  Construction  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C'^(^^s/^s!^n^ sfl\l\) 
besteht,  nachdem  wir  sfl\l\  nach  Z  transformirt  haben,  in  dem  Aufsuchen  der 
Sehnen  von  s^  welche  mit  l^  und  l^  je  einen  von  H^H^H^  verschiedenen  Punkt 
gemein  haben.    Die  Bilder  dieser  Geraden  geben  die  Lösungen  der  Aufgabe. 

Die  Construction  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C'^(/isf^^^n*P*Vnf) 
wird  auf  die  der  Geraden  zurückgeführt,  die  durch  P  gehen,  die  Fläche  dritter 
Ordnung  7t  berühren  und  die  Baumcurve  dritter  Ovdnung  l  einfach  schneiden. 

Da  die  Flftchen  dritter  Ordnimg,  die  den  Ebenen  des  Baumes  H  ent- 
sprechen, in  H^H^H^  Doppelpunkte  haben,  wie  wir  noch  sehen  werden, 
so  haben  wir  die  Geraden,  die  von  P  an  die  Hauptpunkte  H^H^H^  geben, 
doppelt  gezählt  zum  Abzug  zu  bringen.    Wir  haben  somit  nur  zwölf  Lösungen. 

Die  Construction  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C'^(js/i'8\^^H^Viif^) 
wird  zurückgeführt  auf  die  Aufgabe,  Sehnen  von  s  zu  suchen,  die  l  schneiden 
und  7C  berühren.     Die  Bilder  dieser  Geraden  lösen  die  Aufgabe. 

Die  Construction  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  0'3(a\^'2^'8^'-^'*^i^2) 
reducirt  sich  auf  die  Aufgabe,  Gei*ade  zu  finden,  die  durch  P  gehen  und 
Tt^Tt^  berühren.  Allein  die  Geraden,  die  von  P  zu  H^H^H^  gehen,  sind 
Doppelgerade  für  jeden  der  beiden  Tangentenkegel  von  P  zu  tc^  und  it^ 
und  keine  eigentlichen  Tangenten  der  Flächen,  daher  haben  diese  keine 
Lösungen  zu  ihren  Bildern.  Da  in  diesen  drei  Geraden  zwölf  Schnittlinien 
der  beiden  Tangentialkegel  vereinigt  liegen,  so  ist  die  Zahl  der  Lösungen  24. 


t  Secante  nennen  wir  eine  Gerade,  die  eine  Baumcurve  nur  einmal  schneidei 


Von  Fbanz  Fb£ihbkbk  von  Ebibo.  45 

Die  Constmction  der  Raumcorve  dritter  Ordnung  C\{s\$\s\H^ s^ ri ^ri ^ 
reducirt  sich  auf  die  Auffindung  der  Sehnen  von  5,  die  die  Flächen  dritter 
Ordnung  %^n^  berühren.     Die  Bilder  dieser  Geraden  lösen  die  Aufgabe. 

Die  Construetion  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C\{s\s\s*^H' P'tv^) 
reducirt  sich  auf  die  Construetion  der  Haupttangenten  von  tt,  die  durch  P 
gehen.  Es  giebt  deren  bekanntlich  sechs  und  diese  lösen  mit  ihren  Bildern 
die  Aufgabe. 

Die  Construetion  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C\{s/ ^J ^s^H^ P ri V) 
wird  auf  die  Auffinduug  der  Geraden  durch  P  reducirt,  welche  n  in  einem 
Punkte  Yon  l  berühren;  n  geht  durch  l. 

Die  Construetion  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C\{s\^ ^s/ ^H^ V B^) 
reducirt  sich  auf  die  des  Bildes  der  Tangente  von  h  va  B, 

Die  Construetion  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C\{s!^a\i^\H%^V) 
reducirt  sich  auf  das  Aufsuchen  jener  Tangenten  von  h^  die  von  der  Baum- 
curve dritter  Ordnung  l  geschnitten  werden.  Die  Aufgabe  wird  um  drei 
Einheiten  r^ucirt,  da  die  Tangenten  von  hy  die  H^H^H^  zu  Berührungs- 
punkten haben,  keine  Lösxmgen  geben. 

Die  Construetion  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C\{s\s\s\^P^V) 
reducirt  sich  auf  das  Auffinden  der  drei  Geraden,  die  n  im  Punkte  P  be- 
rühren und  2  schneiden.     Somit  haben  wir  drei  Lösungen. 

Die  Construetion  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C\{ii\sf ^if ^H! vi^ P^) 
reducirt  sich  auf  das  Auffinden  der  Haupttangenten  der  Fläche  n  im  Punkte  P. 

Zu  anderen  interessanten  Constructionen  der  Baumcurve  dritter  Ord- 
nung wird  man  geführt,  wenn  man  sich  fragt,  was  in  diesem  Specialfall 
der  Verwandtschaft  den  einzelnen  Punkten  der  Axen  ^\^\^\  entspricht. 
Wir  sehen  sofort,  dass  hier  statt  der  früheren  Geraden  von  Begelflächen 
zweiten  Grades  die  Geraden  von  Kegeln  auftreten,  die  ihre  Scheitel  in  H^H^H^ 
haben. 

Wir  können  somit  sagen: 

Den  Punkten  der  Axen  ^\^2s\  des  Baumes  Z'  entsprechen 
die  Strahlen  der  Kegel  mit  den  Scheiteln  H^H^H^  in  Z,  die  die 
Hanptcurve  zur  Leitlinie   haben. 

Damit  sind  wir  nun  in  die  Lage  gesetzt,  eine  Baumcurve  dritter  Ord- 
nung als  das  Bild  einer  Geraden  des  Baumes  X  zu  construiren,  die  eine 
oder  mehrere  der  Axen  ^i5'2^'8  zu  Tangenten  hat.  Z.  B.  jede  Tangente 
des  Kegels,  welcher  die  Hauptcurve  projicirt  und  H^^  zum  Scheitel  hat, 
wird  zum  Bilde  eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  haben,  die.  s\  zur  Tan- 
gente, s'^a*^  zu  Sehnen  hat,  und  die  schliesslich  noch  durch  H'  gehen  wird. 

Damit  lösen  sich  unter  andern  die  Aufgaben: 

Es  ist  eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  zu  construiren,   wenn  von 
derselben  zwei  Punkte,  zwei  Sehnen,  eine  Tangente  und  eine  sie  schneidende 
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Oerade  gegeben  ist.     Es  zerfällt    hier,  wie  leicht  za  ersehen ,  die  Auf- 
gabe vierten  Grades  in  zwei  des  zweiten. 

Oder  auch: 

Es  sind  von  einer  Baumcurve  dritter  Ordnung  eine  Sehne ,  zwei 
Tangenten  und  zwei  Punkte  gegeben.  Es  ist  die  Baumearve  dritter 
Ordnung  zu  constrairen.  Die  Aufgabe  vierten  Grades  zerfällt  in  zwei 
vom  zweiten  und  besteht  in  der  Constniction  der  beiden  Paare  von 
Tangentialebenen  y  die  von  einem  Punkte  an  zwei  der  oben  erwähnten 
Kegel  zweiten  Grades  gehen. 

Durch  weitere  Combination  von  Bedingungen  ergeben  sich  weitere  Auf- 
gaben, die  dem  Leser  überlassen  bleiben. 

§5. 

Weitere  den  ersten  Specialfall  betreffende  Sätze.    Verwendung 
derselben  zu  ConBtruotionen  von  rationalen  Baiunourven  vierter 

Ordnung. 

Nachdem  wir  gezeigt  haben,  dass  man  mit  diesem  Specialfall,  ohne 
ihn  genauer  erörtert  zu  haben,  so  manche  Construction  von  Baumcurven 
dritter  Ordnung  ausführen  kann,  wollen  wir  zum  weiteren  Studium  des- 
selben übergehen. 

Betrachten  wir  die  Punkte  einer  Geraden  des  Baumes  Z',  die  durch  E! 
geht,  80  sehen  wir,  dass  den  drei  Ebenen  der  Ebenenbüschel  ^\s\s\^  die 
durch  ff  gehen,  drei  zusammenfallende  Ebenen  der  Ebenenbüschel  s^s^s^ 
entsprechen. 

Wir  schliessen  daraus: 

Einer  Geraden  des  Baumes  Z',  die  durch  ff  geht,  entspricht 
eine  Gerade  des  Baumes  Z,  die  eine  Sehne  der  Hauptcurve  (H,) 
des   Baumes   Z  ist. 

Da  dem  Punkte  ff  die  ganze  Ebene  s^s^s^  entspricht,  so  wird  einer 
Ebene  JE'  durch  ff  als  eigentliches  Bild  nur  eine  Fläche  zweiter  Ordnung 
E  entsprechen  können. 

Es  ergiebt  sich  somit  *der  Satz: 

Einem  Strahlenbüschel  des  Baumes  Z',  mit  dem  Scheitel  ff, 
entspricht  im  Baume  Z  eine  Begelschaar,  auf  welcher  die  Haupt- 
curve (Hg)  liegt. 

Wir  können  durch  ff  zu  den  Axen  ^i^^^z  ^^^^  Transversalen  ziehen, 
die  im  Baume  Z'  eine  Bolle  spielen.  Wir  bezeichnen  die  Transversale  zu 
«'i  s'a  ™i*i  ^'s»  diö  zu  s'i  s'j  mit  t\  und  schliesslich  die  zu  sf^  ^a  mit  t\  (s.  lithogr.Tafel 
Fig.  4).  Jede  dieser  Transversalen  ist  der  Schnitt  zweier  Ebenen  von  zwei 
der  Ebenenbüschel  sf^sf^^^^  welche  ff  projidren. 
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Daher  ergiebt  sich:  ^ 

Der  Transversalen  t^i  und  jedem  ihrer  Punkte  entspricht  die 
Aze  Si  und  umgekehrt. 

Einem  Hauptpunkte  Hk  entsprechen  in  U  die  Punkte  der  Ebene,  die 
H'  mit  s^k  verbindet.     Daraus  folgt: 

Einer  Ebene  des  Raumes  Z,  die  durch  einen  der  Hauptpunkte 
Ei  geht,  entspricht  eine  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  s^isfi  ent- 
häli 

Letzteres  ergiebt  sich  sofort  bei  Betrachtung  der  Kegel,  die  den  Punkten 
der  Axen  sf^s^^^^  entsprechen.* 

Da  ein  Kegelschnitt  des  Raumes  X,  der  durch  einen  der  Hauptpunkte 
Hk  geht,  als  eigentliches  Bild  nur  mehr  eine  rationale  Raumcurve  vierter 
Ordnung  haben  kann,  da  t'it^i,  als  uneigentliche  Bilder  des  Hauptpunktes 
Ht  angesehen  werden  können,  so  haben  wir  es  in  der  Hand,  rationale  Raum- 
curven  vierter  Ordnung  zu  construiren,  die  bestimmten  Bedingungen  unter- 
liegen. So  wird  z.  B.  ein  Kegelschnitt  durch  H^  eine  C\  liefern,  die  s'^ 
zur  Sehne  oder  Tangente,  s\s^^  aber  zu  Doppelsehnen  hat.  Dies  folgt 
aus  den  Schnittpunkten  des  Kegelschnitts  mit  den  Kegeln,  deren  Strahlen 
den  Punkten  der  Axen  s'i^'j/j  entspi^echen.  Femer  wird  die  Raumcurve 
vierter  Ordnung  noch  durch  H*  gehen  müssen.  Wollen  wir  also  eine 
rationale  Raumcurve  vierter  Ordnung  construiren,  die  die  Gerade  ^^  zur 
Sehne  oder  Tangente,  s'2^8  ^u  Doppelsehnen  hat  und  die  durch  den  Punkt 
H*  geht,  so  brauchen  wir  nur  s'is'g^'s  ^"  Axen  und  H'  zum  Hauptpunkt 
eines  Raumes  U  zu  machen.  Die  Axen  des  R>aumes  Z  unterliegen  der 
einzigen  Bedingung,  in  einer  Ebene  liegen  zu  müssen.  Wir  haben  nur  noch 
die  weiteren  Bestimmungsstücke,  die  die  Raumcurve  vierter  Ordnung  fixiren 
und  der  verschiedensten  Art  sein  können,  hinzuzufügen;  z.  B.  könnte  ver- 
langt sein  eine  rationale  Raumcurve  vierter  Ordnung  zu  construiren,  wenn 
Ton  ihr  ausser  den  bekannten  Bestimmungsstücken  ^i^2^\  ^^^  ^^  °o<^^ 
zwei  Punkte  und  zwei  Secanten  gegeben  sind.  Oder:  wenn  von  ihr  eine 
Tangente  s'i,  zwei  Doppelsehnen  ^2^3»  ^^^^  Punkte  U'P'  und  drei  Secanten 
^'i^Vs  g^S^^^  8^^^'  I^  letzten  Falle  reducirt  sich,  ^ie  leicht  zu  sehen, 
die  Aufgabe  auf  die  Construction  eines  Kegelschnitts,  der  in  einer  Tan- 
gentialebene des  Kegels  H^(H^)**  liegt,  welche  durch  P  geht.  Die  fünf 
bestimmenden  Punkte  des  Kegelschnitts  sind  H^  P  und  je  ein  Schnittpunkt 
der  Raumcurven  l\V2^*$'  Weitere  Constructionen  ergeben  sich  durch  Com- 
binationen  von  noch  möglichen  Bedingungen,  die  wir  dem  Leser  überlassen. 


*  Dies  ergiebt  sich  auch  daraus,  weil  die  zerfallene  Fläche  dritter  Ordnung 
die  drei  Axen  s^iS'^s^^  enthalten  muss. 

**  H{  (H,)  soll  der  Kegel  sein,  dessen  Spitze  Ht  ist  und  der  die  singulare 
Hauptcarve  (H,)  projicirt. 
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Constructionen  von  rationalen  Baumcuryen  vierter  Ordnung,  die  nicht 
dnrch  den  Hauptpunkt  B^  gehen,  ergeben  sich,  wenn  man  das  Bild  eines 
Kegelschnitts  betrachtet,  der  zwei  der  Axen  s^s^s^  in  irgend  welchen  zwei 
Punkten  schneidet.  Zu  Früherem  zurückkehrend,  fragen  wir  nach  dem 
Bilde  einer  beliebig  gelegenen  Ebene  E^  des  Raumes  Z^  Die  Ebene  £^ 
schneidet  slis/^s^y  t\t\t\  in  sechs  Punkten,  denen  Gerade  entsprechen,  von 
welchen  je  drei   dnrch  jeden  der  Punkte  H^H^H^  gehen. 

Somit  ergiebt  sich: 

Einer  Ebene  des  Baumes  T!  entspricht  eine  Fläche  dritter 
Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten  in  H^H^H^, 

Nach  Früherem  wissen  wir  auch,  dass  sie  durch  die  Hauptcurve  geht, 
denn  die  Transversalen  von  s!^^^^»  schneiden  E'  in  den  Punkten  eines 
Kegelschnittes,  dessen  Bild  die  Hauptcurve  (H3)  ist. 

Einer  Ebene  des  Raumes  Z  entspricht  eine  Fläche  dritter 
Ordnung,  die  ^isf^sf^  enthält  und  H'  zum  Doppelpunkte  hat 

Denn  eine  Ebene  E  des  Baumes  Z  schneidet  s^s^s^  in  drei  Punkten, 
denen  die  Transversalen  <VVs  entsprechen,  die  dem  Bilde  E'  von  E  an- 
gehören. Somit  gehört  der  Schnittpunkt  H*  der  drei  Geraden  t\t\t\  als 
Doppelpunkt  der  Fläche  an.  E  wird  ferner  von  den  drei  Kegeln  H^  (Hg), 
H^  (Hjj),  i/3  (H3)  in  Kegelschnitten  geschnitten,  denen  als  eigentliche  Bilder 
die  Axen  s/^^sf^sf^  entsprechen. 

Einer  Fläche  dritter  Ordnung,  die  $\^2^9  enthält,  und  H^ 
zum  Doppelpunkte  hat,  entspricht  in  Z  eine  Ebene. 

Denn  einer  Fläche  dritter  Ordnung  in  Z'  entspricht  im  Allgemeinen 
in  Z  eine  Fläche  neunter  Ordnung.  In  unserem  Falle  zerfällt  die  Fläche 
neunter  Ordnung  in  die  drei  Kegel  H^  (H3),  H^  (Hj),  H^  (Hg)  und  die 
Doppelebene  H^JS^H^  und  in  das  eigentliche  Bild  der  Fläche  dritter  Ord- 
nung, welches  als  Rest  nur  mehr  eine  Ebene  sein  kann. 

§6. 

Constructionen  von  Fl&oheli  dritter  Ordnung. 

Wir  sind  nun  in  der  Lage,  Constructionen  von  Flächen  dritter  Ordnung, 
die  drei  gegebene  Gerade  s'1^2^8  ^^^  einen  Doppelpunkt  H'  besitzen,  mittelst 
weiteren  Bedingungen  zu  fixiren  und  auf  einfachere  algebraische  Probleme 
zurückzuführen.  Wir  brauchen  uns  nur  einen  Raum  Z'  zu  construiren,  der 
die  gegebenen  Geraden  s/^s/^sf^  zu  Axen  und  H^  zum  Hauptpunkte  bat 
Die  drei  Axen  des  Raumes  Z  s^s^s^  unterliegen  nur  der  Bedingung,  sich 
in  drei  Punkten  zu  schneiden.  Schliesslich  muss  noch  die  Projectivität  der 
Ebenenbüschel  Si^i  auf  beliebige  Weise  vollkommen  festgelegt  werden. 
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Die  weiteren  Bestimmnngsstücke  der  zu  construirenden  Fläche,  die  im 
Baome  Z'  gelegen  gedacht  wird^  transformiren  wir  nach  Z,  wo  wir  dann 
Ebenen  zu  constmiren  haben,  deren  Bilder  die  Lösungen  liefern.  Wir 
wollen  einige  Beispiele  geben: 

Dabei  sollen  sf^sf^sf^  Gerade  der  Fläche,  H^  einen  Doppelpunkt,  ä'  eine 
Haupttangente,  h! B^  eine  Haupttangente  mit  dem  Berührungspunkt,  ^'^^^'g... 
Tangenten,  P\P\,,.  Punkte,  tJ^tJ^,,.  Berührungsebenen,  tJB^  eine  Be- 
rührungsebene, If  B^  eine  Tangente  mit  ihren  Berührungspunkten  bedeuten. 
Wir  werden  die  zu  constroirende  Fläche  mit  F\  bezeichnen  und  die  Be- 
stimmungsstücke derselben  hinzusetzen. 

Die  Construction  der  Fläche  F^^sf^sf^s^^H^P'h*)  reducirt  sich  auf  die 
der  Bilder  der  drei  Schmiegungsebenen,  die  sich  von  P  an  die  Raumcurve 
dritter  Ordnung  h  legen  lassen.  Wenn  statt  der  Bedingungen  P'V  die 
Bedingungen  Ü B^  gegeben  sind,  so  gehen  die  drei  Lösungen  in  eine  über. 

Die  Construction  der  Fläche  F'^{^^^^^^H^h\b\P\)  reducirt  sich  auf 
die  der  Bilder  der  gemeinsamen  Tangentialebenen  der  beiden  Kegel  vierter 
Klasse,  die  P^  zur  Spitze  und  W  zu  Leitlinien  haben. 

Wird  in  dieser  Aufgabe  eine  Tangente  z.  B.  h\  durch  einen  Punkt 
.P'g  ersetzt,  so  reducirt  sich  die  Zahl  der  Lösungen  auf  vier. 

Die  Construction  der  Fläche  F\(s!is!^sf^H^lfih'^b\)  reducirt  sich  auf 
die  der  Bilder  der  gemeinschaftlichen  Tangentenebenen  der  drei  Baumcurven 
dritter  Ordnung  b^h^\. 

Die  Construction  der  Fläche  F\{ß ^^ ^^ ^H^ 'jJ P^ V)  reducirt  sich  auf 
die  der  Bilder  der  gemeinschaftlichen  Berührungsebenen  des  Tangenten- 
kegels von  P  an  7t  und  des  Kegels,  der  P  zur  Spitze  und  h  zur  Leitlinie  hat. 

Tritt  statt  der  Bedingungen  tJ P^V  die  Bedingung  tJ B\  so  haben  wir 
nur  die  Tangentialebene  in  J?  an  tc  zu  constmiren  und  deren  Bild  zu  suchen. 

Die  Construction  der  Fläche  F\{^ ^^ ^ä ^H^ 'Jt\'iJ ^P^)  reducirt  sich  auf 
die  der  Bilder  der  gemeinsamen  Berührungsebenen  der  Tangentenkegel 
von  P  an  n^n^.  Wenn  nun  P  durch  eine  dritte  Berührungsebene  %\  er- 
setzt wird,  so  besteht  die  Beduction  der  Aufgabe  in  der  Construction  der 
gemeinsamen  Berühnmgsebenen  von  n^n^n^. 


Capitel  m. 
Zweiter  SpecialfalL 

§  7. 
Wir   gehen  nun  zu   einer    weiteren  Specialisimng  dieses  Specialfalles 
der  Verwandtschaft  über  (a.  lithogr.  Tafel  Fig.  5).    Wir  legen  den  Hauptpunkt 
des  Baumes  Z'  d.  i.  H*  auf  eine  beliebige  Transversale  ^^  von  ^isf^s!^. 
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«  • 

Dadurch  aber  werden  alle  Punkte  der  Transversalen  5^^  za  Hanpt- 
punkten y  denn  jedem  Punkte  von  ^^  entspricht  jetzt  die  Ebene  s^s^Sy  ^4 
möge  die  Hauptlinie  des  Baumes  U  heissen. 

Es  folgt  nun: 

Die  Hauptcurve  (H3)  des  Raumes  X  geht  in  eine  Gerade 
8^  über. 

Denn  die  Punkte,  die  den  Transversalen  von  s^^^j^s  entsprechen, 
erhalten  wir  als  Erzeugniss  von  drei  projectiven  Ebenenbttschel  s^^s^,  die 
die  Ebene  ihrer  Axen  entsprechend  gemein  haben. 

Umgekehrt  gilt  der  Satz: 

Geht  die  Hauptcurve  (Hj)  in  eine  Gerade  s^  über,  so  wird 
der  Hauptpunkt  IT'  durch  eine  Hauptlinie  ^^  ersetzt. 

Da  jedem  Punkte  der  Ebene  Sy^s^s^  die  ganze  Hauptlinie  ä^  entspricht, 
so  folgt: 

Einer  Geraden  des  Baumes  Z  entspricht  als  eigentliches 
Bild  ein  Kegelschnitt,  der  jede  der  Axen  s\ä^ä^  und  die  Haapt- 
linie  ^4  je  einmal  schneidet. 

Denn  unsere  früheren  Kegel,  deren  Strahlen  den  Punkten  der  Axen 
des  Baumes  Z'  entsprochen,  sind  hier  in  Strahlenbüschel  mit  den  Scheitehi^ 
H^H^H^  übergegangen,  die  die  singulare  Gerade  8^  des  Baumes  Z  projiciren. 
Da  nun  jede  Gerade  nur  einen  Strahl  eines  jeden  dieser  Büschel  JffiS^^  E^s^ 
H^s^  schneidet,  so  enthält  das  Bild  der  Geraden  auch  nur  einen  Punkt 
jader  der  Axen  sf^sf^^^. 

Auf  gleiche  Weise  ergiebt  sich: 

Einer  Curve  n^'  Ordnung  des  Baumes  Z  entspricht  als  eigent- 
liches Bild  eine  Curve  von  der  Ordnung  3n  — n,  die  jede  der 
Axen  sf^sf^sf^  und  die  Hauptlinie  sf^  nfach  schneidet. 

Jedem  Kegelschnitt,  der  sf^s/^^^  und  ^4  je  einmal  schneidet^ 
entspricht  in  Z  eine  Gerade. 

Denn  das  Bild  des  Kegelschnittes  wird  durch  drei  projeotive  Ebenen- 
büdchel  s^s^s^f  welche  die  Ebene  (^i^^s)  entsprechend  gemein  haben,  erzeogi 

Der  Axe  8i  und  deren  Punkten  entspricht  der  Schnittpunkt 
von  5^4  mit  sfi» 

Dem  Hauptpunkte  Hi  entsprechen  alle  Punkte  der  Ebene  ^,^4. 

Jeder  Ebene  E  des  Raumes  Z  durch  8^  entspricht  in  Z'  eine 
Ebene  E\  die  s'4  enthalt 

Denn  den  Punkten  von  8^  entspricht  eine  Fläche  zweiten  Grades, 
die  als  ein  uneigentliches  Bild  der  Ebene  E  anzusehen  ist  Ferner  schneidet 
E  die  Ebene  (Si8^8^)  in  einer  Geraden,  deren  Punkten V4  entspricht  Somit 
muss  die  Ebene  E'  8\  enthalten. 
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£8  ergiebt  sich  ntin  weiter: 

Die  Ebenen  des  Ebenenbüschels  s^  stehen  mit  den  ent- 
sprechenden Ebenen  des  Ebenenbüschels  ^^  in  projectiyer  Be- 
ziehung.* 

Denn  schneiden  wir  irgend  vier  Ebenen  des  Ebenenbüschels  ^^  mit 
einer  beliebigen  Geraden  g  des  Raumes  Z,  so  erhalten  wir  vier  Schnitt- 
punkte AB  CD,  denen  vier  Punkte  ÄB^  C^  If  einer  Ebene  des  Baumes  11 
entsprechen.  Diese  Ebene  enthält  das  Bild  von  g,  welches  ein  Kegelschnitt 
ist.  Letzterer  enthalt  ausser  AlB^C^Uf  noch  die  Schnittpunkte  der  Axen 
^1^2  ^8  u^^  ^^^  Hauptlinie  ^^  mit  der  Ebene.  Nach  Construction  der 
Verwandtschaft  besteht  nun  die  Relation 

$i{ABGD)  Ä  ^i{AlB^C^If), 
^-1,2,3. 

Da  aber  sl^  das  Bild  von  g  schneidet,  so  folgt: 

8^{ABGJD)  Ä  ^^{A!B'C'Ll). 

Es  ergiebt  sich  weiter: 

Den  Geraden  des  linearen  Complexes  mit  der  Axe  8^  ent- 
sprechen die  Geraden  des  linearen  Complexes  mit  der  Axe  sl^. 

Denn  jeder  Geraden  g,  die  s^  schneidet,  entspricht  ein  in  zwei  Gerade 
zerfallender  Kegelschnitt  und  die  Hauptlinie  ^^. 

Dem  Schnittpunkte  ron  g  mit  8^  entspricht  als  uneigentliches  Bild 
eine  Transversale  zu  ^i^2^s*  ^^^  eigentliche  Bild  von  g,  d.  i.  die  Gerade  y, 
wird  daher  letztere  Transversale  und  ^^  schneiden.  Anderseits  entspricht 
jeder  Geraden  ^,  die  ^^  schneidet,  eine  Gerade  g,  die  s^  schneidet,  als 
das  Erzeugniss  dreier  projectiver  Ebenenbüschel  s^s^s^^  die  die  Ebene  {s^s^s^ 
entsprechend  gemein  haben. 

Es  folgt 'weiter  aus  ähnlichen  Gründen: 

Den  Geraden  des  Raumes  Z  der  linearen  Strahlensjsteme 
mit  den  Axen  ${8^  entsprechen  die  Strahlen  der  Bündel  mit  den 
Scheiteln  {s/{s/^. 

Einer  Geraden  </  des  Baumes  Z'  entspricht  eine  Curve 
dritter  Ordnung,  die  8^  zur  Sehne  hat  und  durch  die  drei 
Punkte  H^H^H^  geht. 

Denn  jede  Gerade  ^  schneidet  zwei  Transyersalen  von  sf^sf^^^  und 
die  Ebenen,  die  H^H^H^  entsprechen,  je  einmal. 

Jeder  Raumcurve  dritter  Ordnung,  die  durch  H^H^H^  geht 
und  8^  zur  Sehne  hat,  entspricht  in  Z'  eine  Gerade. 

Denn  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  entspricht,  wenn  sie  durch 
H^H^H^    geht,    das   Erzeugniss   dreier   projectiver  Ebenenbüschel    afj^s/^sf^ 

*  «4  und  sf^  spielen  daher  die  RoUen  von  Axen. 
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Da  aber  die  Raumcurve  dritter  Ordnung  zweimal  s^  schneidet,  und  jedem 
dieser  Schnittpunkte  eine  Transversale  von  ^'i^g^'s  entspricht,  so  ist  ihr 
eigentliches  Bild  eine  Gerade. 

Jedem  Kegelschnitt  K\  des  Raumes  Z\  der  zwei  der  Aien 
^1^2*'»  schneidet,  entspricht  eine^  Raumcurve  vierter  Ordnung 
mit  einem  Doppelpunkt  in  jenem  Hauptpunkt,  der  andern  Index 
als  die  beiden  Axen  hat.  Diese  Raumcurve  vierter  Ordnnng  hat 
^4  zur  Sehne  und  enthält  auch  die  beiden  andern  Hauptpunkte.^ 

um  dies  einzusehen,  braucht  man  nur  die  Schnittpunkte  der  drei  Ebenen, 
die  den  Hauptpunkten  H^H^H^  entsprechen,  femer  die  der  Regelschaar,  von 
der  sfis/^s\  Leitlinien  sind,  mit  dem  Kegelschnitt  K\  zu  betrachten. 

Wir  sind  damit  m  den  Stand  gesetzt,  alle  Constructionen  von  Raumeurven 
vierter  Ordnung,  von  denen  eine  Sehne  5^,  ein  Doppelpunkt  z.  B.  H^  und 
zwei  andere  Punkte  i^Äj  gegeben  sind,  durch  Combination  der  noch 
fehlenden  Bedingungen  auf  andere  meist  einfache  algebraische  Probleme 
zurückzuführen.  Wir  brauchen  nur  die  gegebene  Verwandtschaft  der  Art 
zu  construiren,  dass  die  gegebenen  Punkte  H^H^H^  die  Hauptpimkte  und 
die  gegebene  Sehne  s^  die  singulare  Linie  des  Raumes  Z  werden.  Alles 
andere  bleibt  der  Willkür  überlassen.  Wir  werden  dann  nach  Construction 
der  Verwandtschaft  die  weiteren  Bestimmungsstücke  der  Raumcurve  vierter 
Ordnung  nach  dem  Räume  1!  transformiren.  In  diesem  Räume  haben  wir 
dann  aus  gegebenen  Bestimmungsstücken  einen  Kegelschnitt  oder  deren 
mehrere  zu  construiren,  deren  Bilder  uns  alle  Lösungen  der  Aufgabe 
liefern  werden. 

Z.  B.  wenn  eine  Raumcurve  vierter  Ordnung  zu  construiren  wäre, 
die  in  H^  einen  Doppelpunkt  hat  und  von  der  noch  eine  Sehne  s^  und 
fünf  Punkte  H^^P^P^P^  gegeben  sind,  so  haben  wir  nach  angegebener 
Construction  der  Verwandtschaft  P^P^P^  nach  Z'  zu  transformiren  und 
daselbst  den  Kegelschnitt  zu  construiren,  der  durch  P\P\P^^  geht  und  die 
beiden  Axen  ^^s\  schneidet  Das  Bild  dieses  Kegelschnitts  löst  die  Auf- 
gabe. Schliesslich  füge  ich  noch  hinzu,  dass  wenn  der  Kegelschnitt  die 
Ebene  berührt,  die  U^  entspricht,  dass  dann  der  Doppelpunkt  in  einen 
Rückkehrpunkt  übergeht.  Wir  haben  somit  ein  Mittel  zur  Construction 
von  Raumeurven  vierter  Ordnung  <  wenn  unter  anderen  Bedingungen  von 
diesen  der  Rückkehrpunkt  H^^  zwei  Punkte  H^H^  und  eine  Sehne  gegeben 
sind,  gefunden. 

Betrachten  wir  das  Bild  einer  beliebigen  Ebene  E  des  Raumes  I,  so 
ist  dies  nach  Früherem  eine  Fläche  dritter  Ordnung,   die  sf^sf^^s  enthält 

*  Die  Umkehr  dieses  Satzes  ergiebt  sich  aus  der  Art  der  Fläche,  die  einer 
Ebene  im  Räume  Z'  entspricht. 
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Wir  behaupten  nun: 

Einer  Ebene  des  Baumes  T  entspricht  eine  geradlinige  Fläche 
dritter  Ordnung,  die  ausser  afj^sf^sf^  s/^  als  Doppellinie  enthalt 

Um  dies  zu  beweisen,  suchen  wir  die  Bilder  der  Geraden  der  Ebene  E, 
die  s^  schneiden.  Dies  sind  aber  nach  Früherem  Gerade,  die  af^  und  die 
Gerade  t^  schneiden,  die  dem  Schnittpunkte  von  s^  mit  E  entspricht.  Sie 
bilden  die  Regelfläche  dritter  Ordnung.  Einer  beliebigen  Geraden  g  der 
Ebene  E  entspricht  ein  Kegelschnitt,  der  nach  Früherem  ^^  schneidet. 

Dieser  Kegelschnitt  bildet  mit  den  Geraden  ^4^'  die  Leitlinien  der 
Regelfläche  dritter  Ordnung,  die  E  entspricht,  d.  h.  dem  Strahlenbüschel 
der  Ebene  E  mit  dem  Scheitel  (s^E)  entsprechen  die  Geraden,  die  den 
Kegelschnitt  und  die  Geraden  s/^t*  schneiden. 

Einer  geradlinigen  Fläche  dritter  Ordnung,  die  ausser  s'is'j^'j 
noch  af^  als  Doppellinie  enthält,  entspricht  in  £  eine  Ebene  als 
eigentliches  Bild. 

Denn  jede  Fläche,  die  durch  eine  der  Geraden  s/^sf^sf^^  z.  B.  Si^i  geht, 
hat  zum  uneigentlichen  Bilde  die  Ebene  (-Hi^J.  Geht  femer  eine  Fläche 
zweimal  durch  ^4,  so  wird  eben  so  oft  die  Ebene  (s^s^s^)  als  uneigent- 
liebes  Bild  der  Fläche  auftreten. 

Einer  beliebigen  Ebene  E^  des  Raumes  H  entspricht  eine 
Fläche  zweiten  Grades  als  eigentliches  Bild,  die  s^  und  die 
Hauptpunkte  H^H^H^  enthält. 

Denn  jede  solche  Ebene  E^  schneidet  ^^  in  einem  Punkte,  dem  schon 
die  Ebene  {s^s^s^  entspricht,  und  s'j^'gs'g  in  drei  Punkten,  denen  Gerade 
durch  H^H^Hq  entsprechen,  die  s^  in  drei  Punkten  schneiden. 

Einer  Fläche  zweiten  Grades,  die  H^H^H^  und  s^  enthält, 
entspricht  in  J!  als  eigentliches  Bild  eine  Ebene. 

Denn  Hi  hat  die  Ebene  (Ji^^  und  s^  die  Fläche  zweiten  Grades,  von 
welcher  sf^s\sf^  Erzeugende  sind,  zu  Bildern, 

§8. 

Constructionen  von  geradlinigen  Flächen  zweiten  Grades 
und  Baumcurven  dritter  Ordnung. 

Wir  haben  nun  hinreichende  Mittel  zu  Constructionsaufgaben  gewonnen, 
und  wir  wollen,  am  letzten  Satz  anknüpfend,  Constructionen  von  geradlinigen 
Flächen  zweiten  Grades  vorerst  geben.  Da  die  zu  constmrende  Fläche 
zweiten  Grades  als  das  Bild  einer  Ebene  des  Raumes  J!  aufgefasst  werden 
muss,  so  müssen  von  derselben  stets  eine  Gerade  s^  und  drei  Punkte  H^H^H^ 
gegeben  sein.  Weitere  Bestimmungsstücke  können  dann  nach  Belieben 
combinirt  werden.  Die  Gerade  s^  werden  wir  dann  als  singulare  Gerade, 
H^H^S^  als  Hauptpunkte  des  Raumes  Z  aimehmen. 
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Die  Axen  und  die  Hanptlinie  des  Baumes  Z'  und  die  weitere 
Fixirung  der  Verwandtschaft  bleibt  in  unserem  Belieben.  Wir  werden 
nun  die  weiteren  Bestimmongsstücke  der  Fläche  zweiten  Grades  nach  Z' 
traoBfoirmiren  und  diejenigen  Ebenen  hier  construiren,  deren  Bilder  uns 
die  verlangten  Flächen  liefenL 

Aehnliches  werden  wir  aaszuflUhren  haben ,  wenn  es  sich  um  die 
Constructiim  von  Baumcurven  dritter  Ordnung  handelt,  die  s^  soir  Sehne 
haben  und  durch  H^H^H^  gehen.  Die  Bezeichnung  soll  der  früheren 
analog  sein. 

Wir  skizziren  einige  Beispiele: 

Die  Constmction  der  Fläche  F^  (H^H^H^s^PiP^P^)  redudrt  sich  auf 
die  des  Budes  der  Ebene  P^F'^P^.  _ 

Die  Gonstruction  der  Fläche  J^^  (-^i-^-^s^i^i^^)  ^^^cirt  sich  auf 
die  der  Bilder  der  beiden  Ebenen,  die  durch  die  Tangente  y<»i  5^  in  J^ 
gehen  und  den  Kegelschnitt  h\  berühren. 

Oanz  ähnlich  löst  sich  die  Construotion  der  Fläche  F^  {E^H^H^s^b^b^P^. 
Wir  haben  hier  Tier  Lösungen. 

Die  Constmction  der  Fläche  F^  (-^i-^-^s^i^i^^s)  ^^clncirt  sich  auf 
die  der  Bilder  der  acht  Berührungsebenen  der  drei  Kegelschnitte  l^ib'^h'y 

Die  Constmction  der  Banmourre  dritter  Ordnung  C^  (s^H^H^E^Plil^ 
reducirt  sich  auf  die  der  Bilder  der  vier  gemeinsamen  G-eraden  der  beiden 
Kegel  (P'rj  (P^l\). 

Die  Constmction  der  Baumcorve  dritter  Ordnung  C^  (s^H^H^H^slil^) 
redadrt  mch  auf  die  Auffindung  der  Sehnen  von  5',  die  l\  und  V^ 
schneiden. 

Die  Constmction  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C^(8^HiH^H^Pl7t) 
ist  zurückgeführt  auf  die  der  Geraden  des  Tangentenkegels  (P'n/),  die  von 
i'  geschnitten  werden«  Die  Aufgabe  hat  acht  Lösungen,  denn  die  Schnitt- 
punkte von  V  mit  der  Doppelebene,  die  von  P'  zur  Doppellinie  geht, 
liefern  keine  Lösungen, 

Die  Constmction  der  Baumcurve   dritter  Ordnung  C^(s^Hj^H^H^sln): 

Die  Ebene  des  Kegelschnitts  s/  schneidet  tJ  in  einer  Curve  vierter 
Classe.  Der  Kegelschnitt  V  schneidet  letztere  Ebene  in  zwei  Punkten,  von 
welchen  je  vier  Tangenten  an  die  Curve  gehen,  deren  Bilder  unsere  Auf- 
gabe lösen. 

Die  Constmction  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C^{s^HiH^H^Pit^ic^) 
redndrt  sich  auf  die  der  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  P'  an  beide 
Flächen  Tt/^^i/g«     Die  A.u%abe  hat,  wie  sofort  folgt,  sechszehn  Lösungen. 

Die  Constmction  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C^is^^Bj^H^H^STtj^ft^) 
reducirt  sich  auf  die  der  Bilder  der  sechszehn  gemeinsamen  Tangenten,  die 
sich  in  der  Ebene  von  ^  an  die  Schnittcurven  von  9c'x^2  ^^^^a  lassen. 
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Die  Construction  der  Batuncurve  dritter  Ordnang  C^^s^H^H^H^Pn*) 
redudrt  sich  auf  die  Conetmctioii'  der  Haupttangenten,  die  von  P'  bsiti/  gehen. 

Die  Construction  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  Cg  {s^H^H^H^sn?^ 
reducirt  sich  auf  die  Construction  der  Bilder  der  drei  Wendetangenten  der 
Schnittcurve  der  Ebene  des  Kegelschnittes  ^  mit  der  Fläche  n!. 

Auf  ganz  gleiche  Art  lösen  sich  die  Constructionen  der  Baumcnrven 
dritter  Ordnung: 

u.  s.  w. 

§9. 
Oonstruotionen  von  Machen  dritten  Grades. 

Wir  können  nun  schliesslich  auch  den  Raum  Z'  zu  Constructionen  von 
Flächen  dritten  Grades,  von  welchen  aber  immer  die  Doppelgerade  sf^  und 
drei  diese  schneidende  Gerade  sf^af^s'^  gegeben  sein  müssen,  und  zu  Con- 
structionen von  Kegelschnitten,  von  denen  aber  immer  vier  Secanten 
^i^2^s^4  gegeben  sein  müssen,  von  welchen  sf^  die  drei  übrigen  schneidet, 
verwenden.  Wir  haben  unsere  Verwandtschaft  nur  der  Art  zu  oonstruiren, 
daes  5^1 /s  5^3  die  Axen  'des  Baumes  Z',  und  ^^  die  Hauptlinie  desselben 
Baumes  werden.  Die  Axen  des  Baumes  Z  unterliegen  der  Bedingung, 
sich  in  drei  Punkten  schneiden  zu  müssen.  Wir  haben  dann  die  weiteren 
Bestimmungsstücke  des  in  Z'  zu  construirenden  Gebildes  nach  Z  zu  trans- 
formiren  und  hier  Ebenen  oder  Gerade  zu  construiren,  deren  Bilder  die 
verlangten  Lösungen  liefern.  Wir  wollen  einige  Beispiele  mit  früher  ana- 
logen Bezeichnungen  geben. 

Die  Construction  der  Fläche  dritten  Grades  F'^(y^.  sf^sf^sf^P^P'^l/) 
besteht  nach  Construction  der  Verwandtschaft  in  der  Transformation  der 
Bestimmungsstücke  P\P\V  in  den  Baum  Z.  Hier  haben  wir  Ebenen  zu 
construiren,  die  h  berühren  und  durch  P^P^  gehen  müssen.  Da  der  Kegel, 
dessen  Spitze  einer  der  Punkte  P^P^  und  dessen  Leitlinie  die  Curve  dritter 
Ordnung  h  ist,  von  der  vierten  Classe,  so  erhalten  wir  vier  Ebenen,  deren 
Bilder  unsere  Aufgabe  lösen. 

Ganz  ähnlich  construiren  sich  die  Flächen  dritten  Grades  F\  (^^ 
.J^^^J^P^h\l)\)  und  F\{^^.J^^^ä^y^}i^l\). 

Die  Construction  der  Fläche  dritten   Grades  ^'s  (^4  •  ^i^s^s^'-^O  i**  * 
zorttckführbar  auf  die  Construction  der  drei  Schmiegungsebenen  vom  Punkte  P 
an  die  Baumcurve  dritter  Ordnung  h.     Die  Bilder  dieser  Ebenen  werden 
dann  gewiss  durch  P'  gehen  und  V  dreipunktig  berühren.  ^ 

Die  Construction  der  Fläche  dritten  Grades  F\  {^^»  sf^^sf^^^P^P^n^^) 
reducirt  sich  auf  die  Construction  der  beiden  Berührungsebenen,  die  sich 
von  Pj^P^  an  die  Fläche  zweiter  Ordnung  tCi  legen  lassen. 
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Setzt  man  statt  JP'^  eine  zweite  Berührungsebene  ^r'g,  so  hat  man  von 
Pj  die  vier  gemeinsamen  Berührungsebenen  an  jJ^Tt!^  und  deren  Bilder, 
die  die  Aufgabe  lösen,  zu  suchen. 

Die  Construction  der  Fläche  dritten  Grades  F\  (sf^  .  s\^ ^^ ^yJ ^'li ^it^ ^ 
reducirt  sich  auf  die  Construction  der  Bilder  der  acht  gemeinsamen  Be- 
rühmngsebenen  der  drei  Flächen  zweiten  Grades  %^%^n^. 

§  10. 
Constructionen  von  rationalen  Baumourven  vierter  Ordnung. 

Bevor  wir  zu  Constructionen  von  Kegelschnitten  im  Baume  T!  über- 
gehen, wollen  wir  noch  einige  Constructionen  von  rationalen  Banmcurven 
vierter  Ordnung  geben,  um  diese  mit  den  folgenden  Eegelschnittsconstruc* 
tionen  in  Verbindung  setzen  zu  können. 

Wir  behaupten  vorerst: 

Einem  Kegelschnitt  des  Baumes  £  entspricht  eine  rationale 
Baumcurve  vierter  Ordnung  in  Z',  die  die  Axen  ^i^s^'s  ^^^  ^^^ 
Hauptlinie  s^  zu  Sehnen  hat. 

Dieser  Satz  folgt  daraus,  dass  den  Schnittpunkten  des  Kegelschnittes 
mit  den  Ebenen  {s^s^s^  (^lO  ÄO  (-^sO  P^uikte  auf  s\  sf^s^^s^^  des 
Bildes  entsprechen. 

s^^  tritt  zweimal  als  uneigentliches  Bild  vom  Kegelschnitt  auf,  weshalb 
das  eigentliche  Bild  eine  rationale  Baumcurve  vierter  Ordnung  ist. 

Femer  gilt  der  Satz: 

Eine  rationale  Baumcurve  vierter  Ordnung,  die  ^i^'s^s^4  ^^ 
Sehnen  hat,  besitzt  zum  eigentlichen  Bilde  einen  Kegelschnitt 

Denn  eine  solche  Baumcurve  hat  mit  Begelflächen  dritter  Ordnung, 
die  ^'4  zur  Doppellinie  und  die  Axen  ^i^'g^s  enthält,  nur  zwei  bewegliche 
Schnittpunkte. 

Wir  wollen  diese  beiden  letzten  Sätze  zu  Constructionen  benutzen.  In 
allen  diesen  wird  es  uns  nur  möglich  sein,  rationale  Baumcnrven  vierter 
Ordnung  zu  construiren,  die  s\s\s!^s'^  zu  Sehnen  haben. 

Aber  es  ergiebt  sich  sofort,  dass  wir  es  in  der  Hand  haben,  diese 
Sehnen  zum  Thei]  in  Tangenten  übergehen  zu  lassen.  Denn  betrachten 
wir  die  schon  erwähnten  Ebenen  («i^j^j)  QS^s^)  (H^s^  (^O*  ^^  ^*  ^^^ 
*  dass  einem  Kegelschnitt  des  Baumes  Z,  der  mit  einer  oder  mehreren  dieser 
Ebenen  eine  Berührung  hat,  eine  rationale  Baumcurve  vierter  Ordnung 
entspricht,  die  mit  den  homologen  Geraden  ^4^1^'^^^  ^^  Berührung  hat 

Aber  wir  können  nicht  blos  verlangen,  dass  die  Sehnen  in  Tangenten 
der  Baumcurve  übergehen,  wir  können  es  vielmehr  auch  einrichten,  dass 
die  Baumcurve  vierter  Ordnung  einen  Doppelpunkt  erhält  und  dass  dieser 
^''i^Vs  ^^  Hegen  kommt.     Denn  allen  Punkten  jeder 
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Verbindimgelinie  einer  der  Hauptpunkte  H^E^H^  mit  irgend  einem  Punkte 
von  5^  entspricht  ein  und  nur  ein  Punkt  der  Axen  ^i^^^^.  Legen  wii' 
nun  den  Eegelschnitt  der  Art,  dass  er  eine  solche  Gerade  zweimal  schneidet, 
so  muss  das  Bild  desselben  zwei  Punkte  in  einem  Punkte  der  Axen  haben. 
Dies  ist  aber  ein  Doppelpunkt. 

Um  zu  Constructionen  überaugehen,  werden  wir  immer  die  gegebenen 
Geraden  s?i^\^^^\,  die  immer  die  Stelle  von  Sehnen  der  zu  construirenden 
Baumcurve  vierter  Ordnung  spielen ,  als  Axen  und  Hauptlinie  des  Baumes  Z' 
anzunehmen  haben.  Die  weitere  Fixirung  der  Verwandtschaft  ist  willkürlich, 
wie  wir  schon  gesehen  haben,  nur  müssen  ^i^^2^8  ^^^^  ^  drei  Punkten  schneiden. 

Wir  wollen  die  Bezeichnungen  festhalten,  die  bei  Baumcurven  dritter 
Ordnung  gewählt  wurden,  nur  soll  ferner  bedeuten: 
P  s\  einen  Doppelpunkt  auf  s',, 
*'*,  s^\  Tangenten, 
*"  eine  Tangente  mit  dreipunktiger  Berührung. 

Die  Construction  der  Raumcurve  vierter  Ordnung  C^  (s'^  «'g  s'g  s\  s'P^  P^  P'^). 
Wir  transformiren  s'P\P^P^  nach  dem  Baume  Z  und  construiren  hier  in 
der  Ebene  P^Pg-^s  <lurch  diese  Punkte  und  immer  zwei  von  den  Schnitt-, 
pmikten  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  s  einen  Kegelschnitt.  Die  Bilder 
der  drei  möglichen  Kegelschnitte  liefern  die  Lösungen  der  Aufgabe.  Es 
ist  leicht  ersichtlich,  dass  fast  auf  gleiche  Weise  sich  die  Construction  der 
Baumcurve  vierter  Ordnung  C\{s\^^s!^s^j\l\P\F'2ps)  ergiebt.  Wir 
erhalten  neun  Lösungen  dui'ch  Lösung  zweier  Aufgaben  dritten  Grades. 

Die  Construction  der  Baumcurve  vierter  Ordnung  Cjs\  sf^  s'^s^^J^P^^  P\  P\) 
reducirt  sich  auf  die  von  Kegelschnitten  im  Biiume  Z,  die  durch  P^P^P^ 
gehen,  die  Ebene  {s^s^s^  berühren  und  einen  der  Schnittpunkte  ihrer  Ebene 
mit  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  l  enthalten«  Die  sechs  Lösungen  sind 
auf  eine  Aufgabe  vom  dritten  und  drei  vom  zweiten  Grade  reducirt. 

Die  Construction  der  Baumcurve  vierter  Ordnung  G\{ii^8\s\ä^^ä^P^) 
verlangt  vorerst  die  der  drei  Schmiegungsebenen,  die  sich  von  P  an  die 
Baumcurve  dritter  Ordnung  s  legen  lassen.  Wir  haben  dann  Kegelschnitte 
zu  construiren y  die  in  je  einem  Schmiegungspxmkte  die  Baumcurve  s  os- 
culiren,  durch  P  gehen  und  die  Ebene  (s^s^s^)  berühren.  Wir  erhalten 
sechs  Lösungen. 

Die  Construction  der  Baumcurve  vierter  Ordnung  Cfj[j^i  sf2^\^^4,P\  P'2  ^'s) 
verlangt  die  von  Kegelschnitten,  die  durch  PiP^^z  gehen  imd  die  Ebenen 
(jS'jä^)  («ifigSg)  herühren. 

Die  Construction  der  Baumcurve  vierter  Ordnung  C'^(/iJ%iy ^^sf^P^^P^) 
kommt  zurück  auf  die  der  Kegelschnitte  der  Ebene  (H^P^^P^)^  welche  durch 
Pj^P^  gehen  und  die  di'ei  Ebenen  (H^sJ  (-S^O  i'^ih^z)  herühren. 
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Weitere  Combinationen  der  Bestimmungsstücke  ausser  sf^^s'^s*^^^  er- 
geben sich  leicht,  weshalb  wir  es  mit  diesen  Beispielen  bewenden  lassen. 

§  11. 

KegelBohnittoonstniotionen. 

Wir  gehen  nun  zu  einigen  Beispielen  von  Constructionen  Ton  Kegel- 
schnitten im  Räume  Z'  über.  Wir  wollen  Gerade,  welche  mit  dem  zu  con- 
struirenden  Kegelschnitt  je  einen  Punkt  gemein  haben,  mit  s\s'^s!^s^^l\V^.,. 
bezeichnen.  Die  anderen  Bezeichnungen  sollen  denen  bei  Curven  dritter 
Ordnung  analog  sein. 

Die  Constmetion  des  Kegelschnitts  ^'i{'^i^2^'s^4.^\^'i)  reducirt  sich 
auf  die  des  Bildes  der  Geraden  i\P2' 

Die  Construction  des  Kegelschnitts  ^\{^\^*2^9''^\^\^^9-^')  reducirt  sich 
auf  die  der  Geraden,  die  durch  P  gehen  und  l^l^  schneiden.  Dabei  liefern 
die  Geraden  PH^^  PS^t  P^  keine  Lösungen. 

Die  Construction  der  Kegelschnitte 

K ^(s ^s ^s ^K  J  inrinTj^Tj), 

-^8  ( A  ^a  *^3  *'  4^1  ^2 ^8  ^4) 

kommen  darauf  hinaus ,  die  gemeinsamen  Strahlen  von  vier  Complexen  zu 
bestimmen.     Strahlen  durch  die  Hauptpunkte  geben  keine  Lösungen. 

Die  Construction  des  Kegelschnitts  K\{s\s'^s\s'^P'7t!V)  verlangt  die 
Construction  der  gemeinsamen  Geraden  der  beiden  Kegel  (Pn)  und  (PI), 
von  welchen  der  erste  zweiten  und  der  zweite  dritten  Grades  ist.  Wir 
haben  somit  sechs  Lösungen. 

Die  Construction  des  Kegelschnitts  K\(ii\sf^sf^^^P^7i/iyif^)  führt  auf 
die  Construction  der  gemeinsamen  Strahlen  der  beiden  Tangentenkegel 
von  P  an  die  Flachen  zweiten  Grades  tt^tCs,  deren  Bilder  die  Aufgabe  lösen. 

Wir  wollen  uns  nun  die  Aufgabe  stellen,  Kegelschnitte  zu  construireo, 
die  vier  gegebene  Sehnen  ^'i^V's*'*  ®"^®**  rationalen  Baumcurve  vierter 
Ordnung  schneiden.*  s\  ist  eine  Transversale  von  s^sf^a'^  Um  die  Kegel- 
schnitte völlig  zu  bestimmen,  wollen  wir  weitere  Bedingungen  combinirexu 
Wir  haben  gesehen,  dass  einer  rationalen  Baumcurve  vierter  Ordnung,  die 
in  unserer  Verwandtschaft  s\s\s\s^^  zu  Sehnen  hat,  in  Z  ein  Kegelschnitt 
entspricht.  Wir  werden  daher  die  gegebenen  Sehnen  der  gegebenen  ra- 
tionalen Baumcurve  vierter  Ordnung  zu  Axen  und  Hauptlinie  des  Baumes  T 


*  Siehe  Lüroth's  Abhandlung:  Eine  Aufgabe  über  Kegelschnitte  im  Baome, 
Math.  Annalen,  Bd.  3. 


Von  Fbanz  Fbeihebbn  ton  Ebieo.  59 

der  schon  oft  benutzten  Verwandtschaft  machen.  Die  anderen  Bestimmungen 
derselben  bleiben  uns  frei.  Wir  werden  dann  im  Baume  £  Gerade  zu  con- 
struiren  haben ,  deren  Bilder  uns  die  gewünschten  Kegelschnitte  liefern. 
Wir  wollen  einige  Beispiele  geben.  Dabei  führen  wir  folgende  Bezeichnung  ein : 

P'iP'g...     Der  Kegelschnitt  K\  geht  durch  die  gegebenen  Punkte 
P'jP'g*--»  ^^^  nicht  auf  der  Baumcurve  liegen. 

C\  C'2 ;  er  enthält  die  festen  auf  der  Raumcurve  liegenden  Punkte  Cf^  Cf^- 

^V2»  ^'i^a^'s^'ii    ^^   schneidet    die  festen  Geraden  ^V'a»  A^a^Vi 
einmal. 

V^;  er  soll  die  feste  Gerade  V  berühren. 

VV'j  er  soll  die  feste  Gerade  V  zweimal  schneiden. 

(7'^;  er  soll  die  gegebene  Baumcurve  vierter  Ordnung  einmal  schneiden. 

C'V»  ^^  soll  ßiö  berühren. 

C\G\\  er  soll  sie  zweimal  schneiden. 

li^ii^S  er  soll  die  gegebenen  Ebenen  li^^i,^  berühren. 
Die  Constraction  des  Kegelschnittes  ^\{^\^ <i^\^ t}^^ 0^ ^  reducirt  sich 
auf  die  der  Tangenten  der  Baumcurve  dritter   Ordnung  l^    die    das  Bild 
von  C\  (wir  wollen  dies  mit  K^  bezeichnen)  schneiden. 

Die  Construction  des  Kegelschnittes  ^ii{^xi\^^ff ^^Vl\C^ ^  reducirt 
sich  auf  die  der  Sehnen  von  2,  die  K^  und  \  schneiden. 

Die  Construction  des  Kegelschnittes  ^\{,^ \^ ^^ %^ ifi\^ \i  löst  sich  duich 
das  Bild  der  Geraden  CiP.      . 

Die  Construction  des  Kegelschnittes  -BT'jC^W's*'*^'^^'*)  ^^"^  *^ 
die  der  gemeinsamen  Strahlen  der  beiden  Kegel  (PZ)  und  (PJ^g). 

Die  Construction  des  Kegelschnittes  K\{^ ^^fl ^^ ^s^ ^^ C^'^ ^  führt  auf  die 
Aufgabe^  die  Tangenten  von  K^  zu  ermitteln,  die  l  schneiden.  Die  Aufgabe 
secbsten  Grades  zerföUt  in  drei  des  zweiten  und  eine  des  dritten  Grades. 

Die  Construction  des  Kegelschnittes  J^\{^^ ^^ ^^ ^^ ^rl C^^ ^  verlangt  die 
der  Tangenten  von  K^^  die  auch  it  berühren. 

Die  Construction  des  Kegelschnittes  ^\{^\^\^ z^\l\l\C\C^ ^  reducirt 
sich  auf  die  der  in  der  Ebene  von  K^  liegenden  Geraden,  welche  \  und  l^ 
schneiden« 

Die  Aufgabe  neunten  Grades  reducirt  sich  auf  zwei  des  dritten. 

Die  Construction  des  Kegelschnittes  K\Qf ^^ ^s\^ ^tJ ^tJ ^C\C^ ^  führt 
auf  die  der  gemeinsamen  Tangenten  der  beiden  Kegelschnitte,  die  die 
Ebene  von  K^  aus  den  Flilchen  %^  und  n^  herausschneidet. 
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Capital  IV. 
Dritter  SpecialfalL 

§  12. 

Wir  gehen  nun  zu  einem  weiteren  Specialfall*  der  Verwandtschaft 
über  (s.  lithogr,  Tafel  Fig.  6). 

Die  Axen  jedes  Baumes  nehmen  wir  windschief  zu  einander.  Die 
singulare  Hauptcurve  (H'j)  dritter  Ordnung  des  Baumes  U  lassen  wir  in 
drei  Gerade  zerfallen.  Dies  erreichen  wir,  wenn  wir  drei  Punkte  irgend 
einer  Geraden  s'^  des  Baumes  J!  drei  beliebigen  Transversalen  der  Axen 
des  Baumes  £  zuweisen.  Damit  ist  die  Verwandtschaft  festgelegt  und  es 
folgt  aus  früheren  Betrachtungen,  dass  allen  Transversalen  der  Axen  des 
Baumes  Z  eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  entsprechen  muss,  von  der 
aber  hier  drei  Punkte  in  einer  Geraden  s'^  liegen.  Das  heisst  aber:  Die 
Hauptcurve  (H'j)  dritter  Ordnung  des  Baumes  Z'  ist  in  eine  Gerade  «'^  und 
die  beiden  Transversalen  zu  «'i^^'s^a»  ^^®  ^^^  ™^^  ^\^\  bezeichnen  wollen, 
zerfallen.  Denn  die  Transversalen  t\t^i  gehen  durch  zwei  Punkte  von  5'^, 
denen  auch  zwei  Transversalen  von  ^iSj^g,  wir  nennen  sie  t^t^^  entsprechen 
müssen.  Daraus  folgt  aber,  dass  die  Hauptcurve  (H3)  dritter  Ordnung  des 
Baumes   Z  aus   t^t^  und  einer  diese  schneidende  Gerade  s^  bestehen  muss. 

Es  ergiebt  sich  somit: 

Zerfällt  die  Hauptcurve  dritter  Ordnung  in  einem  Baume  in 
Gerade,  so  muss  dies  auch  die  des  andern  Baumes  thun. 

Dabei  spielen  die  Theile  der  zerfallenen  Baumcurve  ungleiche  Bollen. 
Wir  bezeichnen  obige  Theile  s^  und  .v'4  mit  Axen  der  betreffenden  Bäume. 
Ihren  Punkten  entsprechen  die  Transversalen  von  s\s\^^,  beziehungsweise 
die  von  ^1*2*8* 

Die  anderen  Theile  tj^  t^  t\  t^^  ^^^  zerfallenen  Baumcurven  sollen  schlecht- 
weg die  Transversalen  der  Bftume  genannt  werden.  Dabei  entspricht  jedem 
Punkte  von  U  die  ganze  Transversale  t'i  und  umgekehrt. 

Jeder  Punkt  einer  der  Axen,  z.  B.  äj,  wird  durch  Ebenen  von  s^  und  s^ 
und  irgend  einer  Ebene  von  s^  im  Baume  Z  fixirt.  Daher  entspricht  einem 
solchen  Punkte  in  Z'  eine  Gerade,  die  ^2^\^a  schneidet. 

Daraus  ergiebt  sich: 

Jedem  Punkte  einer  Axe  eines  Baumes  entspricht  im  andern 
Baume  eine  Gerade,  die  die  Axen  des  letzteren  schneiden,  die 
andere  Indices  haben  als  die  Axe,  auf  welcher  der  Punkt  liegt 
und  umgekehrt. 


*  Siehe  Noether,  Math.  Annalen,  Bd.  3,  pag.  571. 
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Ans  der  Umkehrung  des  Satzes  folgt  dann,  wenn  man  noch  beachtet, 
dass  jedem  Punkte  einer  Transversalen  von  drei  Axen  ein  Punkt  Qjiner 
Axe  im  andern  Baume  entspricht: 

Jeder  Geraden  des  Kauraes  T(J!)  entspricht  in  Z' (5!)  eine 
Raumcurve  dritter  Ordnung,  die  s\s^^s^^s'^(^Sj^s^s^s^  zu  Sehnen  hat. 

Jeder  Ebene  des  Raumes  Z(Z')  entspricht  eine  FlSche  dritter 
Ordnung,  die  die  Axen  ^'i^V'»*'*  (*i'^2"'8*4)  ^®^  andern  Raumes  ent- 
hält. 

Ebenso  gelten  die  Umkehrungen  dieser  beiden  Sätze,  wie  leicht  zu  sehen« 
Legen  wir  durch  die  Axe  ^4  (^'''4)  eine  Ebene  E(E^)^  so  kann  dieser 
nur  wieder  eine  Ebene  als  eigentliches  Bild  entsprechen.  Denn  dei"»  Ge- 
raden .^4(*''4)  der  Ebene  entsprechen  die  Transversalen  von  *'i*V'8  C^i*«-'»)» 
die  eine  FlSche  zweiter  Ordnung  bilden.  Das  Bild  der  Ebene  E  {E')  ist 
somit  in  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  und  in  eine  Ebene  zerfallen,  von  der 
wir  behaupten,  dass  sie  durch  s\(s^  geht. 

E(E*)  schneidet  die  Axen  •^i^g-'^s  (*'i*'2*'8)  ^  ^^®^  Punkten,  denen  nach 
Früherem  Gerade  entsprechen,  die  ^'4(^4)  schneiden.  ^'^('4)  enthält  somit 
von  dem  Bilde  von  E(E^),  welches  eine  Ebene  ist,  drei  Punkte,  muss 
daher  in  demselben  liegen. 

Betrachten  wir  nun  vier  Ebenen  durch  s^:  E^E^E^E^  und  schneiden 
diese  mit  einer  Geraden  g  des  Raumes  Z,  so  erhalten  wir  vier  Schnitt- 
punkte (E^g)  (E^g)  (E^g)  (E^g),  Diesen  vier  Schnittpunkten  entsprechen  vier 
Punkte  {E\^){E\^){E\^){E\^)  auf  den  entsprechenden  Ebenen  durch 
s'4:  E\E\E\E\,  Sie  liegen  zudem  auf  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  ^, 
welche  das  Bild  von  g  ist.  und  die  ^'1  ^'2  ^V'^''4  ^^  Sehnen  hat.  Da  nun 
nach  der  Definition  der  Verwandtschaft: 

s,  [{E,g)  (E,g)  (E,g)  (E^g)]  A  «'.-  [{E\gf)  {E\^  {E'J)  {E\^)], 

wobei  i=»l,2,3,  so  folgt  aus  der  Projectivität  der  vier  Ebenenbüschel 
mit  den  Axen  ^i^^^^^s^^  die  die  Punkte  der  Geraden  g  projiciren,  die 
Projectivität  der  vier  ^  projicirenden  Ebenenbüschel  mit  den  Axen  if\^^2^s^\' 
welche  Sehnen  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  gf  sind. 

Es  ergiebt  sich  somit': 

Den  Ebenen  des  EbenenbüscheljB  des  Raumes  Z  mit  der 
Axe  .«4  entsprechen  die  Ebenen  des  Ebenenbüschels  mit  der 
Axe  ^4  projectiv. 

Jede  Curve  eines  Raumes,  welche  eine  oder  mehrere  Axen  oder 
Transversalen  desselben  schneidet,  hat  in  den  Schnittpunkten  Gerade  zu 
uneigentlichen  Bildern,  weshalb  die  Ordnung  des  eigentlichen  Bildes  sich 
um  die  Zahl  dieser  Schnittpunkte  erniedrigt.     Wenn  nun  eine  Gerade  des 
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Baumes  Z  beide  Transversalon  f^^  dieses  Baumes  schneidet ,  so  entsprechen 
den.  Schnittpunkten  die  Transrersalen  f'^^'^  ^^^  ^^  ergiebt  sich: 

Den  Geraden  des  linearen  Strahlensystems  mit  den  Funda- 
mentalgeraden/jf^  ^^^^P^^^^^^  die  Geraden  des  linearen  Strahlen- 
Systems  mit  den  Fundamentalgeraden  i\t\  als  eigentliche  Bilder. 

Beachtet  man  die  Transversalen  von  je  drei  der  Axen  «^i'^s-^s^,  so 
wissen  wir,  dass  jedem  Punkte  einer  solchen  Transversalen  ein  Punkt 
einer  der  Axen  ^'i^g^s^'d  ^^^  andern  Baumes  entspricht ,  und  es  ergiebt  sieh: 

Jeder  Curve  Cn  in  Z  entspricht  im  andern  Baume  eine  Curve 
C'sni  die  2Mmal  jede  der  Axen  sf^sf^^^sf^  schneidet 

'Jeder  FUche  JP»  in  Z  entspricht  im  Baume  Z'  eine  Fläche  JP'sm 
die  «mal  durch  jede  der  Axen  ^i^'g^j^'i  geht.  —  Und  analog  im 
andern  Baume« 

Betrachtet  man  die  Strahlen  eines  Strahlenbüschela,  welches  einen  Punkt 
von  U  zum  Scheitel  hat  und  die  Punkte  von  t^  projicirt,   so  ergiebt  sich: 

Einer  Ebene  durch  eine  der  Transversalen  des  Baumes  t^  ent- 
spricht eine  geradlinige  Fläche  dritter  Ordnung,  welche  t^i  zur 
Doppelgeraden  und  t\  zur  Leitlinie  hat. 

§  13. 
Allir^meineB  über  Construotionflauilisaben. 
Wir  gehen  nun  über  zu  Constructionsaufgaben  von  Baumcnrven  dritter 
und  vierter  Ordnung  und  Flächen  dritter  Ordnung,  welche  wir  als  die 
Bilder  von  Geraden,  Kegelschnitten  und  Ebenen  des  Baumes  Z  auffassen 
wollen.  Es  ist  klar,  dass  anser  dritter  Specialfall  auch  Gelegenheit  giebt, 
rationale  Baumcurven  vierter  Ordnung  als  die  Bilder  von  Kegelschnitten  zu 
construiren,  die  zwei  der  Axen  s^^s^s^s^  oder  die  zwei  Transversalen  t^t^ 
von  Z,  oder  eine  Axe  und  eine  Transversale  des  Baumes  schneiden. 
Schneidet  der  Kegelschnitt  zwei  der  Axen,  z.  B.  5^5^,  so  wird  das  Bild 
desselben  aus  den  beiden  Geraden,  welche  den  Schnittpunkten  des  Kegel- 
schnittes mit  den  Axen  Sj^s^  entsprechen,  femer  aus  einem  eigentlichen 
Bilde,  welches  als  Best  eine  rationale  Baumcurve  vierter  Ordnung  sein 
muss,  bestehen.  In  unserm  Falle  besteht  das  uneigentliche  Bild  des 
Kegelschnittes  aus  einer  Transversalen  zu  s'^sf^s^^  und  einer  zu  ^''j^'s^^ 
Db  nun  im  Allgemeinen  einem  Kegelschnitte  von  Z  eine  Baumcurve  sechster 
Ordnung,  die  jede  der  Axen  ^'i^2^'8^'4  "^i^rmal  schneidet,  entspricht,  so  folgt 
in  unserm  Falle,  wo  letztere  Baumcurve  zerfallen  ist,  dass  das  eigentliche 
Bild  des  Kegelschnittes  s\s'^  zu  Doppelsehnen,  $',  und  sf^  aber  nur  zu 
eix^achen  Sehnen  hat.  Dies  ergiebt  sich  indess  auch  aus  directen  Be- 
trachtongen  sofort. 


Von  Franz  Fbeihebbn  von  Erisg.  63 

Schneidet  hingegen  der  Eegelschnitt  die  beiden  Transversalen  des 
Baumes  Z  ^^  and  ^,  so  hat  das  eigentliche  Bild  ans  gleichen  Gründen 
A*'»*'»*^  zu  Sehnen,  t\t^i  zu  Secanten. 

Wenn  schliesslich  der  Eegelschnitt  eine  Aze  und  eine  Transversale 
schneidet,  z.  B.  5^  und  t^y  so  werden  ^'2  ^3 ^'4  Sehnen,  t\  eine  Secante  nnd 
^}  eine  Doppelsehne  des  Bildes. 

Wir  haben  es  somit  in  der  Hand,  solche  Baumcurven  vierter  Ordnung, 
die  zu  vier  Geraden  "»'i^'W'i  ^^^  ^^^®  beiden  Transversalen  t\t\  in  obiger 
Beziehung  stehen,  durch  weitere  Bestimmungsstücke  festzulegen  und  zu 
construiren.  Dass  die  Zahl  der  Lösungen  der  gestellten  Aufgaben  voll- 
ständig ist,  ergiebt  sich,  wie  früher,  indem  man  zeigt,  dass  alle  rationalen 
Baumcurven  vierter  Ordnung,  die  den  gegebenen  Bedingungen  genügen, 
Eegelschnitte  zu  Bilder  haben. 

Der  umstand,  dass  das  Bild  einer  Geraden,  welche  eine  der  Axen  des 
Baumes  oder  eine  der  Transversalen  ^^  desselben  schneidet,  ein  Eegel- 
schnitt ist,  ladet  ebenso  zu  Constructionen  ein.  So  entspricht  z.  B.  einer 
Geraden,  die  s^  schneidet,  ein  Eegelschnitt,  der  s\  zur  Sehne,  ^^^^s^  aber 
zu  Secanten  hat.  Schneidet  hingegen  die  Gerade  eine  Transversale  des 
Baumes,  z.  B.  /|,  so  entspricht  der  Geraden  ein  Eegelschnitt,  der  jede  der 
Geraden  ^V'i^'W'i  ^^^  einmal  schneidet.  Also  auch  Eegelschnitte  solcher 
Systeme  sind  uns  nach  Angabe  weiterer  Bestimmungsstücke  zu  construiren 
möglich.  Indem  wir  die  früheren  Bezeichnungen  so  weit  als  möglich  fest- 
halten, beginnen  wir  mit  Constructionen  von  Baumcurven  und  Flächen 
dritter  Ordnung,  die  ^'i^V'8^'4  ^^  Sehnen  haben,  resp.  enthalten.  Aber 
auch  bei  Constructionen  von  Baumcurven  vierter  Ordnung  und  Eegelschnitten, 
die  zu  vier  Geraden  ^V^V^^'i  ^^^  ihren  Transversalen  in  obiger  Beziehung 
stehen,  haben  wir  uns  die  Verwandtschaft  so  zu  construiren,  dass  die  Ge- 
raden ^'1^2  ^'$^'4  die  Axen  des  Baumes  Z'  werden. 

Drei  Axen  des  Baumes  Z,  die  windschief  zu  einander  zu  liegen  haben, 
können  wir  beliebig  wählen.  Dann  weisen  wir  irgend  drei  Punkten  einer 
der  Axen  des  Baumes  Z'  drei  beliebige  Transversale  der  drei  Axen  des 
Baumes  Z  projectiv  zu. 

Damit  ist  nun  die  Verwandtsdiaft  festgelegt  und  wir  werden  die 
weiteren  Bestimmungsstücke  des  zu  construirenrden  Gebildes  nach  Z  trans- 
formiren,  welche  nun  so  transformirt  Bestimmungsstücke  jener  einfacheren 
(Gebilde  sind,  deren  Bilder  uns  die  Lösungen  liefern. 

§  14. 
Construotionen  von  Baumourven  dritter  Ordnung. 
Die  Construction  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C\(s\s'^s^^s'^P\P'^) 
reducirt  sich  auf  die  des  Bildes  der  Geraden  P^Pj^. 
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Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  C^(s\^\s'^ff^s' P') 
reducirt  sich  auf  die  des  Bildes  der  Sehne  der  Baumcurve  dritter  Ord- 
nung s,  welche  vom  Punkte  P  gezogen  werden  kann« 

Die  Construction  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C'^{s\s\sf^sf^sfs*^) 
reducirt  sich  auf  die  der  sechs  noch  fehlenden  gemeinschaftlichen  Sehnen 
der  beiden  Baumcurven  dritter  Ordnung  ss*.  Die  Bilder  dieser  sechs  Sehnen 
geben  uns  die  verlangten  Lö8ungen.f  Wenn  sich  nur  zwei  der  Sehnen, 
z,  B.  s^s*^  schneiden,  so  bestehen  nur  vier  eigentliche  Lösungen;  zwei  sind 
zerfallen. 

Denn  jede  eigentliche  Lösung  muss  durch  den  Schnittpunkt  von  s*«*' 
gehen.  Betrachten  wir  aber  ss*,  so  sehen  wir,  dass  durch  den  entsprechenden 
Schnittpunkt  («ä*)  nur  vier  gemeinsame  Sehnen  gehen.  Die  übrigen  beiden 
gemeinschaftlichen  Sehnen  ausser  s\s^s^s^  von  ss*  können  daher  nur  zer- 
fallene Raumcurven  dritter  Ordnung  zu  Bilder  haben. 

Es  ist  nun  sehr  leicht ,  die  beiden  zerfallenen  Baumcurven  dritter  Ord- 
nung, von  denen  s!^s^^s!^s^^s^s**  Sehnen  sind,  direct  zu  construiren.  Nennen 
wir  die  beiden  Transversalen  von  ^\s\s'^s\  t\i\^  so  sind  die  beiden  zer- 
fallenen Raumcurven  dritter  Ordnung:  t\  mit  dem  Kegelschnitte  in  der 
Ebene  *'«*',  der  t\$\s!^^^s\\md:  t'^mit  dem  Kegelschnitte  in  der  Ebene  5' 5*', 
der  i'is\s'^s'^s\  schneidet.  Die  Bilder  dieser  zerfallenen  Baumcurven  liefern 
uns  aber  die  noch  fehlenden  zwei  gemeinschaftlichen  Sehnen  von  ss^.  Da 
mm  zu  diesen  Bildern  /^  und  f^  gehören,  so  ergiebt  sich: 

Zwei  sich  in  einem  Punkte  schneidende  Raumcurven  dritter 
Ordnung  haben  ausser  den  vier  gemeinschaftlichen  Sehnen,  die 
durch  den  Schnittpunkt  gehen,  noch  sechs,  die  sich  so  verhalten, 
dass  stets  eine  Transversale  von  vieren  derselben  eine  fünfte 
schneidet. 

Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  C*i(/is'^s^^s\b'B^ 
reducirt  sich  auf  die  des  Bildes  der  Tangenten  von  &  in  ^« 

Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  C'^(s!^^^sf^s\b'l^ 
reducirt  sich  auf  die  der  Bilder  jener  Tangenten  von  &,  die  von  Z  geschnitten 
werden.     Die  Aufgabe  ist  also  zwölften  Grades. 

Die  Construction  der  Raumcurve  dritter  OTdmmg&^(yisf^s^^sf^JA'V)ff 
reducirt  sich  auf  die  der  Sehnen  von  s,  die  durch  Ä  gehen  und  l  schneideiv. 
Wir  erhalten  sechs  Lösungen. 


t  Damit  sind  die  beiden  Sätze  Cr emona^s:  „zwei  Baumcurven  dritter  Ordnung 
haben  zehn  gemeinschaftliche  Sehnen,  und  es  giebt  sechs  Raumcurven  dritter 
Ordnung,  die  Bechs  beliebige  Gerade  zu  Sehnen  haben**,  auf  einander  zurück- 
geführt. 

ff  8!ä'  bedeutet  eine  Sehne  mit  einem  Schnittpunkt  Ä'  mit  der  zu  construirenden 
Baumcurve  dritter  Ordnung. 
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§  15. 
Construotionen  von  rationalen  Baumourven  vierter  Ordnung. 

Wir  wollen  nun  einige  Beispiele  für  Constmctionen  von  Baumcurven 
Tierter  Ordnung  als  Bilder  von  Kegelschnitten  des  Baumes  Z  geben,  die 
zwei  der  Axen  oder  Transversalen  des  Baumes  Z  schneiden.  Wir  wollen 
dabei  die  Bezeichnungen  festhalten:  ^^,-  sollen  Sehnen  der  Baumcurve  be- 
zeichnen, (3^'<)  eine  Doppelsehne ,  &'^  eine  Tangente  mit  dreipunktiger 
Berührung,  ifiB'i  eine  Tangente  mit  dem  Bertthrungspunkt  derselben.  Int- 
ernen Punkt  der  Baumcurve,  Vit'i  einfach  schneidende  Gerade.  Wenn  ^,- 
als  einfach  schneidende  Gerade  der  zu  construirenden  Baumcurve  auftritt, 
so  ist  sie  eine  Transversale  von  den  immer  gegebenen  vier  Geraden  ^'i^s^s^4' 
C\  endlich  soll  bezeichnen,  dass  die  zu  suchende  Baumcurve  vierter  Ordnung 
die  Baumcurve  dritter  Ordnung  C'j  zweimal  schneidet.  C'j  hat  ^i^a^'s^A 
zu  Sehnen. 

Die  Construction  der  rationalen  Baumcurve  vierter  Ordnung  C\[(S^i) 
(3^2)  ^s^i-^'i-^s-^'s]  ^^^  eindeutig  zurückgeführt  auf  die  Construction  des 
Bildes  des  Kegelschnittes,  der  durch  P^P^P^  geht  und  Sj^s^  schneidet. 

Die  Construction  der  rationalen  Baumcurve  vierter  Ordnung  C\[{B^i) 
(ß^i)  ^i^A^^^z^]  besteht  zunächst  in  der  der  Ebene  P(7,,*  In  derselben 
haben  wir  dann  einen  Kegelschnitt,  der  durch  P  und  zwei  Schnittpunkte 
von  s  und  jene  von  s^s^  geht,  zu  legen.  Die  Bilder  der  drei  möglichen 
Kegelschnitte  lösen  die  Aufgabe. 

Die  Construction  der  rationalen  Baumcurve  vierter  Ordnung  C\[{dsfj) 
(3*'j)  ^5^4&"^']  verlangt  die  des  Kegelschnittes,  der  s^s^  schneidet  und 
die  Baumcurve  h  ia  B  osculirt. 

Die  Construction  der  rationalen  Baumcurve  vierter  Ordnung  C\ 
(s'j^'g^js'^^'ji'gP'iP'jP'j)  reducirt  sich  auf  die  des  Bildes  des  Kegelschnittes, 
der  durch  P^P^P^  geht  und  t^t^  schneidet  Auf  ähnliche  Weise  lassen 
sich   die  rationalen  Baumcurven  vierter  Ordnung  C\(J ^J ^^ ^^ ^t\t\h^ B^\ 

^4[(3A)^«*'s^4^'i^i-P'a^s];  C"J(3*'iy,5'3^<'i6^']  construiren  u.s.w. 

§16. 

Constmctionen  von  Hftchen  dritter  Ordnung. 

Wir  gehen  nun  zu  Constructionsaufgaben  von  Flächen  dritter  Ordnung, 

die  die  vier  windschiefen  Geraden  s\J^8\s^^  enthalten.     Wir   gebrauchen 

dabei    die  Bezeichnungen   der   früheren  Constructionen  und  begnügen  uns 

gleich  früher  mit  einer  blossen  Skizzirung. 


*  (7,  bedeutet  eine  Gerade  und  ist  das  Bild  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C,, 
die  ^i^s^t^4  2^  Sehnen  hat. 
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Die  Construction  der  Plfiche  dritter  Ordnung  F^9(s\s\^^s\P'iP'^P'^) 
reducirt  sich  auf  die  des  Bildes  der  Ebene  (P^P^Pj). 

Die  Construction  der  Fläche  dritter  Ordnung  ^'jC^'i^'s^'s^^^'i^'i^a) 
reducirt  sich  auf  die  der  Bilder  der  vier  Berührungsebenen  von  PiP^  an 
die  Raumcurve  dritter  Ordnung  h^. 

Die  Construction  der  Fläche  dritter  Ordnung  F\(s\s'^s^^s\b\l/^P') 
reducirt  sich  auf  die  der  Bilder  der  gemeinsamen  Tangentialebenen  der 
beiden  Kegel  vierter  Classe  [Pb^)  (Pftg). 

Die  Construction  der  Fläche  dritter  Ordnung  F'^i^i^^s'^b^l/il/^bfi) 
reducirt  sich  auf  die  der  Bilder  der  gemeinsamen  Berührungsebenen  von  h^  b^  by 

Die  Construction  der  Fläche  dritter  Ordnung  F\(s\sf^s'^s\h* B^)  ver- 
langt die  des  Bildes  der  Schmiegungsebene  von  ä*  in  Ä 

Die  Construction  der  Fläche  dritter  Ordnung  -F'sC^'i^W**'-^')  reducirt 
sich  auf  die  der  Bilder  der  drei  Schmiegungsebenen,  die  von  P  an  A  gehen. 

Die  Construction  der  Fläche  dritter  Ordnung  F'^{&\s'^s^^sf^P'^P'^7i!) 
reducirt  sich  auf  die  der  Bilder  der  Berührungsebenen  von  P1P2  an  tt. 

Die  Construction  der  Fläche  dritter  Ordnung  J'^'8(5V'i*V4'*'i'^2"0 
verlangt  die  der  Bilder  der  gemeinsamen  Berührungsebenen  von  P  zu  n^n^. 
Äehnlich  löst  sich  die  Construction  der  Fläche  dritter  Ordnung  F'^{s\sf^s'^^^ 

Die  Construction  der  Fläche  dritter  Ordnung  F'^(sf^s\s^^s'^yi?^h')  reducirt 
sich  auf  die  der  Bilder  der  gemeinsamen  Berührungsebenen  der  Tangenten- 
fläche von  h  und  der  Fläche  dritter  Ordnung  7t.  Ebenso  ergiebt  sich  die 
Construction  der  Fläche  dritter  Ordnung  F'^(s^^s^^s'^s'^7t!ib\b\)  u.  s.  w. 


Capital  V. 
Vierter  SpeclalfalL 

§17. 

Wir  gehen  nun  zu  einem  weiteren  Fall  der  Verwandtschaft  über 
(s.  lithogr.  Tafel  Fig.  7).  Die  drei  Axen  des  Raumes  Z  legen  wir  in  eine 
Ebene  und  ebenso  die  des  Raumes  U.** 

Der  Ebene  (^i^g^'j),  die  wir  mit  s^^^  bezeichnen  wollen,  entspricht  in 
Z'  der  Punkt  S'jgj.  Ebenso  entspricht  der  Ebene  (*'i*'2**'8)  "^  Am  ^°  ^ 
ein  Punkt,  den  wir  mit  S^^^  bezeichnen.  Wir  haben  somit  durch  die 
Schnittpunkte  der  drei  Axen  und  den  Punkt ,  der  der  Ebene  der  Axen  des 
andern  Raumes  entspricht,  in  jedem   der  Räume  Z  und  Z'   vier  Punkte; 

♦  h'  bedeutet,  wie  früher,  eine  Haupttangeute  cfbr  Fläche  F\, 
**  Vergl.    Noether's    „Eindeutige   Raumtransformationen "    in   den   Math. 
Annalen,  Bd.  3. 
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die  ein  Tetraeder,  das  Haupttetraeder  des  bezüglichen  Baumes  bilden,  be- 
kommen. Wir  wollen  die  Kanten  des  Haupttetraeders  im  Räume  Z  mit 
-^1^8 ^8 ^4*^5 ^6  bezeichnen.  Und  zwar  sollen  den  Kanten  s^s^s^  respective  die 
Kanten  s^s^s^  gegenüberliegen.  Ganz  analog  soll  dies  auch  im  Baume  Z' 
gelten. 

Es  ergiebt  sich  nun  sofort: 

Zwei  Kanten  des  Haupttetraeders,  die  sich  nicht  schneiden, 
entsprechen  im  andern  Baume  die  mit  gleichen  Indices  ver- 
sehenen Kanten,  aber  in  verkehrter  Beihenfolge. 

Jedem  Punkte  einer  Kante  entspricht  im  andern  Baume 
die  letzterer  entsprechende  Kante. 

Wenn  wir  jede  Tetraederecke  als  einen  Hauptpunkt  und  nach  den  In- 
dices der  Kanten  der  gegenüberliegenden  Fläche  (SiSj^s^  mit  Siki  bezeichDen, 
and  jede  Ebene  der  drei  Kanten  SiS^s^  eine  Hauptebene  nennen  und  analog 
im  Baume  Z',  so  ergiebt  sich: 

Jedem  Hauptpunkt  des  einen  Baumes  entspricht  im  andern 
Baume  die  mit  gleichem  Index  bezeichnete   Hauptebene. 

Studiren  wir  das  Bild  einer  Ebene  E  durch  irgend  eine  der  drei 
Kanten  s^s^s^,  z.  B.  ^4,  so  wissen  wir,  dass  den  beiden  Hauptpunkten  dieser 
Kante  s^  zwei  Hauptebenen  des  andern  Baumes  entsprechen.  Somit  kann 
das  eigentliche  Bild  der  Ebene  nur  wieder  eine  Ebene  sein.  E  schneidet 
nun  Sj^  in  einem  Punkte,  welchem  die  Kante  s'^  entspricht,  somit  geht  E' 
durch  s'^. 

Betrachten  wir  nun  vier  Ebenen  durch  s^,  so  entsprechen  diesen  vier 
Ebenen  durch  s\,  und  da  die  ersteren  vier  Ebenen  irgend  eine  Gerade, 
deren  Bild  in  Z'  eine  Baumcurve  dritter  Ordnung  ist,  die  durch  die  Haupt- 
punkte geht,  in  vier  Punkten  schneiden,  deren  entsprechende  von  jeder 
der  drei  Axen  s\s'^s^^  unter  demselben  Doppelverhältniss  projicirt  werden, 
als  die  Axen  ^1^2  ^8  ^®  ursprünglichen  Punkte  projiciren,  so  folgt,  dass  der 
Ebenenbüschel  mit  der  Axe  s^  in  Z'  einen  Ebenenbüschel  mit  der  Axe  s'^ 
zum  Bilde  hat,  welcher  mit  ersterem  projectiv  ist. 

Es  ergiebt  sich  somit: 

Jedem  Ebenenbüschel  des  Raumes  Z,  welcher  eine  der 
Kanten  dieses  Baumes  zur  Axe  hat,  entspricht  ein  projectiver 
Ebenenbüschel  mit  der  Kante  als  Axe,  die  mit  ersterer  gleichen 
Index  hat,  und  umgekehrt. 

Suchen  wir  das  Bild  einer  beliebigen  Ebene  E  des  Baumes  Z,  so 
entsprechen  den  Schnittpunkten  von  E  mit  den  sechs  Kanten  s^s^s^s^s^s^ 
die  sechs  Kanten  des  andern  Baumes,  und  da  das  Bild  der  Ebene  nach 
Früherem  eine  Fläche  dritter  Ordnung  ist,  so  folgt: 

6* 
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Einer  beliebigen  Ebene  eines  Baumes  entspricht  im  andern 
Baume  eine  Flache  dritter  Ordnung,  die  die  sechs  Kanten  des- 
selben und  somit  die  vier  Hauptpunkte  als  Doppelpunkte  enthält^ 

Ebenso  gilt  die  ümkehrung  dieses  Satzes: 

Einer  Ebene  durch  einen  der  Hauptpunkte  Sm  entspricht 
im  andern  Baume  ein  Kegel  zweiter  Ordnung,  der  S\ki  zur  Spitze 
hat  und  die  übrigen  Hauptpunkte  enth&lt. 

Betrachten  wir  das  Bild  einer  beliebigen  Curve  des  Baumes  £,  so 
ergiebt  sich,  da  jedem  Schnittpunkte  der  Curve  mit  einer  Hauptebene  der 
entsprechende  Hauptpunkt  des  andern  Baumes  entspricht: 

Einer  Curve  w*®'  Ordnung  des  Baumes  Z  entspricht  eine  von 
der  Ordnung  3n  in  Z',  die  die  Hauptpunkte  des  letzteren  Baumes 
zu  nfachen  Punkten  hat,  und  umgekehrt. 

Einer  Geraden  des  Baumes  Z,  welche  eine  der  Kanten  des- 
selben schneidet,  entspricht  ein  Kegelschnitt,  der  die  zu  letzterer 
entsprechende  Kante  einmal  und  die  Kante  des  Baumes  Z',  die 
mit  der  von  g  geschnittenen  gleichen  Index  hat,  in  den  Haupt- 
punkten schneidet 

Einer  Geraden  g  des  Baumes  Z,  die  zwei  gegenüberliegende 
sich  nicht  schneidende  Kanten  schneidet,  entspricht  eine  Gerade 
in  Z',   die   die  beiden  entsprechenden  Kanten  schneidet. 

Jeder  Geraden  durch  einem  der  Hauptpunkte  entspricht 
eine  Gerade  durch  den  gleichnamigen  Hauptpunkt. 

§18. 
lieber  ConstruotionBaufjpbben. 
'Wir  wollen  nun  diesen  Specialfall  zu  einigen  Constructionen  verwenden. 
Wir  werden  die  vier  Hauptpunkte  des  Baumes  Z,  da  diese  bei  Constructionen 
von  Baumcurven  dritter  Ordnung  als  Punkte,  und  bei  Constructionen  von 
Flächen  dritter  Ordnung  als  Doppelpunkte  derselben  immer  auftreten»  kurz 
mit  H\H\H\E^^  bezeichnen,  wo  dann  diese  Buchstaben  einfache  oder 
Doppelpunkte  bezeichnen}  je  nachdem  sie  bei  Baumcurven  oder  Flachen 
dritter  Ordnung  benutzt  werden. 

Da  somit  die  Verwandtschaft  nur  Constructionen  zulässt,  wo  R\H^^B^^H\ 
in  obiger  Bedeutung  vorkommen,  so  müssen  also  von  einer  zu  construirenden 
Baumcurve  dritter  Ordnung  stets  vier  Punkte  und  von  einer  zu  construirenden 
Flache  dritter  Ordnung  stets  vier  Doppelpunkte  gegeben  sein. 

Wir  werden  dann  immer  diese  vier  Punkte  im  Baume  Z'  als  Haupt- 
punkte wählen  und  die  weiteren  Bestimmungsstücke  des  zu  construirenden 
Gebildes  in  Z'  nach  Z  transformiren,  wo  dann  dieselben  Bestimmungsstücke 
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Yon  za  construirenden  Geraden  und  Ebenen  werden ,  wodurch  eben  die 
Aufgabe  reducirt  wird«  Der  Baum  Z  muss  der  Verwandtschaft  entsprechend 
fixirt  werden. 

§  19. 
Confitruotionen  von  Baumourven  dritter  Ordnung. 

Die  Construction  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C\{Il! ^E! ^H\E! ^P ^P ^) 
reducirt  sich  auf  die  des  Bildes  der  Geraden  PiPj. 

Die  Constmction  der  Baumcnrve  dritter  Or&axmg C\{E! ^H\E! ^H! ^P^ ^) 
reducirt  sich  auf  die  der  Sehne  von  P  an  j. 

Die  Construction  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C\  (H\H*^H*^H\ 
Pl\l\)  besteht  in  der  der  einfachen  Secanten  von  P  za  l^  und  2,.  Da 
die  Geraden,  die  von  P  zu  den  Hauptpunkten  von  Z  gehen,  keine  Lösungen 
geben,  so  haben  wir  nur  fünf  Lösungen. 

Die  Construction  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C'^  (H'^H^H'^H'^^ 
P'l'nT)  reducirt  sich  auf  die  der  gemeinsamen  Strahlen  der  beiden  Kegel  (PI) 
und  {Pn).  Da  durch  die  Hauptpunkte  von  Z  doppelt  zu  zahlende  gemein- 
same Strahlen  der  Kegel  gehen,  die  keine  Lösungen  geben,  so  haben  wir 
zehn  Lösungen  der  Aufgabe. 

Die  Construction  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  (T'j  {E^ ^B^ ^H! ^H\J V iJ^ 
verlangt  die  der  Sehnen  von  5,  die  {  schneiden  und  n  berühren. 

Die  Construction  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C\{H^^H!^&^H!^W) 
reducirt  sich  auf  die  der  Tangenten  von  &,  die  2  schneiden,  wobei  wieder 
diejenigen  Tangenten  auszuschliessen  sind,  deren  Bilder  zerfallen. 

Die  Construction  der  Baumcurve  dritter  OTdLmm%C\{H\H! ^B^ ^B^ ^P ri^ 
reducirt  sich  auf  die  der  sechs  Haupttangenten  von  P  an  tc.* 

Ist  statt  P'  der  Osculationspunkt  von  ri  gegeben,  so  hat  die  Auf- 
gabe nur  zwei  Lösungen. 

Aehnlich  reduciren  sich  die  Constructionen  der  Baumcurven  dritter  Ord- 

Die  Construction  der  Baumcurve  dritter  Ordnung  C\{H\H\W^H\ 
^^^'i^VO»  wobei  die  vier  gegebenen  einfachen  Secanten  l\l\l\l\  sich 
in  einem  Punkte  schneiden  sollen,  reducirt  sich  auf  die  der  gemeinschaft- 
lichen Secanten  der  Baumcurven  dritter  Ordnung  liWl^i  welche  fünf  Punkte, 
wovon  vier  die  Hauptpunkte  von  Z,  gemein  haben.**  Es  ist  wohl  leicht 
einzusehen,  dass  diese  Aufgabe  mit  jener  identisch  ist,  die  die  Construction 
der    ebenen    Curve    dritter    Ordnung    mit    einem    Doppelpunkt    aus    acht 

*  Siehe  „Absählende  Geometrie  von  Schubert,  pag.  180."  Leipzig  1879. 
**  Aus  der  folgenden  Au%abe  ist  ersichtlioh,  dass  vier  Baumcurven  dritter 
Ordnung,  die  fünf  Punkte  gemein  haben,  zwölf  gemeinschaftliche  Secanten  besitzen. 
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gegebenen  einfachen  Punkten  yerlangi  Denn  wir  können  von  letzteren 
acht  Punkten  drei  H\H\H\  zu  Hauptpunkten  des  Raumes  £'  nehmen. 
Dann  nehmen  wir  irgend  einen  Punkt  des  Baumes  £'  als  ein  Projections- 
centrum  und  projiciren  die  übrig  gebliebenen  fttnf  Punkte.  In  einem  solchen 
Projectionsstrahl  nehmen  wir  den  viert-en  Hauptpunkt  des  Baumes  Yl  an. 
Die  weitere  Construction  der  Verwandtschaft  verlangt  nur  noch  die  Existenz 
von  vier  Hauptpunkten  im  Baume  Z,  die  nach  Belieben  gewählt  werden 
können.  Die  Baumcurven  dritter  Ordnung  nun,  die  die  vier  Hauptpunkte 
des  Baumes  Z'  enthalten  und  die  die  vier  noch  übrig  bleibenden  Projections- 
strahlen  zu  einfachen  Secanten  haben,  liefern  als  Projectionen  von  jenem 
beliebig  angenommenen  Projectionscentrum  die  gesuchten  ebenen  Corven 
dritter  Ordnung. 

§  20. 
lieber  Constraotlonen  von  rationalen  Batonourven  Tierter  Ordnung. 

Es  ergiebt  sich  durch  Specialisirung: 

Einem  Kegelschnitt  des  einen  Baumes  entspricht  im  andern 
Baum  eine  Banmcurve  sechster  Ordnung,  die  die  Hauptpunkte 
desselben  zu  Doppelpunkten  hat,  und  umgekehrt. 

Schneidet  aber  der  Kegelschnitt  zwei  der  Kanten  des  Haupttetraeders, 
z.  B.  s^  und  ^2)  80  entspricht  dem  Kegelschnitte  als  eigentliches  Bild  eine 
Banmcurve  vierter  Ordnung,  die  S^^^  zum  Doppelpunkt,  S\^  S\^  zu  ein- 
fachen Punkten  und  s^^^s'^  zu  Sehnen  hat.  Letzteres  ist  der  Fall,  weil  ^4 
und  .v'g  als  uneigentliche  Bilder  vom  Kegelschnitte  auftreten. 

Wir  haben  es  daher  in  der  Hand,  Baumcurven  vierter  Ordnung  zu  con- 
struiren,  wenn  von  denselben  der  Doppelpunkt,  zwei  einfache  Punkte,  von 
welchen  zwei  sich  schneidende  Sehnen  auslaufen,  und  weitere  festlegende 
Bedingungen  gegeben  sind.  Z.  B.  erhalten  wir  eine  einzige  Lösung,  wenn 
von  der  Banmcurve  vierter  Ordnung  noch  weitere  drei  Punkte  gegeben 
sind.  Schneidet  nun  ein  Kegelschnitt  des  Baumes  Z  zwei  gegenüberliegende 
Kanten  des  Haupttetraeders,  z.  B.  s^  und  s^^  so  entspricht  diesem,  da  /j^« 
als  uneigentliche  Bilder  auftreten,  eine  rationale  Banmcurve  vierter  Ordnung, 
die  durch  die  vier  Hauptpunkte  des  Baumes  Z'  geht  und  die  Kanten  sf^sf^ 
zu  Doppelsehnen  besitzt. 

Wir  haben  es  somit  in  der  Hand,  derartige  Baumcurven  vierter 
Ordntmg  zu  construiren.  So  ist  z.  B.  die  Construction  einer  rationalen 
Banmcurve  vierter  Ordnung,  wenn  von  derselben  sieben  Punkte  mit  der 
Bestimmung  gegeben  sind,  dass  die  Verbindungslinie  von  zwei  Paaren 
dieser  Punkte  Doppelsehnen  sind,  eindeutig  und  leicht  zu  ersehen. 
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§  21. 
Constraotionen  von  M&ohen  dritter  Ordnung. 

Wir  wollen  schliesslich  noch  einige  Constraotionen  von  Flächen 
dritter  Ordnung  mit  vier  Doppelpunkten  H\H\Il\H\  kurz  andeuten. 

Die  ConstiTiction  der  Fläche  dritter  Or&axmg F\{Il\E* ^H\B\F\F\P\) 
reducirt  sich  auf  die  des  Bildes  der  Ebene  P^P^P^. 

Die  Construction  der  Fläche  dritter  Ordnung  P ^{& ^E\H\& Jf ^^B^) 
verlangt  die  der  vier  Ebenen,  die  durch  die  Tangente  von  &  in  J?  an  die 
Raumcurve  dritter  Ordnung  h^  gehen.  Die  Bilder  dieser  Ebenen  lösen 
die  Aufgabe, 

Diesen  Methoden  analog  lösen  sich  die  Constructionen  der  Flächen 
dritter  Ordnung: 

F'j^H'i  Ä*  j  H'j  H'^ji/j  «*  j  «*  j) 
u.  8.  w. 

§  22. 
lieber  Eegelsohnittoonstruotionen. 

Dass  sich  mit  dieser  Yerwandtschaffc  Kegelschnittconstructionen  im 
Baume  ausführen  lassen,  geht  aus  einem  der  obigen  Sätze  hervor,  der 
über  das  Bild  einer  Geraden  Auskunft  giebt,  die  eine  der  Kanten  schneidet. 
Immer  müssen  aber  von  dem  zu  construirenden  Kegelschnitt  zwei  Punkte 
HiHi  und  eine  Secante  Si  gegeben  sein.  So  z.  B.  sind  Lösungen  leicht 
ersichtlich,  wenn  von  dem  zu  construirenden  Kegelschnitte  zwei  Punkte 
und  vier  Secanten  gegeben  sind.  Sie  ergeben  sich  als  die  Bilder  von 
Geraden,  die  eine  der  Tetraederkanten  und  drei  Raumcurven  dritter  Ord- 
nung einfach  schneiden.     Letztere  schneiden  sich  in  vier  Punkten. 

§  23. 
Bohlnss. 

Wir  hätten  nun,  um  eine  vollständige  Untersuchung  der  Verwandt- 
schaft der  drei  Paar  Ebenenbüschel  zu  geben,  die  Axen  der  beiden  Bäume 
in  die  noch  möglichen  speciellen  Lagen  zu  bringen  und  die  dadurch  ge- 
gebenen neuen  Specialf^le  zu  untersuchen. 

Die  drei  Axen  eines  Baumes  können  folgende  vier  wesentlich  ver- 
schiedene Lagen  haben: 
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1«  Alle  drei  Axeu  liegen  windschief. 

2.  Zwei  von  den  drei  Azen  schneiden  sich. 

3.  Die  drei  Axen  schneiden  sich  in  drei  Punkten. 

4.  Die  drei  Axen  schneiden  sich  in  zwei  Punkten. 

5.  Die  drei  Axen  schneiden  sich  in  einem  Punkte. 

Wir  haben  die  F&lle  1)  und  3)  in  den  Bftumen  Z  und  Z'  ausführlich 
behandelt,  es  wftren  nun  noch  die  FftUe  2),  4),  5)  in  Z  anzunehmen  und 
mit  den  F&llen  l)  bis  5)  in  Z'  zu  combiniren>  um  das  Gebiet  dieser  Ver- 
wandtschaften zu  erschöpfen.  Alle  diese  Verwandtschafben  bieten,  wie  die 
behandelten,  so  manche  interessante  Seite  und  zeigen  sich  durch  ihre  grosse 
Durchsichtigkeit  zu  Constmctionsaufgaben  und  Untersuchungen  von  Curven- 
und  Flftchensjstemen  insbesondere  sehr  geeignet.  Wir  begnügen  uns  f&r 
jetzt  indess  mit  dem  Oegebenen  und  möchten  nur  auf  letztere  Specialf&lle 
aufmerksam  gemacht  haben. 


III. 

Die  algebraische  Transformation  der  doppeltperiodischen 

Functionen. 

Von 

W.  Veltmann, 

Dooent  an  der  landwirthaohaftliohen  Akademie  za  Poppeisdorf. 


lAtliogv.  a?Hi*el  SHsp.  8— lO. 


Der  aUgemeinen  algebraisclieii  Transformation  der  doppeltperiodischen 
Functionen  wird  gewöhnlich  die  rationale  Transformation  zu  Grande  gelegt. 
Zwei  rationale  Transformationen ,  die  eine  im  directen,  die  andere  im  um- 
gekehrten Sinne  ausgeföhrt,  stellen  zusammen  eine  beiderseits  irrationale 
Transformation  dar.  Man  kann  jedoch  auch  unter  Benutzung  gewisser 
fbnctionentheoretischer  Sätze  unmittelbar  zu  der  betreffenden  allgemeinen 
algebraischen  Beziehung  gelangen,  wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  solL 

I.  Eine  Function  f(x)  sei  doppeltperiodisch  nach  den  Intervallen  K 
und  L.  Die  Summe  zweier  Werthe  von  x,  för  welche  f(x)  ^  0  wird, 
aei  =«  s  +  «»-B^+  f^L^  wo  s  eine  bestimmte  Grösse,  w,-  ein  Zeichen  ftlr  den 
Ausdruck  ,, ganze  Zahl'^  ist.  Für  eine  andere  doppeltperiodische  Function  g>(x) 
sollen  sff  K\  Jj  dieselbe  Bedeutung  haben.  Es  sollen  die  Bedingungen  er- 
mittelt werden,  unter  welchen  f{x)  und  9>(a;)  durch  eine  algebraische 
Gleichung  verbunden  sind  und  die  Form  dieser  Gleichung  bestimmt  werden. 

Damit  f{x)  und  fp{x)  durch  eine  algebraische  Gleichung  verbunden 
seien,  welche  in  f{x)  vom  w*®",  in  fp{x)  vom  n*^  Grade  ist,  ist  es  noth- 
wendig  und  genügend,  dass  f{ß)  eine  m  deutige  Function  von  fp{x)  und  {p{x) 
eine  n  deutige  Function  von  f{x)  sei.  tp  (x)  möge  den  besonderen  Werth  g)(xi) 
haben,  wo  x^  irgend  eine  willkürlich  gew&hlte  Grösse  ist.  um  alle  zu- 
gehöiigen  Werthe  von  f(x)  zu  erhalten,  hat  man  diejenigen  Werthe  von  x 
zu  ermitteln,  für  welche  g)(x)  denselben  Werth  fpix^)  erhält,  und  diese 
in  f(x)  einzusetzen. 

Den  Werth  g>(xi)  erhalt  g>(x)  nun  auch  für 

x^x.+  m'K'  +  n'L' 
und  fdr 

0?  -  5*  -  Xj  -f-  m'K'  +  flL\ 


74         Die  algebr.  Transformation  d.  doppeltperiodiBchen  Functionen. 


m'  und  fl  beliebige  ganze  Zahlen.  Setzt  man  diese  Argumente  in  f{x) 
ein,  so  erhält  man  sämmtliche  Werthe  von  f{x)  für  ^(a;)  =  9(^)?  nämlich: 

1)  f{x^  +  niK^  +  n'X')  «  /i, 

2)  /•C.'-a:i  +  m'X'  +  w'J7)«^,. 

Ein  Werth  /i  mit  nJ  ^  g^  n'  '=^  h  und  ein  Werth  f^  mit  w'  «j?,  «'  «=  ^ 
sind  gleich,  wenn  entweder 

3)  -5'+  2a;i+  ((/  ^p)K'+{h  -  3)X'-  w,ü:+  «,i; 
oder 

4)  ^+(g+p)K'+(h+p)L^^s  +  mK+mL 

ist.  Die  Gleichung  3)  kann  nicht  für  jedes  x^^  stattfinden,  wohl  aber  4). 
In  letzterem  Falle  sind  dann  aber  nicht  blos  jene  beiden  Werthe 
einander  gleich.  Denn  wenn  man  in  /^  w'  =  ^ ,  W  =«  V  setzt,  wo  ^  und  ä' 
beliebige  ganze  Zahlen,  so  erhält  man  einen  demselben  gleichen  Werth 
von  ^2»  wenn  man  in  /j  ni!  =  p  +  g  —  g^,  n'  ^  g  +  h  ^  h^  setzt.  Es  ist 
somit  jeder  Werth  von  /i  einem  Wei-the  /j  imd  ebenso  jeder  Werth  f^ 
einem  Werthe  f^  gleich.  Je  nachdem  also  eine  Gleichung  4),  d«  h,  eine 
Gleichung  von  der  Art 

5)  s  +  kK+lL^sf  +  JsfK'+  VL\ 

wo  X;,  7,  A:',  {'  irgend  welche  ganze  Zahlen  sind,  existirt  oder  nicht,  stimmen 
fy^  und  f^  in  allen  oder  in  keinen  Werthen  überein. 

In  beiden  Fällen  aber  muss,  damit  die  Zahl  der  in  /*,  enthaltenen  ver- 
schiedenen Werthe  von  x  eine  endliche  sei,  bei  constantem  fJ  und  stets 
um  1  wachsenden  wl  irgend   einmal  ein  früherer  Werth  /j  wiederkehren. 

Sind  m\  und  w!^  die  betreflPenden  Werthe  von  m\  so  muss  also 
entweder 

6)  (m'j  -  m\)  K^  -=  mK^  mL 
oder 

7)  20?!  +  {m\  +  m'j)Ä:'  +  2«'Jv'—  niK+  niL 

sein.     Die  Gleichung  7)  kann  nicht  für  jedes  x^  stattfinden,  wohl  aber  6). 
Da  nun  Gleiches  für  iJ  gilt,   so  müssen  zwei  Gleichungen  bestehen 
von  der  Art: 

8)  UK^'^niK+niL, 

9)  VL'^niK+fiiL, 

wo  Jd  und  V  ganze  von  0  verschiedene  Zahlen  sind.  Und  umgekehrt,  so- 
bald zwei  solche  Gleichungen  existiren,  ist  die  Anzahl  der  in  Z*^  enthaltenen 
Werthe  eine  endliche.  Zu  eben  solchen  Gleichungen  wie  8)  und  9)  führt 
die  Forderung,  dass  auch  ^^  ^üie  endliche  Anzahl  Werthe  liefere.  In  all- 
gemeinerer Form  müssen  als  nothwendige  und  genügende  Bedingung  für  eine 
endliche  Anzahl  Werthe  f^  nnd  f^  zwei  Gleichungen  bestehen  von  der  Art: 
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10)  l'K'+VL'^kK+lL, 

11)  k\K'  +  l\r  «  k,K+  \L, 

wo  ä/,  l\  ä/j,  l\y  Ar,  ly  A'i,  l^  beliebige  ganze  Zahlen  sind,  jedoch  mit  der  Ein- 
schränkung, dass  die  Determinante  der  Coefficienten  lil\  —  lJ^V  nicht  =  0 
sein  darf,  da  die  Gleichungen  sonst  nicht  mit  solchen  von  der  Art  8)  und  9) 
gleichbedeutend  sein  könnten. 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  ergeben  sich  die  Bedingungen  dafür,  dass  q>{oc) 
för  einen  bestimmten  Werth  f{x^  von  f{x)  eine  endliche  Anzahl  verschiedener 
Werthe  erhalte.     Für  f{x)^f{x^  erhält  q>{x)  die  Werthe 

12)  q> (iTj  +  wÄ  +  nL)  «  9i, 

13)  q>{s  —  x^  +  wJT-f-  nL)  =»  y^, 

wo  für  m  und  n  alle  ganzen  Zahlen  zu  setzen  sind,  (p^  und  q>^  stimmen 
entweder  in  allen  oder  in  keinen  Werthen  überein  und  die  Bedingung  für 
ersteres  ist  die  (rückwärts  gelesene)  Gleichung  5). 

Damit  femer  sowohl  in  g?^  als  in  fp^  eine  endliche  Anzahl  Werthe 
enthalten  seien,  müssen  zwei  Gleichungen: 

\K  +  l^L  ^  fhiK^  +  fiiL' 
bestehen  derart,   dass   die  Determinante  kl^  —  k^l  nicht  «  0  ist.     Solche 
sind   aber  die  Gleichungen   10)  und  11);  denn  wenn  in  diesen  die  Deter- 
minante k\  —  k^l  '^  0  wäre,  so  würde  aus  10)  und  11)  folgen 
{\li  -  ÄÄ/JJT'  +  {hV  -  kl\)L'  ^  0. 
Da  K*  und  X'  kein  reelles  Verhftltniss  haben,   so  würden  die  Coeffi- 
cienten von  K'  und  L'  einzeln  »  0  sein,  mithin 

Ä|  tC  ■€  fr      j 

also  kfl\  —  1i!^V  ^  0,  d.  h.  es  wäre  dann  auch  die  Determinante  der 
Coefficienten  von  JST'  und  IJ  in  10)  und  11)  der  Null  gleich.  Demnach 
kann  nur  gleichzeitig  f(x)  für  jeden  Werth  von  tp  (x)  und  9  (x)  für  jeden 
Werth  von  f(x)  eine  endliche  Anzahl  verschiedene  Werthe  haben  und  die 
Bedingungen  hierfür  sind  Gleichungen  von  der  Art  10)  und  11),  in  welchen 
auf  beiden  Seiten  die  Determinanten  nicht  »  0  sind.  Ebenso  stellt,  wie 
schon  bemerkt,  eine  und  dieselbe  Gleichung  5)  die  Bedingung  dafür  dar, 
dass  sowohl  f^  und  f^  in  Gleichung  1)  und  2),  als  auch  g)^  und  q)^  in 
Gleichung  12)  und  13)  in  allen  Werthen  übereinstimmen. 

II.  In  I.  ist  gezeigt,  dass,  wenn  f(x)  und  g)  (x)  durch  eine  algebraische 
Gleichung  verbunden  sind,  zwei  Gleichungen 

14)  kK+lL^1(fK'+VL\ 

15)  k^K+  \L  -  li^K^+l\L' 
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bestehen  derart,  däss  die  beiden  Determinanten 


h      l 


und 


V 


nicht  »  0  sind.  Wir  nennen  diese  Determinanten  die  Hauptdeterminanten 
der  beiden  Gleichungen,  Letztere,  welche  Grundgleichungen  der  Trans- 
formation heissen  mögen,  stellen  K  und  L  als  Functionen  von  K^  und  V  und 
umgekehrt  dar.  Vergleicht  man  sämmtliche  Paare  von  Grundgleichungen, 
welche  ein  und  dieselbe  Beziehung  zwischen  K  und  L  einerseits  und  K^ 
und  IJ  andererseits  enthalten,  so  wird  die  Hauptdeterminante  links  in 
denselben  verschiedene  Werthe  haben.  Wir  nennen  die  Paare  von  Grund- 
gleichungen mit  kleinster  Determinante  reducirte  Grundgleichungen.  Es 
soll  jetzt  gezeigt  werden,  dass  jedes  Paar  von  Grundgleichungen  aus  irgend 
einem  reducirten  Paare  mittels  ganzen  Coef&cienten  linear  zusammengesetzt 
werden  kann. 

Die  Gleichungen  14)  und  15)  mögen  ein  reducirtes  Paar  darstellen. 
Irgend  ein  anderes  Paar  sei 

16)  (iK+vL-^tJK'+i/L^ 

17)  i,,K+v,L^(,\r+v\L\ 

Unter  a  und  ß  beliebige  Coefficienten  verstanden,  folgt  aus  14),  15) 
und  16): 

18)  (ah  +  ß\  -  ^)K+  (al  +  ß\  -  v)L  -  (aU  +  ß^x  -  f*')^' 

+  (aV+ßl\^^)L\ 

Man  kann  a  und  ß  so  bestimmen,  dass  die  Coefficienten  von  K  und  L 
hier  «  0  werden.  Aus  demselben  Grunde  wie  pag.  75  sind  dann  auch  die 
Coefficienten  von  iT'  und  X' »  0  und  es  entsteht  also  die  Gleichung  16) 
aus  14)  und  15),  indem  man  14)  mit  a,  15)  mit  ß  multiplicirt  und 
addirt.  Setzt  man  nun  a  ^  a  +  l^  Z^-^^  +  ^f  wo  a  und  h  ganze  Zahlen 
(0  nicht  ausgeschlossen),  £  und  ti  kleiner  als  1,  so  wird  die  Gleichung  18): 

[P  +  ri\  +  (ah  +  hh,  -  |,*)]2r+  [H  +  ^\  +  (al  +  hl,  -  v)]L 
«  [ihf  +  nldi  +  (ahf  +  hJd,  -  fi!)]K'  +  [|r  +  fil\  +  (al'  +  hl\  ~  ^)]L'. 
Da  die  Cofficienten  von  K  xmd  L  «  0  sind,  so  ist: 


19) 


I- 


ah  +  Ih, 
al  +  6li 

—  V 

«?  — 


ai  +  bki-t 
al  +b\-^ 

1    l 

k    Ä, 

l     k 

Aus  14),  15)  und  16)  folgt  aber 
20)     (aJfc  ■\-b\-  ^KJr  (al  +  fc^ -  v) L  -  (aJf  +  6fc',  -  fJ)K' 
+  (al'+bl\-'^)L\ 


Von  W.  Vbltmann. 


77 


Der  Zfthler  des  Ausdruckes  für  £  in  19)  ist  die  Determinante  der 
Gleichungen  15)  und  20)  links.  Da  £  <1,  so  ist  also  diese  Determinante 
kleine'r  als  diejenige  von  14)  und  15).  Dieselbe  kann  aber  dann  nur  «»  0 
sein;  denn  w&re  sie  es  nicht,  so  würden  15)  und  20)  Grundgleichungen 
mit  noch  kleinerer  Determinante  sein  als  14)  und  15),  gegen  die  Voraus- 
setzung. Es  ist  demnach  |  und  ebenso  17  «»  0;  obige  Coefficienten  a  und  ß 
sind  ganze  Zahlen.  Auf  gleiche  Weise  folgt,  dass  Gleichung  17)  aus  14) 
und  15)  mittels  ganzen  Coefficienten  a^  und  |3|  zusammengesetzt  werden 
kann.  Die  Determinante  aß^  —  a^ß  dieser  yier  Coefficienten  ist  mindestens 
«» 1.  Es  ist  nun  nicht  blos  die  Determinante  der  Gleichungen  16)  und  17) 
links,  sondern  auch  diejenige  rechts  das  (aß^  —  or^/?) fache  derjenigen  von 
14)  und  15),  so  dass  also  in  einem  reducirten  Paare  beide  Determinanten 
den  kleinsten  Werth  haben,  und  in  weiterer  Ausdehnung  gilt  dies  von 
sftmmtlichen  Determinanten  des  Systems 

In  einem  Paare  Grundgleichungen,  welches  kein  redncirtes  ist,  haben 
demnach  die  sechs  Determinanten  einen  gemeinsamen  Factor.  Existirt  ein 
solcher  nicht,  so  sind  die  Gleichungen  nothwendig  reducirte. 

Es  fragt  sich  nun,  ob,  wenn  die  Determinanten  einen  gemeinsamen 
Factor  haben,  nicht  vielleicht  dennoch  die  Gleichungen  reducirte  sein  können. 
In  den  Gleichungen  14)  und  15)  mögen  die  Determinanten  den  gemeinsamen 
Primfactor  x  haben.  Derselbe  ist  entweder  zugleich  ein  gemeinsamer  Theiler 
von  k  und  k^,  von  l  und  l^,  von  k!  und  Ä/j,  von  V  und  l\,  oder  er  ist 
wenigstens  von  einem  dieser  Zahlenpaare  kein  gemeinsamer  Theiler. 

Im  ersten  Falle  können  beide  Gleichungen  durch  t  dividirt  und  somit 
die  Determinanten  im  VerhSltniss  t^  :  1  verkleinert  werden.  In  letzterem 
Falle  sei  z.  B.  r  kein  gemeinsamer  Tbeiler  von  k  und  \.  Der  grösste 
gemeinsame  Theiler  von  k  und  k^  sei  ^  t,  wo  t  möglicherweise  »  1  ist. 
Wir  setzen 


21) 


22) 


k 


l 


l. 


-<A; 


-<D.; 


t, 


k 


v 


tD,. 


k      kl 

K    "1 

Zwei  ganze  Zahlen  x  und  y  mögen  bestimmt  werden,  so  dass 

k      X 

K   y 

was  geschehen  kann,  weil  t  der  grfisste  gemeinsame  Theiler  von  k  und  1\ 
ist.  Löst  man  ntm  die  Gleichungen  21)  resp.  nach  l  und  \,  A/  und  l\, 
V  und  l\  allgemein  diophantisch  auf,  so  erhBlt  man,  unter  fij,  n^,  ti^  be 
liebige  ganze  Zahlen  rerstanden: 
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l'=DiX  +  ni  y, 

l,  =  D,y  +  n,-^; 

^"DiX  +  n^-^, 

Ä'i-D,y  +  «,^; 

wo  nun,   um  die  wirklichen  Werthe  von  Z,  Z^,  Jd,  A/^,  l\  l\   zu  erhalten, 
für  n^,  ^2,  n^  die  entsprechenden  besonderen  Zahlen  gesetzt  werden  müssen. 
Setzt  man  dann  diese  Ausdrücke  in  die  Gleichungen  14)  und  15)  ein, 
so  werden  letztere 

23)  kK+  (D,x  +  n,^y.~  (d^x  +  «,  A ^j:'  +  (z),äF  +  „,  1  ji', 

24)  k,K+(l),y  +  n,^y-~(l),y  +  nt^)K'  +  (D,y  +  n,fyj. 

Gleichung  23)  mit  Jc^y  24)  mit  k  multiplicirt  und  erstere  von  letzterer 
subtrahirt,  liefert  nach  Division  durch  Icy  —  \x', 

25)  D^L^D^K*  +  D^L', 

Diese   Gleichung    mit  y    multiplicirt    und  von    24)    subtrahirt,    giebt 

t 
nach  Multiplication  mit  -— : 

26)  tK+n^L^  n^K^  +  n^^l!. 

Die  Gleichungen  25)  und  26)  stellen  eine  Transformation  von  14) 
und  15)  dar,  deren  Determinante  links  «=<2>i,  also  gleich  derjenigen  von 
14)  und  15)  ist.  Sämmtliche  übrigen  Determinanten  sind  daher  ebenfalls 
unverändert  geblieben,  und  es  ist  noch  t  ein  gemeinsamer  Factor  derselben. 
Drei  dieser  Determinanten  sind  aber  » ^D^,  tD^,  tD^.  Da  nun  t  den 
Factor  x  nicht  enthält,  so  muss  derselbe  in  D^,  D^,  D^  enthalten  sein, 
und  es  lässt  sich  daher  die  Gleichung  25)  durch  x  dividiren.  Hierdurch 
werden  sämmtliche  Determinanten  der  beiden  Gleichungen  x  mal  kleiner. 
Wenn  dieselben  jetzt  noch  einen  gemeinsamen  Theiler  haben,  so  kann  man 
auf  gleiche  Weise  einen  Primfactor  des  letzteren  fortschaffen,  und  so  fort, 
bis  die  Determinanten  von  dem  gemeinsamen  Theiler  ganz  befreit  sind. 
Aus  jedem  Paar  Grundgleichungen,  dessen  Determinanten  einen  gemeinsamen 
Factor  haben,  lässt  sich  demnach  ein  Paar  ableiten,  dessen  Determinanten 
kleiner  sind  imd  keinen  gemeinsamen  Factor  haben.  Der  Mangel  eines 
solchen  ist  also  noth wendige  und  genügende  Bedingung,  damit  die  Grund- 
gleichungen reducirte  seien. 

Beliebige  reducirte  Grundgleichungen  lassen  sich  nach  eben  demselben 
Verfahren,  welches  hier  zur  Ableitung  derselben  angewandt  wurde,  so  um- 
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formen,  dass  in  der  einen  Gleichung  eins  der  vier  Glieder  fehlt,  während 
das  entsprechende  Glied  der  andern  Gleichung  einen  Coeffieienten  hat  gleich 
dem  gröBSten  gemeinsamen  Theiler  der  ursprünglichen  Coefficienten  dieser 
beiden  Glieder.  Denn  die  Gleichungen  25)  and  26)  sind  in  Bezug  auf  14) 
und  15)  von  der  hfer  angegebenen  Beschaffenheit. 

III.  Nach  I  erhält  f{x)  ftir  einen  bestimmten  Werth  q>{x^  von  q>{x) 
die  Werthe 

U  =  f{s^  -  ^1  +  m'X'  +  fJV)  «  /i-'.-', 
und  ebenso  erhält  q>{pc)  für  den  Werth  f{x^  von  f{x)  die  Werthe 
tp^^q)  {x^  +  mK  +  nL)  =  g?!»»'», 

Vier  Ebenen  I,  U,  III,  IV  mögen  in  gleiche  Quadrate  getheilt  und 
die  Werthe  /*!,  /2)  9'u  9>2  ^  folgender  Weise  an  den  Ecken  dieser  Quadrate 
geordnet  sein: 

/!,  — 1  /1,0  /•  1,1  /•!,  — 1         fl.O         /»l,! 

•  •  •  / 1  / 1  / 1        •  •  •  •  •  •  /  a  1%  /  2        •  •  • 

i«      . . .  /l  / 1  '  /i  •  •  •  AI.      . . .  /2  /2  /2 

/•— 1,  — 1      Z"--!.©     /*  — 1,1  /•— 1,  — 1     /•— 1,0     /•— 1,1 

•  •  •  / 1  / 1  / 1  •  •  •  •  •  •  /  2  /  2  /  2  •  •  • 


9'i''-'     Vi'-"     ^i'''    ... 

...%'•-'     «^,''0    W^' 

9>i*'-'     V,»'"     9'i''''    - 

IV. 

-V,'^-'     9>,«'»     <-' 

^ -1,-1  ^ -1,0  ^ -1.1... 

.■.9>.-''->,-''Vr''' 

III. 


In  irgend  einer  der  Ebenen  möge  der  Werth  mit  dem  Index  /i,  v  der 
(^,  v)te  genannt  werden.  Die  Ebenen  I.  und  II.,  sowie  III.  und  IV.  werden 
parallel  neben  einander  stehend  gedacht,  so  dass  die  Verbindungslinie  von 
irgend  zwei  Werthen  mit  gleichem  Index  auf  beiden  Ebenen  senkrecht 
steht.  Verbindet  man  zwei  Quadratecken  einer  der  Ebenen  durch  eine 
gerade  Linie,  so  soll  die  Länge  dieser  Linie  der  Abstand,  ihre  Neigung 
gegen  die  Horizontale  die  gegenseitige  Lage  der  beiden  Werthe  genannt 
werden.  Wenn  irgend  zwei  Werthe  in  derselben  Ebene  einander  gleich 
sind,  so  sind  auch  je  zwei  andere  gleich,  welche  denselben  Abstand  und 
dieselbe  gegenseitige  Lage  haben.  Aus  den  Gleichungen  14)  und  15)  folgt 
nun,  dass  sowohl  in  I  als  in  II  der  (0,0)*®  Werth  dem  (Ä;',  VJ^  und  auch 
dem  (ä/i,  l'i)*«"  Werthe  gleich  ist 
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Constroirt  man  das  Parallelogramm  (s.  liihogr.  Tafel  Fig.  8),  dessen 
Ecken  die  Werthe  0,0;  H.V-,  li^yl\\  ifc' +  Vj,  ?' +  i'i  sind,  und  verschiebt 
dieses  Parallelogramm  ISngs  der  Diagonale  AC  ein  wenig  gegen  A  hin, 
so  enthalt  dasselbe  eine  Anzahl  Werthe,  welche  gleich  dem  Inhalte  des 
Parallelogramms,  gemessen  durch  eins  der  Quadrate,  ist.  Dieser  Inhalt 
ist  aber  die  Determinante  l^V^—  if^V.  Schliesst  man  an  dieses  Parallelo- 
gnunm  andere  an,  so  dass  die  ganze  Ebene  mit  denselben  bedeckt  ist, 
so  sind  irgend  zwei  Shnlich  liegende  Werthe  in  zwei  Parallelogrammen 
einander  gleich,  unter  der  Voranssetzong  aber,  dass  die  Gleichnngen  14) 
und  15)  redncirte  sind,  enth&lt  jedes  Parallelogramm  laater  verschiedene 
Werthe. 

Angenommen  n&mlich,  irgend  zwei  in  dem  Parallelogramm  AS  CD 
nach  der  Verschiebung  desselben  befindliche  Werthe  seien  gleich;  dann 
kann  man  die  Verbindungslinie  PQ  der  entsprechenden  Qnadrateckpnnkte 
so  verschieben,  dass  der  Eckpnnkt  P  mit  einer  Ecke  des  Parallelogramms 
in  dessen  nrsprünglicher  Lage  zosammenfällt,  während  der  Endpunkt  Q  in 
dem  Parallelogramm  liegt.  Am  Punkte  Q  befindet  sich  dann  ein  Werth, 
welcher  dem  in  dem  betreffenden  Eckpunkte,  mithin  auch  dem  (0,0)^^ 
Werthe  gleich  ist.  Wenn  demnach  (jilj  t/)  der  Werth  in  Q  ist,  so  besteht 
eine  Gleichung 

27)  (ilK+  vL  «  ii'K'  +  v'L'. 

Bildet  man  nun  ans  der  Linie  von  0,0  nach  {ly  v'  und  entweder  AB 
oder  AD  ein  Parallelogramm,  so  umschliesst  dieses  ebenfalls  nach  geringer 
Verschiebung  Werthe,  welche  sich  bestSndig  wiederholen.  Dieses  Parallelo- 
gramm ist  aber  kleiner  als  ABCDy  mithin  auch  die  Anzahl  der  darin 
enthaltenen  Werthe  kleiner.  Die  Determinante  von  14)  und  27)  oder  von 
15)  und  27)  ist  also  kleiner  als  die  von  14)  und  15);  n&ithin  w&ren 
letztere  Gleichungen  keine  reducirten,  gegen  die  Voraussetzung. 

Entsprechendes  gilt  ftbr  UI  und  FV.  Die  Determinante  der  Gleichungen 
14)  und  15)  links  »  kl^  —  k^l  giebt  die  Zahl  der  in  m  oder  IV  enthaltenen 
verschiedenen  Werthe  an. 

Entweder  stimmt  nun  I  mit  EL  und  m  mit  IV  in  allen  oder  in  keinen 
Werthen  Hbereiny  je  nachdem  eine  Gleichung  5)  stattfindet  oder  nicht.  In 
ersterem  Falle  hat  f(ic)  f&r  jeden  Werth  von  ip  {x)  eine  Anzahl  verschiedene 
Werthe  — ü/i'i—t'iZ'  und  ^(x)  für  jeden  Werth  von  f(x)  eine  Anzahl 
verschiedene  Werthe  «»  kl^  —  k^l;  in  letzterem  Falle  ist  die  Anzahl  beide 
Male  die  doppelte.  Demnach  wird  die  algebraische  Gleichung  zwischen  f(x) 
und  ^  (x)  in  f(x)  vom  (yi\  —  l^lj^  und  in  9»  (x)  vom  (kl^  —  k^l)^  oder 
in  f(x)  vom  2(yi\  —  i?^f)^  und  in  q>(x)  vom  2^Ä/^  —  tj*)**  Grade  sein, 
je  nachdem  eine  Gleichung  5)  besteht  oder  nicht. 
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^*  IT.  Zwei  Variabein  x  und  y  mögen  durch  eine  algebraische  Gleichung 

ac  T  verbunden  sein ,  welche  in  x  vom  w*®",  in  y  vom  w*®°  Grade  ist.    Zu  einem 

w  Werthe  x^   von  a?  mögen  die  n  verschiedenen  Werthe  y^,  yg, . . .  y»  und  zu 

^  jedem  der  letzteren  m  verschiedene  Werthe  von  x  gehören.     Die  Gleichung 

I'^  kann  nun  die  besondere  Eigenschaft  haben,  dass  man  aus  jedem  der  n  Werthe 

e'.  von  y  stets  dieselben  m  Werthe  von  x   erhält      Es   ezistiren  also  dann 

>-  immer  m  Werthe  a^i,  ir^,  ...a;»»  von  x  und  n  Werthe  yi,y^y.yn  von  y  der- 

^j:  art,  dass  irgend  einer  der  m  Werthe  von  x  mit  irgend  einem  der  n  Werthe 

■eil.  von  y  der  Gleichung  gentigt. 

-<'-  Unter   obiger  Voraussetzung   lässt  sich   die   Gleichung  auf  die  Form 
bringen: 

^'      28)     (a? -  «i)  (a? -  (h)-'(p -  fltn)  ^jy^jy -  \)  (y -  h)'"{y -  ^n) 

*"'  'wie  jetzt  gezeigt  werden  soll.     Es  sei 

^      wo  die  f  ganze  Functionen  sind,  die  Gleichung  zwischen  x  und  y.    Durch  die 

*      Oleichunff  ist  x  und  also  auch  -^;~   als  Function  von  «  definirt.     Letztere 

Function  ist  aber  eine  eindeutige;  denn  ftir  einen  bestimmten  Werth  von  y 

erhält  X  im  Allgemeinen  m  verschiedene  Werthe,  für  jeden  von  diesen  aber 

^''     f  (x) 
<  ^  ein  und  denselben  Werth ,  da  sonst  die  Gleichung  29)  nicht  ftir  alle 

■^    diese  Werthe  von  x  denselben  Werth  von  y  liefern  könnte.     Es  besteht 

.-     daher  eine  Gleichung  //  \  "  9 (y)^  ^^  ^'(y)  ®^^®  eindeutige  Function  ist, 

fo\x) 

^      für  welche  nun  leicht  weiter  folgt,  dass  dieselbe  eine  rationale  ist. 

Die  Beziehung  zwischen  x  und  y  hat  also  die  Form: 

i^  y(g?)_  yi(y)^ 

>  i/;(a?)'^  tf;i(y)' 

woraus  folgt,  wenn  a  und  6,  or  und  ß  beliebige  Constanten  sind: 

'  .  ay(a;)  +  Z>tf;(a;)  ^  a^i  (y)  +  Z>i(^i  (y) ^ 

-  ä^  (a;)  +  /3t(;  {x)       '€tq>^{y)  +  j^ti  (y)* 

Hier  können  a,h^a,  ß  immer  so  gewählt  werden,  dass  sowohl  links  als 
rechts  Zähler  und  Nenner  von  gleichem  Grade  werden,  womit  dann  der 
Satz  bewiesen  ist 

Die  Voraussetzung  des  Satzes  lässt  eine  Einschränkung  zu;  letzterer 
findet  schon  statt,  wenn  eine  Reihe  von  Werthen  x^y,..Xm  und  eine 
Reihe  von  Werthen  yi » •  • .  yn  zu  je  zwei  der  Gleichung  gentigen. 

Zeitsohr.  f.  Math.  n.  Physik.  XXIX.  Jahrg.  Sappl.  6 
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Setzt  man  nämlich  in  Gleichung  29)  für  x  nacheinander   die   Werthe 
^1)  '--^»A,    so    liefert  dieselbe  jedesmal  die  nämlichen  Werthe  von  y;    die 

Coefficienten    —t-t    erhalten    also    immer    die    nämlichen    Werthe.      Diese 
Werthe  seien  c^fCg...,  c«.     Es  ist  also: 

WO  Q  eine  der  Zahlen  1  bis  m.     Oder: 

)/       y                    o\      m    ,    /             V  o\      m — 1 

(Om--  —  C^am^)Xg     +  [Om-l^  —  t^a^^V^)Xq 
+  (ao c^ao-')  =»  0. 

Setzt  man  hier  für  q  die  Zahlen   1   bis  m  und  löst  diese  m  Gleichungen 
nach  üfn^  —  Cyam^^  ctm—i^  —  CvOm—i^  u.  s.  w.  auf,  so  erhält  man 

WO  die  p  au8  den  Xiy.,.Xfn  zusammengesetzte  Ausdrücke  sind.     Es  ist  also 
dann,  unter  f  einen  gewissen  constanten  Factor  verstanden: 

oder 

fJx) 
Welchen  der   Quotienten      ;  :    man  aber  genommen  haben  mag,    die 

fo\X) 

Constanten  p  haben  immer  dasselbe  Verhältniss,  da  in  die  Gleichungen  30), 
aus  welchen  sie  sich  bestimmen,  hierbei  immer  dieselben  Werthe  von  x  ein- 

gesetzt  werden.    Mithin  sind  sämmtliche  Coefficienten  p7-^  in  Gleichung  29) 

lineare  Functionen  ein  und  derselben  Function  von  x.    Man  kann  also  setzen: 

wo  q^  eine  Constante,  und  die  Gleichung  29)  wird  dann: 

oder  .  , 

^ly^-^+ga^*""^  •••  +  ?«' 
welche  Gleichung  sich  wieder   so  umformen   lässt,   dass  links   und   rechts 
gebrochene  Functionen  stehen,  welche  in  Zähler  und  Nenner  links  vom  m^ 
rechts  vom  n^^  Grade  sind. 

Wenn  die   Voraussetzung  obigen  Satzes    stattfindet,    man  also   weiss, 
dass  X  und  y  durch   eine   Gleichung  von   der  Form  28)  verbunden  sind, 


-9>^--.,,n-i   .    .„«-2 
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braucht  man  nur  zwei  Paare  von  zusammengehörigen  Werthreihen  von  x 
und  y  za  kennen,  um  die  Gleichung  sofort  hinschreiben  zu  können.  Zur 
Bestimmung  der  mn  +  m  +  n  Coefficienten  der  von  den  Brüchen  befreiten 
Gleichung  29)  genügt  übiigens  ein  System  zusammengehöriger  Werthe 
von  X  und  y^  wenn  ausserdem  noch  zwei  zusammengehörige  Werthe  rr^ 
nnd  y^y  sowie  sämmtliche  zu  Xi  gehörige  Werthe  von  y  und  sämmtliche 
zu  y^  gehörige  Werthe  von  x  gegeben  sind.  —  Ausgeschlossen  sind  hier 
überall  die  Verzweigungswerthe. 

T«  Die  algebraische  Gleichung ,  welche  zwischen  den  beiden  doppelt- 
periodischen Functionen  f(x)  und  g)(x)  unter  Voraussetzung  der  Gleichungen 
15)  und  16)  besteht,  kann  unter  gewissen  Bedingungen,  welche  jetzt  er- 
mittelt werden  sollen,  von  der  Form  28)  sein. 

Für  f(x)  =  f{x^)  erhält  (p{x)  die  Werthe 

9^1  =  9  (^  +  rnK+  nL), 
9,  =  9  (5  —  a?!  +  mK+  nL), 

wo  für  m  und  n  alle  ganzen  Zahlen  zu  setzen  sind.  Bestimmt  man  nun 
rückwftrts  die  zu  allen  diesen  Werthen  von  (p(x)  gehörigen  Werthe  von  f(x\ 
so  gehören  nach  Gleichung  l)  nnd  2)  zu  9^  die  Werthe 

f{x^  +  fnK  +  nL  +  m'K'  +  rl L')  «  f{x^  -f  f^K'  -f  vi U)  =  T^ 
Dnd 
f{ß-x^  -mK-'nL  +  niEJ-\-viL^)  =  f{s^-x^  -f  m^ K^  +  fi L')  =  JPg, 

femer  zu  92  ^®  Werthe 
f{8  ^x^+mK+nL  +  m'K'  +  n'L')  =  /"(s  -x^  +  ni  K"  +  vJ  L')  =  F3 
and 
f{^^3  +  x^''mK-nL  +  m^E!+fiL')^f(J-8  +  x^  +  friE!  +  f{V)^F^. 

Die  Werthe  (p^  unterscheiden  sich  durch  die  verschiedenen  m  und  n\ 
da  diese  nun  in  JF\  und  F^  nicht  mehr  vorkommen,  so  gehören  zu  allen 
Werthen  (p^  dieselben  Werthe  von  f{x).  Ebenso  gehören  zu  allen  q>^  die- 
selben Werthe  JP,  und  F^  von  f{x). 

Es  fragt  sich  nun  noch,  ob  in  F^  und  F^  die  nämlichen  Werthe  ent 
halten  sind,  wie  in  F^  und  F^.  Dies  ist  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall. 
Zwar  stimmt  JF\  mit  JP3  überein,  da,  wenn  man  in  F^  ni  =  g^  fJ^h^ 
in  JPj  wl  ^  ^  Qi  n*  ^  —  h  setzt,  die  Argumente  zur  Summe  8  geben.  In 
F^  und  JP4  dagegen  ist  bei  eben  solchen  Werthen  von  w'  und  W  die  Summe 
der  Argumente  ^2sf  —  8.  Soll  nun  ein  Werth  f(/  —  x^+  gK'  +  hL') 
einem  Werthe  f(s^—  s  +  x^  -\-pK'  +  qL')  gleich  sein,  so  muss  die  Summe 
der  Argumente  sich  darstellen  lassen  unter  der  Form 

6* 
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$  +  ^{K  +  Wt'X, 
also 

2^-s  +  (g  +p)K'+{q  +  h)L'^s  +  mK  +  mL, 
oder 

2/+  (g+p)K'+(h  +  5)Z'=  2s  +  fiiK  +  niL. 

Sobald  aber  irgend  zwei  Werthe  einander  gleich  sind,  sind  sammtliche 
Werthe  von  F^  und  F^  zu  zwei  und  zwei  einander  gleich,  und  es  genügt  also, 
damit  dies  der  Fall  sei,  dass  irgend  eine  Gleichung  besteht  von  der  Form 

32)  2s  +  fiK+vL^  2s'  +  fi'K'  -4-  v'lJ. 

Bei  dem  Amplitadensinus  ist  dies  nun  stets  der  Fall,  da  hier  2s  »  i^ 
2s'  — -AT'  ist,  mithin  eine  Gleichung  von  der  Art  wie  32)  aus  den  Gleichungen 
16)  und  16)  folgt 

Tl.  Die  Gleichungen  15)  und  16)  können  als  reducirte  Gleichungen 
in  der  Form 

33)  mK^m'K'+WlJ, 

34)  m^K  +  nj.  -  m\K'  +  n\L\ 
und  auch  in  der  Form 

35)  (iK+vL^(i'K\ 

36)  ii^K+v^L  -  (i\K'+v\L' 

wo  w  <  Wj  und  fi'  <  (a\  ,  erhalten  werden.  Die  Gleichungen  36)  und  36) 
müssen  aus  33)  und  34)  durch  eine  Transformation  mit  der  Determinante 
—  1  entstehen.     Man  kann  also  setzen: 

37)  (iK  +  vL^  amK+h  (m^K  +  n^L), 

38)  fi^K  +  v^L  =  amK+ß  {m^K+n^L), 

39)  niK'  +  n'i'  -  /3^'ir'  -  l  (t^\K'  +  v\L'), 

40)  m\K'  +  fi^r a^'Z'  +  a  {^J^K'  +  ^^L'), 

41)  aß-ha^±l. 

Setzt  man  die  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  von  37)  bis  40)  in 
33)  bis  36)  ein,  so  erhält  man: 

42)  ^  mK «  ßiJK'  -  h  {(i\K'  +  v\V), 

43)  m^K  +n^L «ft'Z'  +  a  {(i'^K^  +  v\L'), 

44)  amK  +  h  (m^K  +  n^L)  ^  (i'K\ 

45)  amK+ß  (m^K  +  «^  Z)  =  (i\K'  +  v\  L\ 

Statt  der  Gleichungen  33)  und  34)  oder  35)  und  36)  kann  man  nun 
entweder  42)  und  43)  oder  44)  und  45)  nehmen,  falls  a,  6,  «,  /?  der 
Gleichung  41)  genügen,   während  m,  Wi,  w^,  |*',  y!^,  v\  willkürlich  sind. 
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Die  Beziehung  zwischen  JT,  K\  X,  V  wird  aber  auch  durch  irgend 
zwei  dieser  Gleichungen,  also  etwa  die  einfachsten: 

46)  m JT  «  {p^  -  5|*'i)  JT'  -  l^f^L\ 

47)  {am  +  hm^)  K+  hn^L  «  fJK' 

dargestellt;  nur  sind  diese  keine  reducirten  Gleichungen,  da  die  Deter- 
minanten h  mal  grösser  geworden  sind.  Die  Zahlen  m  und  fi'  können 
immer  als  positiv  betrachtet  werden. 

Der  Grad  der  Gleichung  zwischen  f(x)  und  .(p(x)  möge  nun  in  f(x) 
«  M  resp.  2M,  in  g>(x)  ^  N  resp.  2^  gegeben  sein,  wo  M  und  N  relative 
Primzahlen  sind.  Es  sollen  alle  hierdurch  bedingte  Beziehungen  zwischen 
-ST,  K',  i,  i'  bestimmt  werden.  Man  nehme  in  den  Gleichungen  46)  und  47) 
m  und  «i,  fJ  und  i/j,  so  dass  mn^^  «=  ±^,  (Jv\  «  ±ilf,  jedoch  immer  m 
und  fi'  positiv,  was  eine  bestimmte  Anzahl  Fälle  giebt. 

In  jedem  dieser  Falle  setze  man  für  Wj  die  Zahlen  —  (w  —  1)  bis 
+  (w  —  1),  für  ia\  die  Zahlen  —  {fJ  —  l)  bis  +  (j»'  —  1),  wodurch  man  also 
jedesmal  4  (w  —  l)  ((*'  —  l)  neue  Falle  erhalt.  Endlich  nehme  man  a  und  ß 
ganz  beliebig  und  dann  a  und  b  so,  dass  ah  ±1  ^ba. 

Um  zwei  zusammengehörige  Systeme  von  Werthen  von  f(x)  und  <p(x) 
zu  erhalten,  hat  man  nach  pag.  79  zu  verfahren.  Man  construire  also 
zwei  Parallelogramme  (s.  lithogr.  Tafel  Fig.  9  u.  10). 

Das  Parallelogramm  Fig.  9  liefert  in  Ebene  I  und  11  (pag.  78)  die 
Werthe  f(x)  und  dasjenige  Fig.  10  in  in  und  IV  die  zugehörigen  Werthe 
von  g>(x). 

Die  Gleichung  zwischen  f(x)  und  g>(x)  ist  dann: 

^   n[f(x)  >-  f(x,  +  i'K'  +  VL^)] .  n[f{x)  ^f{^^x^  +  UK'  +  rxQ] 

'  Tllfip)  -  fix,  +  k'K'  +  VV)] .  n[f{x)  -  f{^  -  ir,  +  IdK'  +  Vr)] 

^  n[(p(x)  -  (p(x^  +hK+  IL)]  .  n[(p(x)  -  (p(s  -x^  +  JcK+  IL)] 
■"  n[(plx)  -  (fix,  +  kK+lL)].n[(plx)  -  9(5  -  iCj  +  JcK+lL)]' 

wo  für  Xi  und  x,  irgend  welche  nicht  singulare  Werthe  zu  setzen  sind, 
wahrend  für  A/  und  V  sowie  Je  und  l  die  Zahlen  aus  den  Parallelogrammen 
Fig.  9  u.  10  zu  entnehmen  sind,  derart,  dass  QifyV)  jedes  Zahlenpaar  in  dem 
Parallelogramm  Fig.  10  und  (A;,  l)  in  dem  Parallelogramm  Fig.  9  vorstellt. 
Obige  Gleichung  ist  in  f(x)  vom  Jf*®",  in  (p(x)  vom  N*^  Grade. 
Wählt  man  aber  s  und  5'  so,  dass  eine  Gleichimg  5)  besteht,  so  werden 
auf  beiden  Seiten  sowohl  im  Zähler  als  im  Nenner  die  beiden  Factoren  17 
identisch  und  die  Gleichung  lässt  sich  also  auf  den  M^^  Grad  in  f(x)  und 
den  N^^  Grade  in  g>(x)  reduciren. 


IV. 

Neue   Untersuchungen   über  die  Lage   der  Brennlinien 
unendlich  dünner  copulirter  Strahlenbündel  gegen  ein- 
ander und  gegen   einen  Hauptstrahl. 

Von 

Prof.  Dr.  Ludwig  Matthiessen. 


X^itho^r.  X.*£el  Vig,  11—13. 


unter  einer  Brennlinie  eines  Strahlenbündels  eine  Gerade  verstanden, 
welche  BSmmtliche  Strahlen  des  Bttndels  schneidet,  findet  dieser  Begriff  im 
Besonderen  Anwendung  auf  unendlich  dünne  Strahlenbündel,  wo  es  sich 
um  die  Betrachtung  der  Umhüllungsflftche  sftnuntlicher  Normalen  eines 
unendlich  kleinen  Elementes  einer  krummen  Oberfläche  und  speciell  der 
Oestalt  eines  optischen  ursprünglich  homocentrischen,  dann  in  krummen 
Flfichen  gebrochenen  astigmatischen  Strahlenbündels  handelt.  Sturm,  der 
Begründer  der  Theorie  des  Astigmatismus,  hat  in  seinem  Memoire  snr 
Toptique  in  Liouville's  Joum.  de  Math.  III  S.  357  (1838)  und  in  einer 
gleichbetitelten  Abhandlung  in  den  Compt.  rend.  T.  XX  S.  554,  761  und 
1238  (1845),  übersetzt  in  Pogg.  Ann.  LXV  S.  116  und  374  (1845),*  das 
Theorem  aufgestellt,  dass  in  diesen  besonderen  Fällen  immer  zwei  Brenn- 
linien existiren,  dass  dieselben  in  zwei  aufeinander  senkrechten  Ebenen 
liegen  und  dass  sie  beide  gegen  einander  und  zum  Hauptstrahle  des  Bündels 
senkrecht  stehen.  Das  letzte  Attribut  hat  aber  keineswegs  allgemeine 
Giltigkeit,  wie  schon  daraus  hervorgeht,  dass,  wenn  man  in  dem  Meridiane 
einer  Botationsflilche  zwei  unendlich  nahe  Normalen  zieht  und  den  Meridian 
ein  weniges  um  die  Axe  dreht,  man  das  auf  der  Axe  abgeschnittene  Stück 
als  Brennlinie  erhält  und  dass  die  Lage  dieses  Stückes  zur  Normale  keine 
Senkrechte  zu  sein  braucht.  Die  zweite  Brennlinie  ist  offenbar  der  unend- 
lich kleine  Kreisbogen,  welchen  der  Durchschnittspunkt  der  beiden  Nor- 
malen um  die  Axe  beschreibt;  eine  dritte  giebt  es  nicht.  Em  solches 
Strahlenbündel  mit  zwei  Brennlinien  wollen  wir  ein  copulirtes  nennen. 


*  Man  vergleiche  auch:  Kummer,  Borchardt's  Jonm.  LVII  S.  189  (1860) 
und  Berl.  Monataber.  f.  1860  S.  469—474;  Möbins,  Sitzungsber.  d.  Sachs.  Akad. 
Math.-phy8.  CL  XIV  (1862);  Helmholtz,  Physiol.  Opt.  U.  Thl.  S.  246  (1860); 
Lippich,  Denkschr.  d.  Wien.  Akad.  Math.-phye.  Cl.  (1877)  S.  167;  C.  Neumann, 
Sitzungsber.  d.  Sachs.  Akad.  Math..phys.  CL  f.  1879,  S.  42. 
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£8  Iftsst  sich  nun  leicht  auf  synthetischem  Wege  zeigen,  dass  jedes 
unendlich  dünne  Bündel  von  Normalen  um  einen  Punkt  auf  einer  krummen 
Fläche,  also  speciell  auch  auf  der  Malus 'sehen  Wellenfläche,  die  Eigen- 
schaften besitzt,  durch  zwei  Brennlinien  zu  gehen,  welche  in  zwei  gegen 
einander  senkrechten  Ebenen  (Focalebenen)  liegen  und  welche  mit  der 
Hanptnormale ,  sowie  mit  einander  einen  beliebigen  Winkel  bilden. 

Nach  Euler  hat  jede  krumme  Fläche  in  jedem  ihrer  Punkte  zwei 
aufeinander  senkrechte  Erümmungslinien,  die  beiden  Hauptnormalschnitte, 
und  ebenso  zwei  Hauptkrümmungsradien,  wie  zwei  KrUmmungsmittelpunkte, 
welche  mit  der  Hauptnormale  coincidiren.  Die  Ebenen,  welche  durch  die 
beiden  Hauptnormalschnitte  und  die  Hauptnormale  bestimmt  sind,  stehen 
gegen  einander  senkrecht;  in  ihnen  liegen  die  Brennlinien,  weswegen  sie 
auch  Focalebenen  genannt  werden. 

Es  sei  P  (s.  lithogn  Tafel  Fig.  11)  der  Flächenpunkt,  Pße  seine  Normale, 
NPN^  die  erste  Krümmungslinie  oder  erster  Hauptschnitt,  MPM^  der  zweite 
Hauptschnitt.  Man  denke  die  Fläche  um  P  in  parallele  Schnitte  zerlegt; 
diese  werden  dann  paarweise  die  Hauptschnitte  der  acht  benachbai-ten 
Flächenpunkte  d,  e,  g,  f,  c,  a,  h,  h  darstellen.     Es  sei  nun 

aa^   die  Evolute  des  Bogens  cf, 

ßßi     »  »  1»  »I       ^9' 

yy\     yy  »         )>  11       ^ß' 

öö^    „  „  „  „       hb,  ^ 

*^l  W  »I  II  »  "^^/ 

Sbi       >j  })  n  11         9^* 

Diese  Evoluten  sind  die  sogenannten  fiückkehrkanten.  Sie  bilden  in 
ihrer  Continuität  Orthogonalflächen  unter  einander  und  zur  Fläche  um  P. 
Diese  Orthogonalflächen  sind  mit  den  Erümmungsmittelpunktflächen  iden- 
tisch; sie  werden  tangirt  von  der  Normalebene 

cPd€   in  der    I.  Brennlinie  aßy^ 
gPhß  ,,     „    II.  „  ieö. 

Die  Brenulinien  liegen  demnach  in  zwei  gegen  einander  senkrechten 
Ebenen.     Es  fragt  sich  nun  aber:  wie  gross  sind  die  Winkel 

P/3a  =  (öi,     Psö^co. 

Zur  deutlicheren  Einsicht  heben  wir  aus  dem  ganzen  Strahlenbündel 
ein  Strahlenprismatoid  (s.  lithogr.  Tafel  Fig.  12)  heraus;  wir  sehen  zugleich, 
dass  dies  Strahlenbündelelement  eine  tetraedrische  Modiflcation  zwischen  den 
Brennlinien  erfährt;  es  ist  der  sogenannte  Brennranm  und  der  Abstand  der 
Mittelpunkte  der  beiden  Brennlinien  (Brennpunkte)  die  Brennstrecke.  Es  sei 
die  erste  Brennlinie  aß^^^da^  die  zweite  Brennlinie  df^da,  das  Bogenelement 
Ph^ds,  Pc^dß'^  femer  Pß  der  erste  B[rümmungsradius  des  Bogens  Ph 
gleich  Q,  Ps  der  Krümmungsradius  des  Bogens  Pc  gleich  r.     Fällt  man  dB 
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senkrecht  auf  Pe,  so  ist  Be=^  dr  das  Differential  der  zweiten  Brennweite. 

ds 
Bezeichnet  man  den  Winkel  Pßh  mit  9,   so  ist  qt  ^=   -1    und  man  erhält 

9 
aus  ähnlichen  Dreiecken 

t/iM  m  ts=  {  — 

q    /  dr 


1)  tan^^(;^^^'> 


Ebenso  findet  man 


r\da 


2)  tan.,^{^^^^ 

Für   einen  jeden  Punkt  P  der   krummen  Fläche   sind   nun  aber  -— 

d 
und  -r^  bestimmte  und  im  Allgemeinen  von  Null  verschiedene  Grössen  und 
da 

zwar  bestimmbare  Functionen  der  Coordinaten  x,  y,  0  des  Punktes  P.  Eb 
sind  also  durchaus  nicht  immer  o  und  o^  rechte  Winkel,  und  ebenso  wenig 
der  Winkel  X^  welchen  die  Brennlinien  mit  einander  bilden.  Es  ist  näm- 
lich cos  X  ^  cos  CS} .  cos  (o^f  also  auch  X  im  Allgemeinen  yon  90^  verschieden. 
Bei  Botationsflächen  ist  aber  d^«=0,  also  «)i«90^  und  folgeweise  A«=90^. 
Es  sind  nun  weiter  die  Brennlinien  da  und  da^  sehr  kleine  gerade 
Linien  und  zwar  ist  wegen  dr  ^^  cosmda,  d^  »  coscD^do^: 

3)  da^^^^-^ds,  4)         da.^  ^  7  ^  da. 

Daraus  folgt  noch 

da^       q^mda 
da       rsmooids 

Es  giebt  nun  aber  noch  endlich  dicke,  wie  unendlich  dünne  copulirte 
Strahlenbündel,  welchen  als  Normalen  krumme  Flächenelemente  nicht  ent- 
sprechen, die  also  der  von  C.  Neumann  eingeführten  Bezeichnung  gemäss 
nicht  reguläre  Strahlenbündel  sind,  nämlich  dann,  wenn  die  Brennlinien 
in  zweien  nicht  aufeinander  senkrechten  Ebenen  liegen,  welche  durch  den 
Hauptstrahl  und  jede  der  Brennlinien  gelegt  sind.  Wir  können  immer 
eine  solche  Begelfläche  als  ümhüUungsfläche  eines  Strahlenbündels  con- 
struiren,  dass  der  Leitstrahl  durch  eine  Leitcurve  n^^  Grades  und  zugleich 
durch  zwei  beliebig  im  Räume  gelegene  Grade  hindurchgeht.  Nach  Steiner 
ist  die  Begelfläche  und  ebenso  jeder  Ebenenschnitt  des  Strahlenbündels  vom 
2n**"  Grade«  Ist  also  die  Leitcurve  ein  Kreis  ^  so  wird  jeder  Ebenenschnitt 
eine  Curve  vierten  Grades  darstellen.  Dies  gilt  auch  dann  noch  von  regulären 
Strahlenbündeln,  wenn  wenigstens  eine  der  Brennlinien  schief  zum  Haupt- 
strahle steht;  sonst  ist  ein  senkrecht  zur  Strahlenaxe  gerichteter  Querschnitt 
eine  Curve  zweiten  Grades.  Der  Beweis  des  Steiner'schen  Satzes  kann  ana* 
Ijtisch  auf  folgendem  Wege  geführt  werden.  Die  Gleichung  des  Leit- 
strahles und  der  beiden  Brennlinien  seien 


5) 
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X  +  Ol«  +  «1  ="  0, 
y  +  b^z+ß,^  0; 


gx  ^  x  +  a'e  +  a'  ==  0, 


y  +  h'z  +ß'  ^  0; 


'^  l  tj  +  b"z  +  ß"^0, 


9) 


«0. 


Alsdann  sind  —  a^  und  —  |5j  die  Coordinaten  der  ebenen  Leitcurve, 
deren  Gleichung  sein  möge 

8)  «1»  +  w^-ift  +  ...  +  5  =  0. 

Aus  5)  und  6),  5)  und  7)  folgen  die  Bedingungsgleichungen  für  das 
Schneiden 

a!  —  a^     a'  —  «^  I       1  a"  —  o^     c/'  —  a^ 
^-h     ß'-ßrl^^lV-b,     ß"-ß. 
Mit  HUfe  Yon  5)  und  9)  lassen  sich  die  Tariabeln  «j  und  ß^  bestim- 
men und  in  8)  substituiren.     Nach  5)  ist 

ai+x  ft+y. 

* 7~       * e~ 

also  gemäss  9): 

(/3'+  y  +  6'«)  «i -(«/  +  «  +  o'«)  ft  +  («'?)'-  o'/J')  «  +  a'y  -  ß'x  -  0, 

(^"  +  y  +  &"«)  «X  -  («"  +  «;  +  «"«)  ft  +  («/'?." -o"|S")  «  +  A  -  /S"^  =  0. 

Es    werden    also    —  a^    und    —  ß^    als   Quotienten  von   algebraischen 

Functionen  zweiten  Grades  dargestellt,  wodurch  die  Gleichung  8)  vom  2n^° 

Grade   wird.      Um   einen   beliebigen   Durchschnitt   zu   erhalten,    verwandle 

man  die  Coordinaten,  indem  man  substituirt: 

y^A^i  +  B^ri+C^t  +  D^, 
z^Ä,^  +  B,fi  +  C,i  +  D^. 

Setzt  man  i  ^  0,  so  ist  die  Durchschnittscurve  in  dieser  Ebene 

10)  ^2«  _^.  jifg2»-i^  +  ...  +  s^o. 

Betrachtet  man  ein  unendlich  dünnes  Strahlenbündel  von  Normalen 
eines  krummen  FlSchenelementes  und  wählt  die  Hauptnormale  als  jer-Axe, 
80  werden  a^,  h^,  a^,  ß^  unendlich  kleine  Grössen  sein.  Ist  in  diesem 
Falle  die  Leitcurve  ein  Kreis,  so  ist   10)   dementsprechend  zu  discutiren. 

Es  kann  nun  weiter  gefragt  werden:  wie  viele  Strahlen  sind  erforder- 
lich und  zugleich  hinreichend,  um  ein  copulirtes  Strahlenbündel  zu  bestim- 
men und  wie  viele  Brennlinien  hat  dasselbe?  Welche  Bedingungen  müssen 
neu  hinzutretende  Strahlen  erfüllen,  wenn  sie  zu  denselben  Brennlinien 
gehören  sollen? 

Zunächst  folgt  aus  dem  Steiner'schen  Satze,  dass  ein  copulirtes 
Strahlenbündel   auch   drei  Brennlinien   haben   kann.     Denn   offenbar  kann 
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als  Leitcurve  eine  Gerade  gewählt  werden;  die  Schnittcunren  werden  Yom 
zweiten  Grade  sein.  Es  giebt  aber  auch  Begelflächen,  welche  unendlich  viele 
Brennlinien  haben,  z.  B.  das  Hyperboloid;  diese  beiden  Fälle  sind  identisch. 
Wir  gehen  aus  von  der  Betrachtung  beliebiger  Strahlen  im  Baume, 
deren  Gleichungen  auf  ein  beliebiges  rechtwinkeliges  Coordinatensystem 
bezogen  sind.  Zur  Bestimmung  der  Constanten  ihrer  Brennlinie  betrachten 
wir  die  Coordinaten  ihrer  Schnittpunkte  mit  sämmtlichen  Strahlen  als  Un- 
bekannte. Sind  n  Strahlen  gegeben,  so  lassen  sich  4n  Gleichungen  mit 
3n  +  4t  Unbekannten  aufstellen.  Diese  sind  nur  dann  bestimmbar,  wenn 
ts  =  4   ist*     Daraus  resultiren  vier  Quadruple  von  Gleichungen,  nämlich: 

Xi  +  aiZi  +  oti  =  0,     Xi  +  azi  +  a  =  0, 

y.  +  M.+i3.  =  0;     Vi  +  hßi+ß^O, 

wo  %  von  1  bis  4  schwankt.    Damit  jeder  Quadruple  zusammenbestehe,  muss 

1     0    Oi    ai 

0  1     hi     ßi 

1  0    a     a 

0     1     b     ß 
sein,  d.^h. 

(a  -  Oi)  iß  -  ßi)  -  (&  -  hi)  (a  -  «,)  «  0. 
Da  alle  vier  Gleichungen  den  Ausdruck  aß  ^  ba  enthalten,  so  kann 
man  ihn  eliminiren;  daraus  resultiren  folgende  drei  lineare  Gleichungen  in 
a,  b,  cc,  ß: 


11) 


a  «1  —  Oj 

&  A  -  A 

— 

a  «1  —  ofj 

— 

ß  h-h 

— 

«1  «1 

Kßi 

+ 

0,    «, 

ß\-h 

— 

«1  «i 

^  ßx 

+ 

«»«8 

h  A 

-0, 


-0, 


a  a,  —  a. 


i    ßx-ßA 


«1    «1 

h   ßx 


+ 


a.  a. 


h  A 


-0. 


o  «1  —  04 

.Diese  Gleichungen  lassen  sich  der  Kürze  wegen  schreiben 
aÄ  +  bB  +  E^^O, 
12)  aC  +  aB  +  E^^O, 

aD  +  ßB  +  E^^O. 
Das  vollständige  System  ergiebt  die  quadratische  Finalgleichung 

My  +  N^a  +  P^^O. 
Die  conjugirten  Wurzeln  sind 

a  -=♦»!  +  Wi,         2>  =-  Ws  ±  W3, 


*  Grunert,  Arch.  f.  Math.  I.  S.  136  (1841);    Schldmilch,  Her.  d.  Sachs. 
Ges.  d.  Wifls.  Math.-phys.  Cl.  VU.  S.  39  (1866). 
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Das  Strahlenbündel  hat  demnach  zwei  ßrennlinien,  die  auch  in  eine 
doppelte  oder  in  zwei  complexe  übergehen  können.  Die  Oerter  der  acht 
Durchschnittspunkte  der  Strahlen  mit  den  Brennlinien  sind  die  Brennpunkte; 
ihre  Wei-the  sind  die  Wurzeln  der  Gleichungen 

a-i  +  aiZi  +  ui  «  0, 

Vi  +  hei  +  ßi  «  0, 

Xi  +  (wj  ±  nj  Zi  +  (wj  ±  Wg)  **  0 
wo  i  zwischen  1  und  4  schwankt. 

Wir  wollen  nunmehr  die  vorstehenden  Betrachtungen  auf  unendlich 
dünne  Strahlenbündel  übertragen,  indem  wir  die  Grössen  a,  6,  a,  ß  um 
unendlich  kleine  Grössen  ;if,  -O",  w,  ^  von  derselben  Ordnung  der  Kleinheit 
varüren.     Es  sei  also 

I  02  —  Oj  —  Xu     h^h  +  ^u     «« ^  «1  +  «1»     ft •=■  A  -  "^n 
13)        «s=öi  — X2>     2>8«6i  +  '^2»     «s"'«i  +  ®«>     ßs^ßi—'^ii 
»^«ai-x»;      2>4«6i  +  ^3;      a4=ai+cOs;     ßi,^  ßi  — %> 
Das  frühere  System  11)  wird  auf  diese  Weise: 
•       I  («-öi)ti+(&-^)o>,  +  («~«i)^i+(i5-ft)Xi+(^iXi-'^i«i)^0, 
14)       (a-ai)t2+(2^-2^i)«>,+  («-«i)^2+(ip-A)z2+(i/;2X2-^»«>2)-"0, 
I   (a~a,)tf;3+(6-&Ja>,+  (a-ai)^8+C/?-A)z«+(*s%8-^8«>8)"=0, 
welche  Gleichungen  in  Verbindung  mit 

15)  (o  -  «,)  (ß  -  ft)  -  (6  -  \)  («  -  «,)  -  0 

ebenfalls   quadratische  Gleichungen  für  a,  h,  a,  ß  geben.     Bei  endlichen 


von  Null  verschiedenen  Werthen  von  a 


u.  s.  w.   sind  nun  zwar  die 


Absolutglieder  unendlich  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung;  trotzdem  dürfen  sie 
gegen  die  vorangehenden  Glieder  nicht  vemachlftssigt  werden,  weil  sonst 
a  -—  a^  u.  s.  w.  verschwinden  müssten,  was  bedeuten  würde,  dass  die  Brenn* 
linie  mit  dem  ersten  oder  Hauptstrahle  coincidire. 

Es    lassen   sich  nun    entsprechend    12)   folgende   lineare   Gleichimgen 
zwischen  je  zwei  Constanten  der  Brennlinien  bilden: 


tiZi^i 

»i2i*i 

(a  -  «,) 

+  ib-h) 

«jZs*» 

»iZi^i 

16). 

(a  -  a,) 

+  («-«i) 

»sZ«*» 
«iZi^x 

(o  -  aO 

^s«»a*j 

+  (ß-ßi) 

«2Z2*» 

*,»,i|', 

«jZ»*» 

oder 

kurz 

+ 


+ 


+ 


('>'xZx-*i«i)Zi*i 

(V'8Zs-*»«j)Z8*» 

(*iZx-*x«»i)«»Zx 
('^'«Zs -*»»»)  »»Za 
('»'8Z$-*8«j)«>jZ$ 

(*xZi-*i«>x)^x«»x 
(*»Zs-*»«>2)*««»j 

(*»z» —*»»$)*»»» 


-0, 


-0, 


-0; 
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17)  j   (a  -  a/)  0  +  (a  -  «i)  -B  +  J^v  =  0, 

wo  A,  B,  C,  D  im  Allgemeinen  kleine  Grössen  dritter  Ordnung,  fA,  v,  tt 
kleine  Orössen  erster  Ordnung  sind.  Mit  Hilfe  von  15)  wird  nun  die  qua- 
dratische Finalgleichung 

18)  (a-'a^y(ÄC+BD)  +  {a-a^){CM(i  +  ÄNv  +  BPn]  +  MN(iv^O. 

Bezeichnet  man  die  Determinante  Ä  kurz  durch  |  ^iXi^i  li  ^o  eph&lt 
man  weiter  die  linearen  Gleichungen  - 

(p-h)  I  «iXi^i  I  +  (ö-»i)  I  ^iXi^i  I  +  I  (^ai-'^i®i)  Xi^i  I  -0, 

19)  (h^h,)  I  wjzi^i  i  -  («-«i)  I  ^iZi^i  1  +  I  ('^iZi-^iO>i)Zi'''i  1-0, 

oder  der  Kürze  wegen 

•  I  (5  -  &,)  J5  +  (a  -  aO  ^  +  -af  fi  -  0, 
20)  (h  ^\)C  -  (a  -  aj  ^  +  -LA  =  0,  ^ 

l  (6  -  5j)  2)  -  (/3  -   ft)  A+Tx   «0. 

Mit  Hilfe  von  15)  ergiebt  diese  Gruppe  die  quadratische  Finalgleichung 
21)     {h--h;f{AC+BB)  +  {b--\)\BMiii  +  ALX  +  BTx\  +  MT^x^O. 

Bei  willkürlichen  Annahmen  von  '^^  %y  ^,  m  \%i  nun  offenbar 
der  Coefficient  des  1.  Gliedes  eine  kleine  Grö6se  der   VI.  Ordnung, 

«  »  «    ^»        11  i>         i>  >»         >i    "■^■'■*         1» 

»>  «  V     •'•         »  i>  *>  »  »   VIU.  „ 

und  ähnlich  verhält  es  sich  mit  den  Finalgleichungen  der  drei  übrigen 
Constanten.  Man  erkennt  jedoch  leicht,  dass  if;,  %f  <&,  q>  so  gewählt 
werden  können,  dass 

1.  die  beiden  grössten  Coefficienten  von  gleicher  Ordnung, 

2.  „        „       kleinsten  „  „  „  „ 

3.  alle  drei  yon  gleicher  Ordnung 
werden. 

Im  ersten  Falle  sind  die  Wurzeln  entweder 
0  und  endlich, 
oder  ±  endlich  und  gleich, 
oder  endlich  und  oo ; 
im  zweiten  Falle  sind  die  Wurzeln  entweder 

±    00, 

oder  0  und  oo, 
oder  0  und  0; 


cos  60  == 
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im  dritten  Falle  hat  die  Gleichung  zwei  endliche  Wurzeln  und  es  existiren 
zi^ei  Brennlinien,  welche  den  Hauptstrahl  unter  einem  spitzen  von  Null 
und  90^  verschiedenen  Winkel  co  schneiden,  wenn 

.a^a  +  6^6+1 ^0 

>/(a»+6^  +  l)  (a,«  +  V+l)<l' 
Bezeichnet   (ij;)^   eine   sehr  kleine   Grösse   erster  Ordnung,   (i/;)*  eine 
solche  zweiter  Ordnung ,  so  ist  die  Bedingung,  dass  a  —  a^  mindestens  einen 
endlichen  Werth  hahe, 

jji^^C+^52)-(K;y  oder  (r/;)». 

Es  ergiebt  sich  daraus  die  bemerkenswerthe  Bedingung^  dass  die 
Summe  vorstehender  beiden  endlichen  Grössen  zwar  unendlich  klein,  aber 
nicht  Null  werden  darf. 

Bezeichnet  man  den  Winkel,  unter  welchem  sich  die  Brennlinien 
kreuzen^  mit  c,  so  ist  noch 

Jcl^  +  h'W  +  1 

|/(a'2  +  y^  +  1)  (a"2  +  6"«+ f)' 

Zahlenbeispiel  für  zwei  schiefe  Brennlinien: 

Setzt  man  statt  unendlich  kleiner  Grössen  sehr  kleine,  also  etwa 
Tausendstel  ein: 


«1  = 

'2, 

«1 

-3,                   6, 

=  -1. 

ßi- 

3, 

%l  = 

.0,002, 

»1 

0,001,      »i 

0,00374981, 

%- 

0,00224943, 

Zu- 

■0,003, 

"» 

0,004,      *j 

0,00625047, 

t,~ 

0,00775141, 

Z8=" 

■  0,004; 

»,. 

--0,003;      ^, 

=  -  0,00774966; 

n- 

0,00624868; 

80  wird 

A  = 

•0,00181 
1000»  ' 

_      0,00181 
^°    1000»"' 

„           0,00543 
^°"~    1000»' 

D  = 

0,00906. 
1000»  ' 

also 

^c.+^z,  —  «'^^r-(,)« 

ebenso 

CM(i+ÄNv+BPn- 

0,0000196566 
"^         1000" 

'W 

0,0000131044       ^,,8 

^^''"^          1000«      "(*)• 

Die 

Finalgleichungen  sind  demnach: 

(«- 

-a,y 

-3(a-ai)  +  2 

=■  0,         o  —  «1  =•  2 

oder 

1, 

{ß- 

-ßi)' 

-(^-ft)-6  = 

■  0,            ^  -  ft  =  3 

n 

-2, 

(6- 

-\y- 

-5(&-6i)  +  6. 

=■  0,          h  —  \  =  3 

»> 

2, 

(«- 

-«,)« 

-(«-«,)-2- 

■  0;            a  —  «,  =  2 

« 

-  1. 
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Daraus  resnltiren  folgende  Werthe  der  Constanten  der  beiden  Brenn- 
linien und  des  Hauptstrahles: 


a'=4, 

ß' 

=  6, 

fc'=2 

1 

a' 

=  5; 

a"=3, 

ß" 

-1, 

b"=l 

1 

a" 

=  2; 

o,=  2, 

ßi 

=  3, 

h=- 

1, 

"i 

=  3. 

Weiter  findet  man 

»  =  51«  25' 10", 

»1  = 

42"  23' 40", 

t 

s  = 

"  9»  16' 30", 

Die  Coordinaten  der  Brennpunkte  sind: 

li=- 

1, 

Vi 

=  0,5, 

ti- 

=:    — 

1, 

i,-- 

6, 

V% 

■=-2, 

t»- 

>1, 

und  die  Brennstrecke 

VCli  -  ^y  +  (.Vi  -  V,y  +  (?i  -  £,)*  =  >^26,25. 
Die  Variationen  ^,x»^>^  können  so  gewählt  werden ,   dass  e  «»  90® 
wird;    eine   Bedingungsgleichung    dafür    ist   a'a" +&'&"+ 1  =  0,    welche 
sich  durch  die  Coefficienten  der  Finalgleichung  ausdrücken  lässt.     Trans- 
formirt  man  dieselbe  in 

(o*  -  o,)  (a"  -a,)  +  0/-  b,)  Q,"  -  \)  +  a,(a'  +  a") 
+  l.,(6'+&")-V-6i*+l-0, 
Bo  kann  man  an  die  Stelle  setzen: 

Mn{Nv  +  Tt)  -  Ol  (CJf(*  +  ÄNv  +  BPn)  -hl  {DMn  +  ALI  +  B  T%) 

+  {AC  +  BD)  (1  -  V-  O  -  0. 

Wenn  man  der  Einfachheit  wegen  den  ersten  Strahl  oder  Haaptstrahl 
zur  «-Axe  wählt,  so  wird  o,  =  0,  6,  —  0,  «i  =  0,  ß^  —  0;  die  vorstehende 
Relation  reducirt  sich  dann  auf 

Die  Variationen  if^,  %,  '&,  o>  können  femer  so  gewählt  werden ,  dass  die 
Focalebenen  auf  einander  senkrecht  stehen,  dass  also  das  Strahlenbündel 
ein  reguläres  wird.  Wir  gehen  aus  von  den  Oleichungen  der  Focalebenen, 
d.  h.  der  Ebenen,  welche  durch  jede  Brennlinie  und  den  Hauptstrahl  be- 
stimmt sind;  dieselben  sind: 

(5'  -\)x-  (a'  ~  a^)y  ~  {a\  -  a,V)B  +  «' {H  -  \)  -  ß^ (a'  -  aj  =  0, 
(pff  ^  5j^  ^  ^Jf^  a,)y  -  {J\  -  a,y')z  +  «"(&"  -  \)  -  ^"(a"  -  aj  -  0. 

Bezeichnen  wir  den  Neigungswinkel  dieser  Ebenen  mit  d,  so  ist 

z'x"+rr"  +  z'z" 


cosS ' 


l/(x'*  +  r« + z'*)  ("x"«  +  r"« + z"») 
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Der  Winkel   6  wirf  also  90*,   wenn  X' J"  +  rr'  +  Z'Z*'=  0  ist;  d.  h. 

Das  dritte  Glied  lisst  neh  tnnsfonniren  in 

(ö'-  o,)  (fl"-  aj)fe,*+  (fe'-  ^H'*"-  ^)V~  aA(ö'-  0(«^-  a,^ 

Es  ist  nun  gemäss  17): 

(ö'  -  Ol)  ^  +  (t'  -  6, )  J5  +  If  ^  -=  0 , 

Durch  Einföhmng  dieser  Relationen  in  die  vorhergehende  Gleichung 
geht  23)  fiber  in 


24) 


{J - a,)(J'-  «.)(l  4-  6,'+  2a, 6,^)  +  (J/  - fc,)(6"-  6,Xl  +  «,*) 
+  «.  »1  ^- (a' -«!+«"- Ol)  =-0. 


Nach  18)  und  21)  ist  weiter 


a'-ai  +  a"-a, 


AC  +  BD 
CMn  +  ANv+BPit 
AC  +  BD 


Sabstituiii  man  dieae  Werthe  in  24),  ao  wird  daraas  nach  Hnltipli- 
cation  mit  B: 

^'  +  '^^JC  +  BD  +  (^  +  ^'^ÄC  +  BD 

^  (CMn  -ANv+BPn)Mu      ^ 
-">^'  AC  +  BD  °^' 

Ist  der  Hanptstrahl  zugleich  Axe  des  jer,  so  wird  o^  and  \  Null  und 
die  Bedingongsgleichnng  des  Senkrechtstehens  der  Focalebenen 

25)  Tr  +  Nv^  0. 

unsere  Untersuchungen  haben  uns  also  zu  dem  Resultate  geführt,  dass 
die  beiden  Brennlinien  nnendlich  dfinner  Strahlenbündel  durch  vier  Strahlen 
bestimmt  sind,  dass  sie  femer  mit  dem  Hauptstrahle  und  mit  einander 
sehr  verschiedene  Winkel  bilden  können,  sowie  endlich  dass  sie  in  Ebenen 
liegen,  welche  sehr  verschiedene  Neigungswinkel  mit  einander  bilden«  In 
dem  oben  berechneten  concreten  Falle  ist  ^  »  2^55' 20". 
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Wenn  neue  Strahlen  hinzutreten,  welche  zu  denselben  Brennlinien 
gehören,  so  haben  sie  gewisse  Bedingungen  zu  erfüllen.  Es  müssen  die 
Variationen  %n 7  ^n ,  <0n ?  if'»  offenbar  so  gewählt  werden,  dass  das  System  14) 
bestehen  bleibt.  Durch  die  neuen  Variationen  muss  also  folgenden  Gleich- 
ungen Genüge  geschehen: 

(a  -  a^)^,  +  {b-  ftO«,  +  («  -  «0^1  +{ß-  ßt)x,  +  (*iZi  -  ^icoi)  «  O, 
(a  -  a,)^^  +  (&  -  b,)(ü^  +{cc-  aJO,  +  {ß  -  ft)x2  +  (^2X2  -  ^2«»)  -  0, 
(a  -  a,)%+(h  ~  h,)a>,  +  («  -  «1)^8+  (/3  -  A)3:3+  (^»Zs-  ^sO>3)  =  <>, 

(a  -  ai)rj,n+ih  -  hj)<0n+(cc  -  €ti)»n+{ß  -  ßl)Xn+  (n^n%n-^n(On)^0. 

Diese  Gleichungen  bestehen  nur  dann  zusammen,  wenn 


0, 


Z«     *»     to,     if;„ 

Zi     *i     «1     ^t 

Z«     *»     «2     *s 

Z»     *j     «»»     '»'» 

d.h. 

26) 

I>Xn+C»n  +  Äa>„  +  Bi>,- 

und  zugleich 

(f»Z»  —  ■^«W«)       *n       Xn      ^n 

(*lZl-*l»l)        *1       Xl       *1 

(tiZs -«•««»)      *s     Zs     *2 

(*»Z 

,-»,0,)          *j        JTj 

*8 

0, 


d.  h. 

27)  Ä  (TlJnXn  -  ^n«n)  +  1^^^«  +  ^^T^n  ~  M(l'^n  -  0. 

Durch  willkürliche  Annahmen  von  in  und  &n  erhält  man  aus  26) 
und  27)  zwei  lineare  Gleichungen  in  o)»  und  tf/n,  woraus  diese  berechnet 
werden  können.  Wenn  indessen  die  Constanten  der  Brennlinien  bereits 
bekannt  sind,  wird  man  sich  mit  Vortheil  der  beiden  Gleichungen 

(a'~ai  +  x«)*«  +  (&'-&i-'^»)a>«+(«-ai)^»+(^'-ft)x«==0, 

[{(*"-  ai  +  Xn)^n+{h''--b,-^n)^n+ic^"-a,)K+(ßf*-ß,)Xn-0 

bedienen.  Die  Rechnung  ist  selbstverstllndlich  bis  auf  sehr  kleine  Grössen 
zweiter  Ordnung  inclusive  genau  auszuführen.  Die  Relationen  gelten  sämmt- 
lich  auch  für  endlich  dicke  Strahlenbündel,  welche  copulirt  sind.  Es  treten 
aber  Abkürzungen  der  linearen  Gleichungen  selbst  dann  nicht  ein,  wenn 
die  Variationen  unendlich  klein  ^  also  die  Absolutglieder  unendlich  kleine 
Grössen  zweiter  Ordnung  werden.  Die  Brennlinien  können  auch  imaginär 
seiUf  nämlich  dann,  wenn  die  quadratische  f'inalgleichung  zwei  compleze 
Wurzeln  hat.  umgekehrt  lassen  sich  zu  imaginären  Brennlinien  immer 
reelle  Strahlen  finden.     Es  seien  die  Constanten  der  beiden  Brennlinien 


28) 


29)     j 
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Ist  ein  Strahl  ciit^if  cc^y  ßt  gegeben,  dann  geschieht  die  Bestimmung 
eines  neuen  Strahles  aus 

d.  h.  vermittelst  der  beiden  reellen  linearen  Gleichungen 

(Wi  —  an)t(;n+  (Wg—  5n)a)n+  (W^—  «i)  ^n  +  (Wg  -  ft)  ;tn  «  0 , 

Durch  willkürliche  Annahmen  von  ^n  luid  %„  werden  hieraus  tf;»  und  od» 
gefunden.  Sind  aber  nur  die  Constanten  der  Brennlinien  bekannt,  so  lässt 
sich  ein  reeller  Strahl  so  finden;  es  ist 

-  K  ±  n,y^  1  -  h,){m^  ±  n^V^^  -  a,)  ^  0. 
Setzt  man  der  Kürze  wegen 

so  wird  sein 

oQx     j  flift  -  Wift  ~  Wgai  +  ^1  -  ^g  ~  «1^1  +  Ws«!  +  m^&i  «  0, 

Durch  Elimination  von  ß^  erhallt  man  die  quadratische  Gleichung 
31)  a,^  +  /-(«i&i)«!  +  F{a,h,)  -  0. 

Es  lassen  sich  a^  und  2>^  reell  so  wählen,  dass  a^  reell  wird;  dann 
ist  auch  ß^  reell.  Wir  wollen  nun  noch  die  Formeln  13)  bis  25)  anwenden 
auf  ein  unendlich  dttnnes  reguläres  Strahlenbündel.  Die  Hauptnormale  PQ 
(s.  lithogr.  Tafel  Fig.  13)  sei  0-Axe^  zwei  andere  unendlich  nahe  Normalen 
cci  und  ÄÄj  in  den  beiden  Hauptschnitten  Pc  und  PÄ,  eine  vierte  Nor- 
male aa^  in  den  Hauptschnitten  ca  und  ha.  Wir  betrachten  dabei  den 
Hauptschnitt  Ph  als  —  »-Axe,  Pc  als  —  y-Axe  und  PQ  als  —  jer-Axe.  Der 
Krümmungsradius  von  Pä  =  —  tis  sei  —  q,  der  von  ca  ^  —  ds  sei  —  {q  +  dQ)y 
der  von  Pc  ^  —  d<s  gleich  —  r  und  der  von  ha  ^  —  d<s  gleich  —  (r+  dr\ 
Für  die  vier  Normalen  gelten  dann  folgende  Gleichungen: 

ds 
x.  +  O  .z.  +  O^O,  -        X..+  —z.  +  ds=-0, 

Q 
2/,  +  0  .  ^^1  +  0  =  0;  y^+0,z^+O^Ox 

ds 

ZeitaoliT.  f.  H.tl).  u.  Vliyiik.  XXIX.  Jabig.  Suppl.  7 
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Die  Gleichungen  der  Brennlinien  seien 

a;  +  ajBf  +  a  =  0, 


Gemäss  13)  ist  nun 

y  +  bs  +  ß 

=  0. 

«1-0, 

6,  =  0, 

«1=0, 

ßi-O, 

ds 

»1=0, 

tOj  =  ds, 

%^o, 

z»-=o, 

*2  =  y 

(Bg=0, 

%^  -  da, 

ds 

»8  •=  <^«i 

%'==-  da. 

Aus  14)  folgt  weiter 

aß- 

«6  =  0, 

bds- 

-  Ids  =  0, 

oder  ß  = 

&P, 

—  ada  H — da  =  0; 

oder  ot  — 

»*•; 

—  ada  +  bds  +  «- 

dff                ds 

,     dads 

dads 

Hieraus  resultiren  folgende  Werthe: 

dsda^  dsda^  drdsda^ 


QT  q(s  +  dr)  Qr^ 

ds^da  ds^da  _       dgd^da 

r'iQ  +  dQ)         TQ     ~  Q^r 

ds^da        ds^da   _  dgds^da 

Q  Q  +  ^Q  Q^ 

dsda^        dsda*  _  drdsda^ 

r  r  +  dr  r^ 


ds^da\         X         .r        ^         ^  ds^da\         . 

ds^da^  ,  .  ^        ^ 

LX^ — j — (r  —  o),  Tt  =  0. 

In  den  quadratischen  Finalgleichungen  nach  a  und  b  werden  also  die 
Coefficienten  der  beiden  ersten  Glieder  von  gleicher  Ordnung  der  Kleinheit» 
die  Absolutglieder  verschwinden.     Nach  Division  durch 

dQds^da*  drds^da^ 

resultiren  die  Gleichungen  der  Constanten  der  Brennlinien 
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Aus  der  ersten  ergiebt  sich: 

Q       dr 
wegen  der  Relationen  a'=a'r,  V q  =  ß^  und  a'j3'-     clll=0: 

Ans  der  zweiten: 

^  r      dQ 

ß"^fftma,,=  ^-^^^^p,     «"=0,     «"=0. 

Dieselben   Werthe   fanden   wir  in   1)   und    2).      Zur   Bestimmung   des 
Winkels  e  ist: 


cos  6  =  cos  (ö  .  COS  Wj  = 


]/,■+(- ri-ij/^+c^-o'^^: 


Der  Kreuzungswinkel  e  der  Brennlinien  ist  also  nur  dann  ein  rechter, 
wenn  entweder  co  oder  od^  ein  rechter  ist.  Die  Gleichung  22)  wird  also 
im  vorliegenden  Falle  nicht  erfüllt,  weil  Nv  +  Tr  =  0  ist,  nicht  aber 
AB  +  CD.  Erflillt  wird  sie  nur,  wenn  dr  oder  dq  verschwindet.  Ist 
z.  B.  dr  =»  0,  so  wird  -4  ==  0,  D  =  0,  femer 

&"  =  tow  (öj ,     ß"  =-  ^ton  ©1,     a"  =  0,     a"  =  0. 

Dieser  Fall  findet  statt  bei  Rotationsflächen,  bei  einmaliger  sphärischer 
Brechung  und  bei  mehrmaliger  Brechung  in  centrirten  Systemen  oder  in 
Systemen  sphärischer  Flächen,  deren  Centra  in  einer  Ebene  mit  dem 
leuchtenden  Punkt«  liegen;  der  vorhergehende  bei  mehrmaliger  Brechung 
in  Systemen,  welche  nicht  in  einer  Ebene  centrirt  sind. 

Die  Gleichung  23)  kann  dazu  benutzt  werden,  zu  zwei  Brennlinien, 
welche  ihrer  Lage  nach  bekannt  sind,  ein  reguläres  Strahlenbündel  zu 
construiren.  Man  bestimme  erst  die  Constanten  a^  und  h^  des  Haupt- 
strahles nach  23),  cc^  und  ß^  nach  15);  neue  Strahlen  können  dann  nach 
28)  gefunden  werden.  Wählt  man  den  Hauptstrahl  als  £;-Axe  und  die 
neuen  Strahlen  in  den  Focalebenen,  so  wird  die  Länge  der  Brennlinien 
durch    3)   und  4)  bestimmt  sein.     Es  lässt  sich  dann  leicht  ein  beliebiger 
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Strahl  des  zugehörigen  Bttndels  construiren,  z.  B.  zum  Punkte  M  ( 
Tafel  Fig.  13)  in  der  Basis  Phac,  Die  Coordinaten  von  M  seien  . 
MN'^'^dy;  die  Abschnitte  auf  den  Brennlinien  fjjtf^^dij,  b2/I^- 

{r-q)dy 


folglich 


(r-g)  dx 

a§  «  •: 1 

Qsmaa 

d^xdx- 


dfi 


rstnon 


da  :  ds, 
dri:  dy  ^  da^  :  da. 
Ist   dx^-jds,    e?y  =  -|cltf,    wie    es    dem    Punkte    P^   entspi 
liegen  die  zugehörigen  Punkte  JF\   und  F^  in  der  Mitte   der  Br( 
es  sind  die  Brennpunkte  des  Strahlenbündels. 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  eines  entsprechenden  Punktes 

beliebigen  zum  Hauptstrahle  PQ  senkrechten  Querschnitte  mit  ds^ 

den  Abstand   von  der  o;^- Ebene  mit  J,   so  ist  unter  der   Vorat 

dass  l  —  Q  und  l  —  r  endliche  von  da  und  da^  yerschiedene  Grösse] 

dSi  :  dasinoi  ^  {l  —  q)  :  {r  —  q\ 

da^ :  da^sin  Wj  «  (I  —  r)  :  (r  —  q). 

d8^  :ds^(l-Q):Q, 
da^ :  da  =  (l  —  r)  :  r. 
Betrachtet  man  dann  P  als  das  Centrum  einer  Leitcurve,  im  S 
eines  Kreises  vom  Radius  Pa,  so  ist 


0,0 


Es  ist  folglich 


Pa«-ds«+da»- 


,^*i*  + 


(7^7?  ^'^'^ 


d.  h.    es    ist  jeder    andere    Querschnitt   des   StrahlenbOndels    eine  i 
deren   Axenverhältniss   sich    in   grossen  Abständen  dem  GrenzwerlL/x,^^ 
nähert.     Zwischen  den  Brennlinien  wird  der  Querschnitt  ein  zweyW^"^"^ 
ein  Kreis   (Kreis  der  kleinsten  Verwirrung).  -    -      — 


Der  Abstand  der 


2rQ 


einander  ist  l^  —  . —  und  der  Badius  des  Zweiten  gleich  — — —  Pi 
r+Q  r+Q 

Maximalquerschnitt  liegt  in  der  Mitte  der  Brennstrecke,  also  bei  2«^' 
Sind  r  und   q  wenig  von  einander  verschieden,  so  coincidiren  die 
schnitte.     In  unendlicher   Nähe   der  Brennlinien   werden  die  Quer^.,..^^ 
Curven   vierter  Ordnung,   wenn   od   und  w^   von  90*^  verschiedene  t^^^^^s. 
sind.*      Sonst    degeneriren   die  Ellipsen   an    diesen  Stellen  in  zwei 
von  den  Breiten  ds^^  0  und  dff^  =«  0,  von  den  Längen  da  und  du 


*  Matthiessen,  Sitzungsber.  der  inath.-ph78.  Classe  der  k.  Bayer.  Ak 
Wiss.,  1883,  Heft  I,  S.  49. 

Rostock,   12.  November  1883.*-a 
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